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Vamos a compartir el conocimiento, los colores, las palabras.

El Ecuador ha sido, seglin el poeta Jorge Enrique Adoum, “un pais irreal
limitado por si mismo,partido por unalinea imaginaria”, y es tarea de
todos convertirlo en un pais real que no tenga limites.

Con este horizonte, el Ministerio de Educacién realizé la Actualizacion y
Fortalecimiento del Curriculo de la Educacion General Basica que busca
que lasgeneraciones venideras aprendan de mejor manera a relacionar-
se con losdemas seres humanos y con suentorno vy, sobre todo, a sofar
con lapatria que vive dentro de nuestros suefios y de nuestros corazo-
nes.

Los jovenes de octavo a décimo afos van a recibir un libro de texto que les
permitira desarrollar sus habilidades.

Estos libros tienen un acompanante para losdocentes. Es una guia didac-
tica que presentaalternativas y herramientas didacticas que enriquecen
el proceso de ensenanza-aprendizaje.

El Ecuador debe convertirse en unpais que mire de pie hacia elfuturo y
eso solo serd posible si la educacién nos permite ser mejores ciudada-
nos. Es una inmensa tarea en la que todos debemos estar comprometi-
dos, para que el “Buen Vivir” sea una practica cotidiana.

Ministerio de Educacion
2014
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Conoce tu libro

Los contenidos que vas a aprender se organizan en seis médulos que estan trabajados de manera
integrada a partir de los siguientes bloques:

Numérico Medida Estadistica y probabilidad

Relaciones y funciones “‘w

Geométrico

=R

Ky

B Estructura de los médulos

Paginas iniciales Conocimientos que se tra- Destrezas con criterios
bajaran dentro del médulo. -
de desempeiio

Buen Vivir

Eje transversal valorativo que Se muestra un listado de las

acompana a los contenidos y ourinie - destrezas con criterios de de-

permite una formacién integral. sempefio que se desarrollaran
Una imagen y una en el médulo.
actividad inicial nos
muestran la presen-
cia de las matemati-
cas en nuestro en- |
torno y la relacion
entre los bloques
matematicos.

Prerrequisitos

Definiciones, ejemplos y activida-
des para recordar los conocimien-
tos previos necesarios para el
aprendizaje.

Buen Vivir

Enunciacion del articulo de la Constitu-

cion de la Republica del Ecuador, rela-

Desarrollo cionado con el proyecto del Buen Vivir.

En los margenes se in-
cluyen explicaciones
complementarias.

ElFaligones

Los conocimientos se
organizan en aparta-

dos y subapartados. Contraejemplo

Ejemplos que no cum-
plen con los conocimien-

. tos estudiados.
Actividades

Al finalizar el desarrollo de
un conocimiento, se pro-
ponen ejercicios a pie de
pagina para afianzarlo.

Ejemplos

En muchos casos, el de-
sarrollo de los conoci-
mientos finaliza con uno
0 varios ejemplos para fa-
cilitar el aprendizaje.



Algunas actividades llevan un icono cuyo significado es el siguiente:

Macrodestrezas matematicas Herramientas y ejes transversales

Comprensién de conceptos g Calculo mental
y conocimiento de procesos
Uso de la calculadora

Aplicacion en la practica @ Uso de las Tecnologias de la Informaciéon y la Comunicacién

Refuerzo de macrodestrezas Trabajo en grupo

‘@ Buen Vivir

Paginas finales

Coémo resolver problemas

Coémo resolver En resumen

problemas

Sintesis de las ideas clave
del médulo y esquema que
muestra la relacién de los
conocimientos en los blo-
ques matematicos.

En cada modulo se trabaja
una estrategia de resolucion
de problemas distinta.

Ejercicios y problemas

En la seccion Mas
a fondo propone-
mos actividades de
mayor dificultad para
profundizar las ma-
crodestrezas.

Cuestiones, ejercicios y problemas
para consolidar la comprensién de
conceptos, conocimiento de pro-
cesos y aplicacién en la practica
de lo que has aprendido.

g Crénica
Autoevaluacion matematica

y coevaluacion
Con noticias, curiosi-

dades... del tema
trabajado.

Permite comprobar los conoci-
mientos, a través de actividades
con indicadores esenciales de

evaluacion. Demuestra

tu ingenio

g s s ot '
RS,

Buen Vivir | T || S 3
) o Resolucién de problemas
a través de diversas es-

trategias creativas.

Profundizacién de los ejes
transversales para una for-
macion integral.
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Buen vivir: Inclusion y equidad

Bloques: Numérico.
Relaciones y funciones

i |
N A =) S
El nimero de oro, representado por la letra griega @ (fi) en honor al escultor
griego Fidias, que participoé en la construccion del Partenén de Atenas donde
se utilizé esta proporcion, es el numero irracional:

.I 1+\/§

¢ = : =~ 1,618083988749894 848204586834 365638117...

Este'numero aparece regularmente en la arquitectura, en la naturaleza, en el
arte, en objetos de uso cotidiano...

— Entra en Internet y busca seis ejemplos en los que aparezca el nimero de
oro.

— QCalcula la relacion entre los lados de una cédula de identidad.

Ly s s

Te A e

..}‘ 'm‘__/ & ’ - --ib. 4
2 5

= vl Y, m‘] 1 |




Numeros reales 3% 8
Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas

En este modulo aprenderas a relacionar los nUmeros racionales y los nimeros irracionales con los reales, a operar y
aproximar con los numeros reales y a determinar el error cometido. Consolidaras los procedimientos de calculo con
potencias y radicales. También resolveras sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas.

Destrezas con criterios de desempeno

¢ Resolver operaciones combinadas de adicion, sus-
tracciéon, multiplicacion, division, potenciancion y
radicacién con nimeros reales .

¢ Racionalizar expresiones numéricas.

e Evaluar y simplificar potencias de nimeros ente-
ros con exponentes fraccionarios.

e Simplificar expresiones de nimeros reales con ex-
ponentes fraccionarios con la aplicacién de las re-
glas de potenciacion y radicacién.

e Utilizar las estrategias y las herramientas matema-
ticas adecuadas para resolver problemas mos-
trando seguridad y confianza en sus capacidades.

e Calcular el error cometido en operaciones con apro-
ximaciones de numeros reales.

* Representar y resolver un sistema de dos ecua-
ciones lineales con dos incégnitas, con graficos y
algebraicamente.

Qﬁ Prerrequisitos

Recuerda

¢ | os numeros racionales se f%rman por fracciones
entre enteros, cuya forma es —, con denominador
diferente de cero. b

¢ | os numeros irracionales tienen una expresiéon de-
cimal ilimitada y no periddica.

e | a union de los conjuntos de los numeros raciona-
les y los numeros irracionales determina el conjun-
to de los numeros reales, y se denota por R.

¢ | a potencia cuya base es un numero racional “a”
y de exponente un nimero natural “n” es la multi-
plicacion de la base por si misma tantas veces como
indique el exponente. La definicién también se
aplica a los numeros reales.

a"=a-a-a-...-a
W_/
n - veces

¢ L a raiz cuadrada de un numero “b”positivo o cero
es otro numero positivo o cero “a”, tal que elevado
al cuadrado, nos da “b”.

Jb =a g az=p
El simbolo " V" es el radical, “b” es el radicando (ocan-
tidad subradical) y “a” es la raiz.

e A cada punto de la recta numérica le corresponde
un ndmero real y cada numero real le corresponde
un punto de la recta numérica.

Inclusion y equidad

objetivos del régimen de desarrollo.
Constitucion de la Republica del Ecuador, 2008.

¢ En el sistema de coordenadas cartesianas, a cada pun-
to del plano le corresponde un par de nimeros (par or-
denado), denominados coordenadas, y viceversa.

Evaluacion diagnéstica

e Clasifica los siguientes numeros, en racionales e irra-
cionales.

BV TR SIS PE
53

1-42 ;6,34; - 1,202002..

® Resuelve:
s A2 31 5(7. 1
504 3 4] 3|82
3
e Calcula: 2x+3x—7x;ﬂ
5b
e Calcula: | 16,49 121
25 81 4

¢ ;A qué potencia debes elevar 13 para obtener como
resultado 1697

¢ Ubica en la recta numérica los siguientes numeros:
3; -V2; ?2 V8

e Ubica en el sistema de coordenadas cartesianas e
indica en que cuadrante estan situados: (-3, 5);
(27 _1)! (2! 3)! (_4s _1)1 (01 5)1 (_31 0)

e Expresa en lenguaje algebraico: “El doble de la edad

de Juan hace 3 arios es la mitad de la edad que
tendra dentro de 6 afios”

Art. 340. El sistema nacional de inclusion y equidad social es el conjunto articulado y
coordinado de sistemas, instituciones y servicios que aseguran el ejercicio, garantia y
exigibilidad de los derechos reconocidos en la Constitucion y el cumplimiento de los

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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: a c
* Dos fracciones —y — son
b" d

equivalentes si se verifica:
a-d=b-c

e Unafraccion /™ es irredu-
n

cible si su numerador y
su denominador son nu-
meros primos entre si; es
decir:

M.C.D. (m, n) =1

e Cada numero racional esta
formado por una fraccion y
todas sus equivalentes.

¢ Cada una de estas fraccio-
nes es un representante del
numero racional.

e | a fraccion irreducible de
denominador positivo es el
representante candénico de
dicho numero.

De los naturales a los reales

1.1. Los conjuntos N, Zy Q

Como ya has estudiado, los numeros naturales surgen de la necesidad de con-
tar u ordenar. Asi, por ejemplo, los niumeros 0, 1, 2, 3... son numeros naturales.
El conjunto de todos los numeros naturales se simboliza mediante la letra N.

Existen muchas situaciones de la vida cotidiana que no pueden expresarse
mediante numeros naturales como, por ejemplo, la temperatura ambiente, -2 °C,
0°C, +25°C... Por ello, surge la necesidad de ampliar el conjunto de los numeros
naturales con un nuevo conjunto numérico, el de los niumeros enteros, que re-
presentamos con la letra Z.

Pero este nuevo conjunto de nimeros no nos sirve para representar situacio-

nes como andar /la mitad de un camino, que se representa mediante el nime-

1
ro —.

Por eso, se introduce un nuevo conjunto de nimeros, los numeros racionales,

que se representan con la letra Q. Ademas, este conjunto coincide con el con-

junto de los numeros decimales limitados o ilimitados y periddicos. Esto es asi

porque:

* Todo numero racional puede expresarse como un nimero decimal limitado o
un numero decimal ilimitado y periddico.

* Y al revés, todo numero decimal limitado y decimal ilimitado y peridédico tiene
una fraccion generatriz asociada.

Fijate en estos ejemplos:

. . . . a
Expresion decimal de un niumero racional —
b

El resto de la division a ~+ b El resto de la divisién a + b nunca es 0, por muchos decimales que extraigamos: nime-
es 0 después de extraer una ro decimal ilimitado y periédico.

o varias cifras decimales: nu-

mero decimal limitado.

s L

0,

30 4

20 0,75

El periodo comienza inmediatamente después
de la coma: numero decimal ilimitado perio-
dico puro.

16 11 17
50 1,4545... 50
60 20
60 2
5

6

2,833...

El periodo no comienza inmediatamen-
te después de la coma: nimero decimal
ilimitado periédico mixto.

1,4545. — 1,45 2,8333.. - 2,83

Fraccion generatriz de un niumero decimal

X = 1,45 X =2,83
100 x = 145,45 100x = 283,33
_x= 145 ~10x = 28,33
99x = 144 90x = 255
144 16 255 17
T 9 11 " 90 6



1.2. Los numeros irracionales

Hemos visto que el conjunto @ de los numeros racionales coincide con el de

los numeros decimales limitados o ilimitados y periédicos.

Q = [ntmeros racionales | = {nUmeros de0|malesll’|m.|tados
o ilimitados y periddicos

Observa ahora el siguiente nimero decimal:
0,101 001 000 100 001 000 001 000 0001...

Como puedes comprobar es un numero decimal ilimitado no periédico, por lo
tanto, no es un namero racional. Hemos obtenido un nuevo tipo de numero.

Decimos que este numero es irracional.

Un numero es irracional si es un numero decimal ilimitado no periédico.

El conjunto de numeros irracionales se designa con la letra Q’o I.

Numeros irracionales destacados

— Cualquier raiz cuadrada no entera.

V23,5 7 |8 .

— Elresultado de sumar, restar, multiplicar o dividir un numero irracional con
ndmeros racionales.

N SRR IR %

8

— El nimero nt = 3,141 592 653..., el cual no pudo demostrarse que era
irracional hasta el siglo XVIII.

Actividades

/%

Kl e cuaderno, relaciona con flechas cada nime- KX indica silos siguientes enunciados son ciertos.

ro de la izquierda con el término que le correspon- En caso de que no lo sean, escribe un ejemplo que
de de la derecha. lo contradiga.

entero a) Sirestamos dos numeros naturales, obtenemos

_1 .y un numero natural.

raciona o .
b) Si dividimos dos nimeros enteros, obtenemos

5 irracional un numero entero.
-56 natural c) Si restamos dos numeros racionales, obtene-

) mos un ndmero racional.

d) Si multiplicamos dos numeros irracionales, ob-

[ 2 Expresa cada enunciado con un nimero.

a) La tercera planta del s6tano.

tenemos un nimero irracional.

€) Los numeros naturales también son enteros.

b) He recorrido las tres cuartas partes del camino. f) Los nimeros enteros también son racionales.
c) El perimetro de una circunferencia cuyo radio g) Los nimeros racionales también son irracionales.
mide 3 cm.
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Comprobemos que la raiz cuadrada de 2 es irracional
¢El nimero V2 es irracional?

Comprobemos:

Supéngase que el nimero+2 no es irracional,V2 € Q. e | as conclusiones de que ay b son pares, contradice la

, . t laf ion i tibl ivalent 2.
« Entonces el nimerov2 es racional .\2 € O oma de la fraccion irreductible equivalente a V2

e Una vez comprobado que no existe la fraccion, sa-
* Por tanto, el nimero V2 es una fracciony2 =%, toma- bemos que el nimero 2 no es racional, debemos con-
remos a la fraccion irreductible. cluir que es irracional.

® ay b son primos entre si, m.c.m {a,b} = 1. . .
El método utilizado para demostrar, se conoce

o (V2F =(%)2; entonces: 2 = %2 como reduccién al absurdo, éste método inicia
al suponer que, lo que se demostrara es falso, la
* 2b2 = a2 entonces a2 es par pues 2b2 es par. tarea es encontrar una contradiccion durante el
proceso de la demostracion, si descubrimos la
® Sia2es par, entonces su raiz a también es par. contradiccién diremos categéricamente que lo que

se quiere probar es verdadero.
e Laforma de un nimero par es: a=2n, donden € Z .

* Por tanto: 2b2 = a2 = (2n)2 = 4n2. Los numeros irracionales se pueden representar grafi-
camente sobre una recta numérica de forma aproximada
e Concluimos que: b2 = 2n2; lo cual nos indica que b2 es Y de forma geométrica.
par, pues 2n? es par.

® | as conclusiones de que a y b son pares, contradice la
toma de la fraccion irreductible equivalente ay2.

e Una vez comprobado que no existe la fraccién, sabemos
que el nimero+2 no es racional, debemos concluir que es
irracional.
Representacion aproximada
Todo nimero irracional, por ejemplo ™=3,1415... , se puede representar graficamente sobre una recta numérica como
se observa a continuacion:
[ | L —HH———————
3 4 3 4 3 4
3<n<4 3,1<mt<3,2 3,14 <t < 3,15
Representacion geométrica

Algunos numeros irracionales pueden representarse sobre una recta numérica de manera exacta, por ejemplo los nu-
meros que son raices cuadradas de los naturales que no son cuadrados perfectos.

Representacion de \/E h
— Trazamos una recta y marcamos en ella los puntos 0, 1y 2. De esta manera tene- '
mos el origen y los dos numeros enteros entre los que se sitlua \/E 0 1 é
1<14.<2
— Levantamos sobre el punto 1 un segmento perpendicular de una unidad de lon-
gitud.
— Unimos el extremo superior de este segmento con el origen.
s Asi formamos un triangulo rectangulo cuyos catetos miden una unidad cada uno
: y cuya hipotenusa mide:
g h?=1241222 = h=+2 2a
S
ii_ — Trasladamos el segmento h sobre la recta con un compas. 0 1 } é
% Hemos representado exactamente sobre la recta el nimero \/E . V2
g

-
N



1.3. El conjunto de los niumeros reales

La necesidad de resolver numerosos problemas aritméticos, geométricos y de
la vida nos ha llevado a ampliar los conjuntos numéricos.

Hemos avanzado de los nimeros naturales a los enteros por la necesidad de
la resta, de los enteros a los racionales por la necesidad de la divisién, hemos
encontrado a los nimeros irracionales, al descubrir que existen decimales ili-
mitados no periddicos y que algunos de ellos son las raices no exactas o cier-
tos numeros particulares como mr.

Diremos en adelante que la unién del conjunto de los numeros racionales y del
conjunto de los numeros irracionales forma al conjunto de los niUmeros reales,
y se representa por R.

Naturales (N) R
I=0Q’

. Enteros(Z)
Racionales (Q) ,
Reales (R) Enteros negativos

Fraccionarios

Irracionales (= @°)

{ndmeros reales}={numeros racionales} U {numeros irracionales}
R=0QUI R=QuU

Los conjuntos de los numeros racionales y de los numeros irracionales son
disjuntos, es decir no existe ningin numero que pertenezca a los dos conjuntos,
por tanto un numero real o es racional o es irracional.

Los numeros reales establecen una relaciéon biunivoca con la recta numérica,
puesto que a cada numero real le corresponde un Unico punto en larectay a
cada punto de la recta le corresponde un Unico numero real, por ello se habla
de la recta real.

Ordenacion de los nimeros reales

Al conjunto de los numeros reales se le llama conjunto ordenado, puesto que
se puede determinar que entre dos reales diferentes uno es mayor que el otro,
al representarse en la recta, es posible ordenar siguiendo el mismo orden que
el establecido en el conjunto de los nimeros racionales.

Observa la representacion sobre una recta de los nUmeros reales /2 y 1,5.

Como 1,5 queda situado a la derecha de \/E | —H
concluimos que: 0 1 \/Eq

\/5 <15 s

Dados dos numeros reales a 'y b, diremos que b es mayor que a si al efec-
tuar su representacion grafica sobre la recta real, b queda situado a la
derecha de a.

CONTRAEJEMPLO

La raiz cuadrada de -1 no
es un numero real.

-1 =i;i pertenece a los
numeros complejos C que
estudiaras en cursos supe-
riores.
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1.4. Intervalos en los niumeros reales

El orden en los numeros reales nos permite hablar del conjunto de numeros reales com-
prendidos entre dos nimeros reales determinados.

Tomemos dos numeros reales, tales que el primero sea menor que el segundo, a, b €R,;
a < b, existe una infinidad de numeros reales en este intervalo, “x” tales que a < x < b, esos
numeros forman subconjuntos de los reales llamados intervalos.

Segun si se incluyen o no los extremos “a” y “b”, los intervalos se llaman: cerrado, abier-
to o semiabiertos.

El intervalo cerrado incluye a los extremos y a los reales entre los extremos, su notacion
por comprension es: [a, b]={x € R: a < x < b}.

El intervalo abierto incluye a los reales entre los extremos pero no a ellos: (a, b) = {x € R:
a < x < b}.

El intervalo semiabierto incluye a un extremo y a los reales entre los extremos:
Semiabierto por la derecha: [a, b) = {x € R: a = x < b}.

Semiabierto por la izquierda: (a, b] = {x € R: a < x = b}.

Intervalo cerrado Intervalo abierto Intervalo semiabierto

r'e 4 A PN P A o S

hd hd A d hd hd hd A d hd

a b a b a b a b

[a, b] (@ b) [a, b) (@ b]

Conjunto de nimeros reales | Conjunto de nimeros reales | Conjunto de nimeros reales Conjunto de nimeros reales
comprendidos entreay b, in- | comprendidos entreayb, sin | comprendidos entre a 'y b, in- comprendidos entreay b, in-
cluidos los extremos. incluir los extremos. cluido sélo el extremo a. cluido sélo el extremo b.

Observa que si el extremo esta incluido en el intervalo, lo representamos mediante un pequefio
circulo (@); si no esta incluido, lo representamos mediante una pequefa circunferencia (o).

Actividades @

¥ Completa la tabla en tu cuaderno. 5 ¢ Qué diferencia hay entre un intervalo cerrado y
uno abierto?

Representacion Intervalo E . . .
Escribe un intervalo abierto cuyo punto central sea
L. -3y cuyos extremos se hallen a una distancia de dos

[-2, 4] unidades de dicho punto.

N

—+—
2 0

. Representa los siguientes intervalos: [1, 2], (-1, 0),
LI A L L G [2, 3) y (-2, 3]. Determinalos por comprension.

E Representa los intervalos [-1, 3) y (2, 6). Colorea el
trozo de recta comun a ambos intervalos.

O—-
-9

— ¢Qué intervalo representa el trozo de recta coloreado?

4. 6) B Representa estos intervalos. Determinalos por
comprension.

a) (4, 5) c)[-2, -6] e) (-4, -1)
b) [2, 3] d) (-2, 0] f) (O, 2]



Las aproximaciones en los nimeros
reales

2.1. Aproximacion decimal de un namero real

La expresién decimal de un numero irracional, obtenido por calculo o por me-

dida, es siempre una aproximacion, puesto que no podemos trabajar con un FIJATE

numero infinito de decimales.

Aproximaciones

En la practica, operamos con aproximaciones decimales de los nimeros rea-

n=23,141592654...

les; es decir, con valores proximos al valor exacto que sean manejables. S
9 ©,
Las aproximaciones menores que el valor exacto reciben el nombre de aproxi- 53& &
. . . . . (©)

maciones por defecto y las aproximaciones mayores se denominan aproxima- g i
ciones por exceso.

3 4
Ordenes de aproximacion 3.1 32
Dado un numero real cualquiera, existen diferentes aproximaciones que nos per- 3,14 3,15
miten expresarlo. Segun el grado de precision requerido, tomaremos una u 3.141 3142
otra. ’ '

, . 3,1415 3,1416
Observa estos dos numeros reales aproximados: 2,7 y 2,70.
. , . o 3,14159 3,14160

Cuando se trabaja con numeros aproximados, 2,7 se distingue de 2,70, pues
no sabemos cudl es la cifra de las centésimas del primero, mientras que en el 3,141592 3,141593

segundo se tienen 0 centésimas.
Decimos que 2,7 tiene dos cifras significativas, mientras que 2,70 tiene tres.
2,7 2,70

dos cifras significativas tres cifras significativas

Para distinguir los 0 que son significativos de los que no lo son, estos ultimos
suelen indicarse como potencias de 10.

Asi:
20500 =2,05- 104
nos indica que el numero tiene tres cifras significativas (2, 0 y 5).

Observa el orden de la Ultima cifra significativa en las siguientes aproximaciones.

. ., Numero de cifras Orden de la ultima
Aproximacion S . C
significativas cifra significativa
0,023 dos milésima
240 - 102 tres centena
11,30 cuatro centésima

El orden de la ultima cifra significativa de un numero aproximado se dice que
es su orden de aproximacion.

Redondeo y truncamiento

Veamos ahora dos formas de tomar aproximaciones de numeros reales. Fijate
en los siguientes ejemplos de aproximaciones. Hemos sefialado, en cada
caso, la que esta mas préxima al valor real.

.@ 12,34
476238 _— 12,34657 7

T~ 4,763 “a @
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La aproximacién de un nime-
ro real por redondeo puede ser
por defecto o por exceso,
mientras que la aproximacion
por truncamiento siempre es
por defecto.

FIJATE

El valor absoluto de un nu-
mero real es el numero que
resulta de prescindir de su sig-
no.

|-3,14| = 3,14

| =

Al tomar 4,762 en vez de 4,762 38, hemos redondeado 4,762 38 hasta las mi-
|ésimas. Altomar 12,35 en vez de 12,346 57; hemos redondeado 12,346 57 has-
ta las centésimas.

Para redondear un numero hasta un cierto orden de aproximacién observa-
mos la primera cifra que debe suprimirse:

e Si es inferior a 5, las cifras anteriores se dejan igual.

e Si es mayor o igual que 5, se aumenta en una unidad la cifra anterior a la
primera que debe suprimirse.

Otras veces, para aproximar un numero real suprimimos las cifras decimales a
partir del orden de aproximacién dado. En tal caso, diremos que hemos efec-
tuado una aproximacion por truncamiento.

. Orden de Aproximacion por Aproximacion por
Numero . . .
aproximacion truncamiento redondeo
3,758 centésimas 3,75 3,76
8,545 décimas 8,5 8,5
2.2. Error

Cuando utilizamos aproximaciones de numeros reales en vez de su valor
exacto, cometemos un error.

Observa la diferencia entre el valor exacto y el aproximado en las aproximacio-
nes siguientes y el valor absoluto de esta diferencia.

Valor exacto -

Valor exacto Valor aproximado . Valor absoluto
Valor aproximado
16,539 789 16,539 0,000789 0,000789
0,006 543 0,0066 -0,000057 0,000057
7,054 36 7,06 -0,00564 0,005 64

Se denomina error absoluto de una aproximacion al valor absoluto de
la diferencia entre el valor exacto y el valor aproximado.

Error absoluto = [Valor exacto - Valor aproximado

Imagina la siguiente situacion:

Pesamos dos objetos A y B en una balanza y obtenemos las siguientes medi-
das: la masa del objeto A es de 50 g y de 2,5 kg del objeto B .

Después de efectuar la pesada, nos damos cuenta de que la balanza no esta-
ba equilibrada, sino que marcaba 10 g sin poner ningun objeto.

El error absoluto cometido en estas medidas ha sido el mismo. Sin embargo, esta
claro que tiene mas importancia afiadir 10 g a la masa del objeto A que a la del
objeto B. La masa real de A sera, pues, 40 gy 2 490 g la de B.

Para relacionar el error absoluto con el valor exacto de la medida, calculamos
el cociente entre el error absoluto y el valor exacto de la masa de cada uno de
los objetos.

10

bjeto A —=0,25
Objeto 40

10
' ——— = 0,004 02
Objeto B 5490



E? El cociente entre el error absoluto y el valor exacto se denomina error
relativo.

) Error absoluto
Errorrelatvo = ———

Valor exacto
El error relativo también puede expresarse en porcentaje.
0,25 -25%
0,004 02 - 0,402 %

Observa que el error relativo expresa el error cometido por unidad medida.

Cotas de error absoluto

No siempre es posible calcular el error cometido al tomar una aproximacion de
un numero. Por ejemplo, plantéate si puedes calcular el error absoluto cometi-
do al tomar 3,14 como aproximacion de .

Puesto que no conocemos el valor exacto de i, no es posible determinar el error
absoluto cometido, aunque si podemos hallar un valor mayor o igual que este error.

Puesto que |3,1415... - 3,14| = 0,0015... < 0,01, el error absoluto cometido al
tomar 3,14 siempre serd menor que una centésima.

Asi, diremos que 0,01 es una cota del error absoluto cometido al tomar 3,14 como
valor aproximado de .

Algo parecido ocurre cuando efectuamos una medida.

Si medimos un segmento con una regla graduada hasta los milimetros, ¢ crees
que esta medida es exacta? ;Cual sera, como maximo, el error absoluto co-
metido en la medicion?

Puesto que la cantidad mas pequefia que puede apreciar esta regla es 1 mm,
si realizas la medicion con cuidado y precision, el error maximo cometido sera
de 1 mm. Para indicar que la medida del segmento esta comprendida entre 4,5 cm
y 4,7 cm, escribiremos:

(4,6 £0,1) cm

E? Una cota de error absoluto es cualquier nUmero no menor que el error
absoluto.

Actividades

LAS TIC Y LA MATEMATICA

Instrumentos de medida
digitales

El pie de rey o calibrador se
emplea para medir longitudes
y didmetros, tanto interiores
como exteriores.

El cronémetro permite me-
dir tiempos muy pequefios con
precision. Algunos pueden
apreciar hasta las centésimas
de segundo.

La balanza de precision se
utiliza para medir pequenas
masas. Existen algunas capa-
ces de apreciar hasta el cien-
miligramo.

C
. 2
=)

IE Da una aproximacion por defecto de /17 con cinco
cifras decimales.

m Escribe un intervalo abierto que contenga a x. ;Qué
tipo de aproximacion a it son los extremos de intervalo?

/%

m Si 2,567 es una aproximacién por defecto del nu-
mero 2,567929, calcula los errores absoluto y relati-
vo cometidos al utilizar esta aproximacién. Expresa
el error relativo en porcentaje.

— Redondea & hasta las diezmilésimas.

— Trunca xt con cuatro cifras decimales.

Redondea hasta las centésimas los siguientes nu-
meros decimales: 2,3476; 0,005; 3,899; 15,762.

IE Aproxima hasta las milésimas, por redondeo y por

truncamiento, los siguientes numeros decimales:

6,345; 12,3987; 3,0056; 0,0001.

— Compara en cada caso los resultados obtenidos
por cada uno de los métodos.

—
~

Cita diferentes instrumentos de medida que se usen
en tu casa e indica situaciones en las que no es
conveniente su utilizacion.

Sin=_3,141592... y tomamos como aproximacién 3,1415,
¢cudl es una cota del error absoluto cometido?

Al pesar un objeto en una balanza obtenemos
4,6 kg. Si esta aproximacion tiene una cota de error
absoluto de 40 g, ¢entre qué valores estara com-
prendida la masa exacta del objeto?

—
N
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Operaciones con irracionales

En caso de que los numeros reales sean racionales, ya sabes efectuar opera-
ciones con ellos. Veamos ahora como operar con numeros reales cuando al
menos uno de ellos es irracional.

Vamos a calcular \/E + \/g

Dado que \/5 y \/E son numeros irracionales tienen infinitas cifras decimales
y es imposible manejarlas a todas, por tanto, es necesario tomar aproximacio-
nes de estos numeros, con lo cual las operaciones con numeros irracionales
se reducen a operaciones con numeros racionales. El resultado sera también una
aproximacion del nimero irracional que es su suma. Para indicar el resultado que
es una aproximacion es preferible utilizar el simbolo "

En el caso de la suma y de la resta, debe aproximarse a la misma cifra decimal,
para el ejemplo pediremos el resultado aproximado a milésimos, entonces:

J2 = 1414 213 ... = 14142 yJ3 = 1,732 050 ...~ 1,7321
J2+ y3=~14142+ 17321 = 3,146 3

J2 + 3 =~ 3,146

Fi JATE Observa que las aproximaciones tomadas para los sumandos se han realizado a
diezmilésimas (una aproximacion mas que el pedido para el resultado). Esto se
lo ha hecho para que el error cometido no afecte a la aproximacioén pedida.

El nUmero 13,42 tiene No debemos olvidar que un nimero irracional no es igual a su aproximacion
4 cifras significativas, y, por lo tanto, cada vez que utilizamos una aproximacién cometemos un error.

mientras que el 0,013

. Asi pues, todas las aproximaciones y el trabajo con ellas debe efectuarse con
tiene solamente 2.

mucho cuidado.

Si se usa una calculadora, se recomienda usar todas las cifras que provee la ma-
quina y aproximar el resultado al final.

En el caso de la multiplicacion, y de la divisiéon, a mas de la aproximacion hay
que observar el niumero de cifras significativas que tiene la aproximacion del
numero, pues el resultado no puede tener mas cifras significativas que el me-
nor numero de cifras significativas de cada uno de sus factores.

Multipliquemos /2 - /3 , utilicemos la aproximacién a centésimas en el pri-
mer numero y a milésimas del segundo numero, entonces:

J2-y3=141-1,732 = 2,442 12

Pero el resultado debe tener tres cifras significativas, puesto que el primer nu-
mero \/E . \/§ tuvo tres cifras significativas, entonces el resultado valido es:

J2 -3~ 2,44
En el caso de la division: y2 + /3 = 1,41 + 1,732 = 0,814 087 ...

El resultado con las tres cifras significativas es: 0,814.

Los ceros anteriores a la primera cifra diferente de cero no se consideran ci-
fras significativas.

Actividades G_

KB caicuia \/5 + \/E

IE Redondea /15 y /27 hasta las diezmilésimas. Calcula su suma, su resta, su pro-
ducto y su cociente.

m Sitomamos = 3,14 y \/E ~ 2,83, calcula r + ng i \/g




3.1. Propagacion del error

Al tomar una aproximacién de un numero real estamos cometiendo un error.
Veamos qué sucede con el error al operar con estas aproximaciones.

La operacion que vamos a efectuar es \/5 + \/5 .

Redondeamos +2 Yy +/3 hasta las diezmilésimas y calculamos su suma:

J2 =1,4142135 _ =~ 1,4142
J3 =1,7320508 .. =17321

J2 +43 =3,1463

Veamos si todas las cifras de este resultado son correctas. Para ello, observa es-
tas desigualdades:

14142<2 <1,4143 17320<+/3 <1,7321
1,414 241,732 0 <2 +/3 < 1,414 3+ 1,732 1
3,1462< 2 +3 <3,1464

El resultado de sumar \/E + \/g sera un numero comprendido entre 3,1462 y
3,1464. Por tanto, s6lo podemos aceptar tres de las cuatro cifras decimales

obtenidas inicialmente para \/5 + \/E:

5 346

Si queremos obtener una mayor aproximacioén del resultado, deberemos to-
mar mas cifras decimales en los sumandos iniciales.

Veamos ahora qué sucede con la multiplicacion. La operacion que vamos a efec-
tuares V5 ‘T .

Redondeamos \/E y «t hasta las milésimas, y efectuamos la multiplicacion:

J5 - =27236-3,142 = 7,025512

2,236 <45 £2,237 3,141 <t < 3,142
2,236-3,141< 5 -n £2,237 - 3,142
7,023276 < 5 -® <7,028 654

Solo podemos asegurar las dos primeras cifras decimales. Al igual que en la
suma, si queremos obtener una mayor aproximacion del resultado, deberemos
tomar mas cifras decimales en los factores iniciales.

m ¢ Cuantas cifras decimales deberias tomar en las actividades 24 y 25 para que
al multiplicar aseguraras cuatro cifras decimales?

Actividades

— Efectla la operacién correspondiente.

FIJATE

Observa la operacion siguiente y
como podemos resolverla de 3
maneras diferentes.

4352400
==

a) 435-2400 = 1044000
1044000 = 32 = 32625

b) 2400+:32=75
75 - 435 = 32625

c) 435:32=1359375~ 13,6
13,6 - 2400 = 32640

Fijate en que en el tercer caso el
error absoluto cometido es 15.

Esto es debido a que al multi-
plicar el resultado aproxima-
do de la divisién por 2400 he-
mos hecho el error 2400 veces
mayor.

-
©

Distribucion gratuita - Prohibida la venta



Distribucion gratuita - Prohibida la venta

N
o

FIJATE

La potencia 0°no esta
definida.

Potencias de base real y exponente
entero

La potencia cuya base es un numero real y su exponente es un nimero natu-
ral, abrevia al producto de esa base por si misma tantas veces como indica el
exponente, asi por ejemplo:

Tomeomwew o =at

La potencia de base un nimero real a y exponente un nimero natural
n es el producto del nUmero a por si mismo, n veces.

n veces
e
a’"=a-a-a-..-a

Para el caso en que se sefiale la primera potencia de un numero real, se toma
como valor a la propia base, asi, por ejemplo: n' = &

La potencia de base un nimero real a y exponente 1 es igual a a.
a'=a

Para el caso en que se sefiale la potencia de exponente cero de un niumero
real diferente de cero, su resultado es la unidad, asi, por ejemplo: ni°® = 1.

La potencia de base un numero real a diferente de 0 y exponente 0 es
igual a 1.
a®=1; a=0

Las potencias antes descritas se refieren a potencias de base un nimero real y
de exponente un nimero natural, que son justamente las potencias de base
un numero real y de exponente un numero entero positivo o cero. Pero, ¢ qué ocu-
rre si el exponente es un entero negativo?

Consideremos seguidamente el caso en que el exponente sea un nimero en-
tero negativo.

En caso de que la potencia de base un numero real de exponente un numero en-
tero negativo, la potencia es el inverso multiplicativo de otra potencia de igual
base pero con exponente opuesto al original, veamos:

La potencia de base un nimero real a, a = 0, y exponente un nimero entero
negativo -n es igual al inverso de la potencia de base el mismo nimero real y
exponente positivo.

an =

an

Las operaciones con potencias de base real y exponente entero tienen las mis-
mas propiedades que las de base racional y exponente natural. Obsérvalas



Multiplicacion de potencias de la misma base

7 veces
—~

(@-a-ara-a)-(@-a)=a-a-a-a-a-a-a=a’

a®-a?® <
aS+2=a7

Para multiplicar potencias de la misma base real y

exponentes numeros naturales, se deja la misma base
y se suman los exponentes.

am.gh=gmn

Potencia de un producto

@-b’=(@-b)-(@a-b) (@-b)=
=a-a-a-b-b-b=a%bs
Para elevar un producto de nimeros realesay b a

una potencia de exponente natural n se eleva cada uno
de los factores a dicha potencia.

(@-by=a"-b"

La potencia de base un numero real a, a = 0,
y exponente 0 es igual a 1.

a®=1,cona= 0

Divisién de potencias de la misma base
4 veces

a-a-a-a-a-a-a ——— 4
_— —g-rarara=a
a-a-a

a’+a’= <
a7-3- g4

Para dividir dos potencias de la misma basereala™y
a"siendo a # 0, my n nUmeros naturales y m > n, se deja
la misma base y se restan los exponentes.

am+a"=a™"cona#0ym=>n

Potencia de una potencia

a2 . a2 . aZ =a2+2+2 =a6

< 23— g6

Para elevar una potencia a otra potencia se deja la mis-
ma base y se multiplican los exponentes.

@?° =

Expresa:
a) n* - m%en forma de una sola potencia de base .

b) a’+ a* en forma de una sola potencia de base el nu-
mero real a.

ejemplon

c) (a3 - w2 como producto de potencias.

d) (a%3 en forma de potencia de base el nimero real a.

Aplicamos las propiedades de las operaciones con potencias.

1 né
a) m¢-né = 6 = = 6-4 = 2
4 4

by a+a*=a+ 14 —a’-g* =g’+4 = g
a

0 (a%-m2) "= ! __1 1.1

2 nt
(a% -m2) a6 -4 PO

—a%.

d) (@%) = at-¥ = g8

Actividades

m Transforma las siguientes potencias para que ten-
gan exponente positivo.

e
2=

m Expresa en forma de una sola potencia:

(323

b) 3°-33°+[(6-27"
c) [B+m)°+@+m?°

/%
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'\’/F = a ;donde

n es el indice del radical.
b es el radicando
aeslaraiz;sines

par entonces b = 0.

Radicales

Recuerda que el valor absoluto de un nimero real “a”, se denota por |a|, es el
mismo numero “a” cuando es positivo o cero, y es el opuesto de “a”, si es nega-
tivo. Geométricamente representa la distancia entre el niUmero real y el cero “0”.

Siat o Sia<o

| al -a | a| =-a
} } s 1 1
a a 0
Los radicales estan estrechamente relacionados con las potencias. En este apar-
tado veremos cdmo se relacionan y aprenderemos a trabajar con expresiones
en las que aparecen radicales o potencias de exponente racional.

5.1. Raiz enésima de un numero real

Para iniciar el estudio de cualquier raiz de un namero real, recordemos las
caracteristicas de la raiz cuadrada.

Sabemos que 5 elevado al cuadrado es 25, 52= 25, entonces la raiz cuadrada
de 25 esigualab, 25 =5-

Para ratificar el tratamiento de la raiz cuadrada diremos:

La raiz cuadrada de un numero real positivo b 0 0 es el numero real positi-
vo a si y solo si: a?= b. Se expresa:

/b - a

Sea el numero real atal que a®= b entonces:

Jr=dar=ta= {55550

Por tanto debemos concluir que:

Ja2s5

Si el radicando es negativo, no existe raiz cuadrada real, puesto que ningun
numero real elevado a la segunda potencia puede ser un numero real negati-
vo. Por ejemplo: (-25¢ R

Las raices de indice par se definen de forma parecida a las raices cuadradas.
Se concluye que no existe raiz real de indice par si el radicando es negativo.

5
-5

Por ejemplo, el numero 81 es el resultado de elevar a la cuarta potencia el nu-
mero 3. Asi el nUmero 3 es la raiz cuarta de 81, 81 = 3.

Las raices de indice impar se definen de forma parecida a las raices de indice
par, con la consideracion de que el radicando si puede ser negativo, en ese caso
la raiz también es negativa.

Por ejemplo, el numero 125 es el resultado de elevar al cubo el nimero 5. Asi
el nimero 5 es la raiz ctbica de 125, 3125 =5. Y el nimero -125 es el resulta-
do de elevar al cubo el nimero -5. Asi el nUmero -5 es la raiz clbica de

-125, 3[125= -5.



Signo de la raiz

Para averiguar cudl es el signo de la raiz, observaremos el signo del radicando
y la paridad del indice. Fijate en la siguiente tabla.

16 2
Raiz V343 =7 Y-343 = -7 =5
Paridad del indice Impar Impar Par
Signo del radicando + - +
Numero de raices Una (positiva) Una (negativa) Dos (positiva y negativa)

Podemos concluir:
* Si el indice es impar, la raiz tiene el mismo signo que el radicando.

 Si el indice es par y el radicando es positivo, existen dos raices que son dos
numeros reales opuestos.

 Si el indice es par y el radicando es negativo, no existe ninguna raiz real.

Expresiones radicales semejantes

Observa el resultado de la siguiente suma:

J5 +\5 +5 =35

El numero 3 es el coeficiente. En general, en una expresion de la forma a-{/b
se llama coeficiente al numero a que multiplica al radical.

Observa las expresiones siguientes: 3\/5, 2\/§, - \/E 12\/§. En todos los
casos tenemos un coeficiente que multiplica a un mismo radical.

Las expresiones radicales también reciben el nombre de radicales.

Dos expresiones radicales de la forma a{/b yc{b son semejantes si
tienen el mismo indice y el mismo radicando.

Par

No existe en R.

L

Actividades /.
m Sefala en cudles de las fracciones siguientes el nu- E Indica el signo de las raices de estos nimeros rea-
merador y el denominador son cuadrados per- les y efectualas si es posible.
ectos N A
125 9 99 16 111 169 B e e
4 16 35 25 38 81 i/_ 111 4{/_ 625 \/1052 5l
’ 1 '\ 4208 \2
— Escribe las raices cuadradas de todas las frac- 333 8 08
ciones.

m Agrupa las expresiones radicales semejantes.

— Clasifica las raices obtenidas en nimeros racio-
nales y nimeros irracionales.

432 ;- 25,65 ;743;-6%2
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5.2. Operaciones con radicales

Podemos multiplicar, dividir, elevar a una potencia o extraer la raiz de cual-
quier radical. Sin embargo, para sumar o restar dos radicales, éstos deben ser

semejantes.

Observa en la tabla siguiente como efectuar las operaciones.

Suma y resta de radicales

La suma o resta de radicales semejantes es otro radical semejante a los dados, cuyo coeficiente es igual a la suma o

resta de los coeficientes de los radicales sumandos.

ayb +cQ/>:(a+c){'/E

Por ejemplo:

2 432 42 +82 = (1+3-4+8)2 =62
75 —6y3 +85 —33 —4/3 = (7+8)\6 +(-6-3-4)3 =155 — 133

Multiplicacion de radicales

El producto de radicales del mismo indice es igual
a otro radical con igual indice cuyos coeficiente y
radicando son iguales, respectivamente, a los pro-
ductos de los coeficientes y los radicandos de los fac-
tores.

a”b-cﬁ/g:a-c\”/b-d

Por ejemplo:

o s o [Tg _ia [B
4 4 4

Potencia de un radical
La potencia de un radical es igual a otro radical cu-

yos coeficiente y radicando estan elevados a dicha
potencia.

(aQ/b_)m = gm nlbm
Por ejemplo:

(247 ) =25 (J7)° =25 75

Divisién de radicales

El cociente de dos radicales del mismo indice es igual a otro
radical con igual indice cuyos coeficiente y radicando son
iguales, respectivamente, al cociente de los coeficientes y los ra-
dicandos de los radicales dividendo y divisor.

aQ/Eza b

—_—n|—

CQ/J C d

/3

Raiz de un radical

Por ejemplo:

N

La raiz de un radical es otro radical cuyo radicando es el
mismo y cuyo indice es el producto de los indices de las rai-

Por ejemplo:

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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Calcula:

a)12\J7 -87 + 97

a) 127 — 8.7 + 97 =

) 6.5 65 c)
85

ejemplo 4
o

= (12-8+9)J7 =137

65 -6y5 66 9 c)
b = e 3 _ 23 _ 6
) " 5 5 2\/5 J348 =248 =948

Operaciones combinadas

También podemos encontrar series de operaciones combinadas en las que apa-
rezcan radicales. Para resolverlas tendremos en cuenta el orden de prioridad
de las operaciones que ya conoces.



ejemplo K
Calcula:
a)\2 3-445) b)@+32)-(5-2) 0@+3) d)6+2) 6-2)
a)JE(s-4J§)T=3 2 42 -5 =32 -4.10
Aplicamos la propiedad distributiva.
b)(2+3y2)-(5-+2)=2(5-12)+3y2 (5-y2)=2-5-22 +3:5{2 -32 {2 =
=1o—2\/2_+15\/2_—?=4+13\/2_

Agrupamos términos semejantes.

0)(2+4/3) =(2+3)-(2+3)=2(2+3)+3 (2+3)=4+23 +23 +3 3 =

=4+43 +3=7+43

d)(B++2) (6-12)=6(6-2)+2 (6-+2)=36-62 +642 -2 /2 =36-2=234

Observa que el ultimo resultado no tiene radicales. Esto se debe a que es el producto de la suma de dos ndmeros
por su diferencia, que da como resultado la diferencia de los cuadrados: (a + b) (@ - b) = a2 — b2. Y esto, en el caso
de una raiz cuadrada, conlleva la eliminacién de la raiz. También se podia haber resuelto de esta manera:

(6++2)-(6-+2) = 62 _(\/2,)2 —36-2=34

FIJATE

La expresion conjugada de

Asi, b es la expresidon conjugada de — /b VY, reciprocamente,
i, Ja + b xpresi jug Ja —b y, recip oo oo Az b
Ja — /b eslaexpresion conjugada de [z + /b

Al multiplicar dos expresiones conjugadas desaparecen las raices cuadradas
que pudieran existir.
(Ja’+£).(f_£):

Actividades &

Decimos que una suma de radicales y su diferencia son expresiones conjugadas.

Efectua: 30 Calcula:
a)-27 +5 7—87+37—5\/7_+7\/7_ e (2 )
P J /625 (\/E) [ 7] 16
__2 7 -
3( " 6\/7 Bl Efectua:
0511 — 317 — 411 — 911 + 817 a)(2+\/7).\/§ C)\/?.(gh/z’)

Eﬂ Expresa como la raiz de un cociente:

' b) V11 -(J11 + 3 A5 -(3+5
J24  Ja 144 12a = | | | |
\/E \/5 T ; \/Q Calcula:

E Di si son ciertas o falsas las siguientes igualdades. el (11+ \/27) C)(‘/ﬁ_ \/F)(\/ﬁ+ ‘/F)
a\B-a =2 Ja d)93° = go3 b)(f—ﬁ) d)(7-21)-(7+21)
Lz\ﬁ e) \/87 -3 E Escribe la expresion conjugada de cada una de estas
\/7 3 expresiones.

981 =3 {27 = 3-\27 18 =242 2+43; 3-542; 1-42; J3a-5

— Multiplica cada expresion por su conjugada.
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Para extraer factores de unra-
dical:

— Descomponemos en facto-
res el radicando.

— Si hay un factor cuyo expo-
nente es mayor o igual que el
indice de la raiz, dividimos di-
cho exponente entre el indi-
ce de la raiz.

— El cociente de esta division
sera el exponente del factor
fuera del radical.

— El resto de la division sera
el exponente del factor den-
tro del radical.

Actividades

5.3. Extraccion e introduccion de factores de un radical
En determinados calculos, es conveniente extraer factores de un radical. Para

ello, es necesario que el exponente del factor sea mayor o igual que el indice
del radical. Veamos en los siguientes ejemplos cémo se procede.

3/5723/53. 23/57.3/725.%
\/572 /52 .52 .52 . z\/57.\/57.\/57-\/7=5-5~5~ 5 =53'\/§
376 .55 23/77.3/5723/73.73 .§/53.52 23/77.3/77.\%/57.352 —

=7-7-5-352 =72.5-§52

Podemos extraer un factor de un radical si su exponente es igual al indice de
la raiz y lo escribimos como factor del radical elevado a la unidad.

{Ja"-b = a~{’/E

Siempre que sea posible extraeremos los factores de un radical para simplifi-
car el radicando. Observa este ejemplo.

ejemplo 4

Extrae todos los factores posibles de los radicales.

a) 4/500 by |12

45

a) Puesto que 500 = 22 - 53, se tiene que:

J500 = 2255 =2.5.\/6 =10-\/5

b) Del mismo modo podemos calcular 512 .
\ 45

\/512 :\/ 29 Jo o 2a 2 04 |2

32.5 [32.5 35 "3 \5

45 - -

De la misma manera que hemos extraido factores de un radical, también po-
demos introducir factores en él. Observa el procedimiento:

32 .53 ,a4.\/—=\/32-2 532 .g42.p 2\/34 .56 .g8.h

32 .53 . g4 \O’/E - §/32‘3 533 .43 .p = 1\3/36 .59 .g12.p
Para introducir un factor en un radical se eleva dicho factor al indice del radical.

JE

m Extrae todos los factores que puedas de los si- EE Introduce en los radicales los factores que estan

guientes radicales.

a) 32 - /5% a2b*
b) 3/7 10 po

fuera de ellos.
- 12427 a’
©) a a)ﬁ.\/; C)%~b~ 33 p3

3
98 |2
5 \ o b)-7-11 - \2a d)az -b-¥3b



5.4. Potencias de base real y exponente racional

Hasta ahora hemos considerado Unicamente potencias de exponente natural
o entero. Veremos ahora que el exponente de una potencia también puede ser
un numero racional.

Las potencias de exponente racional se definen mediante radicales del modo si-
guiente.
La potencia de base un niumero real a y de exponente un nimero racional

m . 2 S .
— se define como la raiz de indice n y radicando a™.
n
- n[am

Asi, observamos que los radicales pueden expresarse como potencias de ex-
ponente racional y viceversa. En los siguientes ejemplos aprenderemos cémo
se transforman mutuamente unos en otros.

m

an

ejemplo [ ejemplo [4
Expresa como potencias de exponente racional. Expresa en forma de radical.
2 2
3 1 3
a) /-2 b)*® [?J a)1244 b) (—%J
Aplicamos la definicién. Aplicamos la definicién.
1
a)3-12 = (-12)% 1244 = 4124
4 4
5
ol 2] =2 1 1
5 5 25
Las potencias de exponente racional se definen de manera que las propieda-
des de las potencias de exponente entero contintien siendo validas. Asi, para
operar con potencias de exponente racional, aplicaremos las propiedades que
se recogen al margen. Fijate en el ejemplo siguiente.
ejemplo
Calcula:
1 3 3
a@+a)-(2+a)s -(2+a)2 ¢)(-9-a-b2)1 MUCHO OJom

) (4+2J§)% +(4+2\/73)%

T 2
? [7]

Aplicamos las propiedades de las operaciones con potencias.

19

3)(2+a)’ '(2+a)% -(2+a)% = (2+a)3+%+% =(2+a)+
R e e e I e i
0(-9-a-b? )1i =(—9)%-a131 b 131 =( 9)11 a131 .b%

15

)

Propiedades de las opera-
ciones con potencias de
exponente entero

e Multiplicacion de potencias
de la misma base

am.gn=gm+n

¢ Division de potencias de la
misma base

am+a"=a""(@x>0)
¢ Potencia de un producto
@a-bf=a"b
¢ Potencia de una potencia

(am)ﬁ - am-n
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Una potencia de base real y
exponente entero negativo es
igual al inverso de la potencia
de la misma base con expo-
nente positivo.

a" =

an

FIJATE

La potenciacion y la radicacion
SON operaciones inversas.

a2 =a

Lo cual puede demostrarse apli-
cando las propiedades de las
operaciones con potencias de
exponente racional.

Las potencias de exponente racional y negativo pueden transformarse en
potencias de exponente positivo, como en el caso de potencias de exponente
entero. Para ello, tendremos en cuenta que una potencia de exponente negati-
vo es igual al inverso de la potencia de la misma base con exponente positivo.

_m 1
a n =

m
an
Fijate en como expresamos con exponente positivo estas potencias:

El siguiente cuadro recoge las propiedades de las operaciones con potencias de
base real y exponente racional, a las cuales se afiade esta Ultima, relativa a las
potencias de exponente negativo.

Potencias de base real y exponente racional

m £ m, e
an aqa =agn q
m P m

@@a-b)jn =an -bn
_m 1
a n =
m
an
LAS TIC Y LA MATEMATICA

Las teclas para el calculo de raices suelen ser:
Para el calculo de la raiz cuadrada.

Para el calculo de la raiz clbica.
Para el calculo de cualquier raiz de indice x.

Asi, para caloular a4 efectuamos: [Tl [ I8 I 1D
parscacuar 25 ;[ EHEDIEN 1D

Y, para calcular 3245 [ Bl BRI B | 2 1943679/
§/346 ;3f64 ; 1250 ; §l654

C2. Utiliza la calculadora para hallar:

B 5 L 2

C1. Halla con tu calculadora:



La transformacion de raices en potencias puede ser muy Util a la hora de efec-
tuar operaciones con radicales. Estas pueden resolverse por los procedimientos ya
vistos al estudiar las operaciones con radicales o bien, transformando los radica-
les en potencias de exponente racional y aplicando las propiedades de éstas.

Comprobemos estas dos formas de proceder en el siguiente ejemplo.

Resuelve:
B2 2 4

Primera resolucién

Aplicamos las propiedades de las operaciones con radi-
cales.

Agrupamos radicales semejantes.

WA

2 . 4/g4 | —
32 .45 Q/QT
_gi.g .15
2 2
Actividades

ejemplo [:]

Segunda resolucion

Aplicamos las propiedades de las operaciones con po-
tencias.

-1 5 -1 -3 -2

1

37 .0

5 = 2z =
4 5 5 .54 =

2

| w

?3 .32 .54 .52 .25 .25 =
Agrupamos potencias de la misma base.
3 1 5 1 3 2
=32 2 .54 4 .25 5 =
—3 .51 = 12
2

m Expresa como potencias de exponente racional:
99 ; /365 ; /44 ; /75 ; /3 ; /18 ; /243

Expresa en forma de raiz. A continuacion, di cuéles
son semejantes.

N R A
32 ;122 ;1752 ;272 ; 252

m Expresa como potencias de exponente racional:
1858534 ;4593 5 418 ;94 5316

m Expresa en forma de radical. A continuacion, di cua-
les son semejantes.
1

11 R R | a1 il
(-3)3 ;45 ;(-7)3 ;96 ;254 ;4-96 ;2-(-3)3

y
f puede expresarse en forma de
1

potencia de exponente negativo como 2 3 .

m El nimero

Expresa de la misma forma:
i1 1 2 -2

m Di cudles de las siguientes igualdades son ciertas y

cuales no.

(3+2\/7)7%——1 .
(—3+2ﬁ)

o 1
b)(25-a-b®)* = -
(25-a-b%) 4
2 2
oca-ar? <[ie-od]
=1 .4
d)a4 as —g4 3

m Expresa en forma de una sola potencia:
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¢ Por qué se racionaliza el de-
nominador de una fraccién y no
el numerador?

Para entenderlo recuerda que
el denominador representa el
numero de partes en que se di-
vide una cantidad (el numera-
dor). Esta interpretacion solo
tiene sentido si el denominador
es racional.

Asi, £ es la mitad de \/5 ,
2

pero ;qué parte de la uni-

dad representa 2

J2

MUCHO 0JO ||

Para racionalizar el denomi-

nador de una expresion:

— Sies de lafoma avb
multiplicamos el numerador
y el denominador por \Jb .

— Si es de la forma g5/pm

con n > m, multiplicamos el
numerador y el denomina-

dor por §/b-m .

— Siesdelaforma a+ \/E
0 \Ja b, multiplica-
mos el numerador y el de-
nominador por la expresion
conjugada correspondiente.

5.5. Racionalizacion

Al dividir un numero real entre otro niumero real pueden aparecer expresiones
en cuyo denominador haya algun radical:
V3

2 5

g ¢ s -2
Cuando nos encontramos con una expresion de este tipo, se acostumbra a bus-
car otra equivalente en cuyo denominador no aparezcan radicales; es decir, se

racionaliza el denominador.

Racionalizar el denominador de una expresion consiste en hallar otra
expresion equivalente sin radicales en el denominador.

Para racionalizar multiplicamos el numerador y el denominador por una misma
expresion de forma que desaparezca el radical del denominador.

Aprendamos con un ejemplo cémo hacerlo.

ejemplo [
Racionaliza:
2 b5 G
7 A -z

a) Multiplicamos numerador y denominador por \/7

2 2.1 2.1
NN N
b) Eliminaremos la raiz del denominador multiplicando por un radical del mismo indice,
de modo que se obtenga una potencia de exponente igual a este indice.
5 _ 5. 352 _ 5. 352 =§/57
R

c) Multiplicamos por la expresion conjugada del denominador.

5 BB B (BEE) (]
V-2 ({5 -\2)(V5 +\2) i

a)

5-2 3

Actividades

m Racionaliza estas expresiones.

a)L C);
J8 5+42
g% 25
7 2

—17
2317
m Efectla las siguientes sumas de expresiones fraccionarias. Previamente de-
bes racionalizar cada uno de los sumandos.
1 3 3 2

1 ez NI

9
TN
f)

a)



Ecuaciones de primer grado con dos
incognitas

Ahora, ampliaremos el estudio de las ecuaciones: trataremos las de primer
grado con dos incognitas.

Observa cémo procedemos para traducir la siguiente frase al lenguaje al-
gebraico:

El triple de un niumero mds otro numero es igual a 5.

Escogemos las letras con las que represen- = para el primer niimero
taremos las incégnitas. i
y para el segundo numero

Traducimos al lenguaje algebraico la primera = El triple del primer nimero:
parte del enunciado.

3x
Traducimos al lenguaje algebraico la segunda = El segundo numero:
parte del enunciado.

y

Escribimos la ecuacion correspondiente al 3x+y=5
enunciado completo.

En la ecuacion obtenida, 3x + y = 5, aparecen dos incognitas (x e y) con ex-
ponente 1. Es una ecuacion de primer grado con dos incdgnitas.

Una ecuacion es de primer grado con dos incognitas si, una vez efec-
tuadas las operaciones y reducidos sus términos semejantes, aparecen
dos incégnitas cuyo maximo exponente es 1.

Veamos si la ecuacion anterior, 3x + y = 5, se cumple al dar diferentes valo-
resaxey.

Primer miembro  Segundo miembro  ; Se cumple la

(3x) ) igualdad?
-1 8 -3 8 Si
2 4 6 4 No

Observamos que la igualdad so6lo se verifica para algunos pares de valores
dexey.

Una solucién de la ecuacion es cada par de valores numéricos de las in-
cognitas que hacen cierta la igualdad.

Asi, el par de valores x = -1, y = 8 es una solucién de la ecuacién anterior.

Actividades @_

m Redacta un enunciado que pueda expresarse algebraicamente mediante una
ecuacioén de primer grado con dos incognitas.

— Escribe la ecuacién que corresponde al enunciado.

MUCHO 0Jo | [}

Una ecuacion es una igual-
dad entre dos expresiones
algebraicas.

Segun los valores de las in-
cégnitas, la igualdad pue-
de cumplirse o puede no
cumplirse.

Distribucion gratuita - Prohibida la venta

()
-



Distribucion gratuita - Prohibida la venta

W
N

Resolucion

Para hallar soluciones de una ecuacioén de primer grado con dos incégni-
tas procederemos del siguiente modo:

Procedimiento Ejemplo FIJATE

Para cada valor arbitrario de

Despejamos una de las incognitas, por | Para ello, transponemos el primer tér-
X podemos obtener un va-

ejemplo la y. mino.

lor de y.
y=5-3x
Como x puede tomar cual-
quier valor, una ecuacién de
) . X y=5-3x : .

Asignamos valores cualesquiera a la ’ P primer grado con dos in-
otra incognita, x, para calcular, a con- - -3(-2)= ::ogmtas e Tl o
tinuacion, los correspondientes a -1 5-3(-1)=8 uciones.
lay. 0 5-3-0=
De este modo, podemos construir una 1 5-31=2
tabla de soluciones. 2 5_3.2 - _1

Observamos que los pares de valores x = -2,y =11;x=-1,y=8;x=0,y = 5;
x=1,y=2;x=2,y=-1son soluciones de la ecuacion.

y

1
Representacion grafica de las soluciones \ 1@

9
Las soluciones de una ecuacion de primer grado con dos in- 8
cognitas pueden representarse graficamente en un sistema de }
coordenadas cartesianas. Para ello, asignamos a cada par 5
de valores x e y que sean solucién de la ecuacion el punto 1\
del plano que tiene estos valores por coordenadas: (X, y). ;
Si pudiéramos obtener todas las soluciones de la ecua- T\
cion 3x + y = 5y las representaramos graficamente, ob- 987 -6 -5 -4 32 -1_{0 4 7 1
tendriamos la recta de la figura de la derecha. -2 \

=3
Fijate en que la representacioén grafica de las soluciones -4
de una ecuacion de primer grado con dos incégnitas es una 5 \
recta. -6

Actividades O_

B Traduce al lenguaje algebraico el siguiente enun- En la grafica siguiente hemos representado las

ciado. soluciones de la ecuacion 3y = 2x + 5.
«La suma del doble de un nimero mas otro nimero y =
esigual a 4.» 5
4 A
— Haz una tabla con cinco soluciones de la ecua- s d
cion obtenida. A continuacion, represéntalas. LA
o . I
Representa graficamente las soluciones de estas
ecuaciones. 87 -6-5473-2 10 4 78 X
Pl 5
4 =
a)2y =3x+4 b)2x+1)=y+3 s
S 4
EB Encuentra las soluciones de la siguiente ecua- d N
cion 3x - 2(y - 3) = 5 para estos valores. Copia el plano, sefiala tres puntos de la recta y com-
1 prueba que sus coordenadas correspondan a
y=-1,y=—3,y=2 soluciones de la ecuacion.



Sistemas de ecuaciones

Puede darse el caso de que dos ecuaciones deban cumplirse al mismo tiem-
po. Lee el siguiente enunciado:

La suma de dos numeros es igual a 5. Ademas, al restar 4 al doble del pri-
mer numero, obtenemos el segundo.

Nos hacen falta dos ecuaciones para traducirlo al lenguaje algebraico.

El doble del primero

menos 4 es igual al se-
2x-4=y <—— gundo.

La suma de dos ni- ——» X+y =95
meros es igual a 5.

Estas dos ecuaciones que deben cumplirse a la vez constituyen un siste-
ma de ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones que de-
ben verificarse simultaneamente.

Un sistema de ecuaciones se escribe agrupando las ecuaciones que lo for-
man con una llave.
X+y=5

2x-4=y

Acabamos de ver que una ecuacién de primer grado con dos incégnitas
tiene infinitas soluciones, pero debemos determinar cuantos valores de las
incégnitas verifican simultdneamente las dos ecuaciones.

Cada par de valores x e y que verifica simultaneamente todas las ecuaciones
de un sistema es una solucién del sistema.

Del mismo modo que dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen las
mismas soluciones, dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tie-
nen las mismas soluciones.

Asi, los sistemas de ecuaciones:
2x-y =6 5x+2y =24

3x+3y =18 11x+5y =54

son equivalentes puesto que tienen las mismas soluciones.

Actividades ﬁ_

m Expresa, en tu cuaderno, el siguiente enunciado mediante un sistema de
ecuaciones: «La edad de un hijo es cuatro veces menor que la de su pa-
dre y hace seis afios era siete veces menor».

m Comprueba si el par de valores (-7, -5) es una solucion del siguiente sis-
tema de ecuaciones.

3x-4y =7
7x+8y =-105
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7.1. Resolucion grafica

Resolver un sistema de ecuaciones consiste en encontrar los valores de
las incognitas que verifiquen a la vez todas las ecuaciones.

La resolucién grafica de un sistema de ecuaciones de primer grado con
dos incégnitas consiste en representar las rectas correspondientes a las
soluciones de cada una de las ecuaciones del sistema. Los puntos comu-
nes a ambas rectas nos proporcionaran las soluciones del sistema.

Sepamos ahora cémo resolver graficamente el sistema planteado en la pa-

gina anterior.

Halla graficamente la solucion del siguiente sistema.
X+y=5
2x-4=y

— En primer lugar, despejamos y en la primera ecua-
cién. En la segunda ecuacion no es necesario ha-

cerlo.
y=5-x
y=2x-4

— Construimos una tabla de soluciones de cada ecua-
cioén asignando valores arbitrarios a x y calculando

los correspondientes a la y.

Primera ecuacion Segunda ecuacion

y=5-x y=2x-4
-3 5-(-3)=8 -2 2-(-2)-4=-8
-1 5-(-1)=6 0 2-0-4=-4
1 5-1=4 1 2-1-4=-2
3 5-3=2 4 2-4-4=4

— Representamos graficamente las soluciones de cada
una de las ecuaciones en un sistema de coorde-
nadas cartesianas.

Actividades

ejemplo )

4o«
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— Las dos rectas se cortan en el punto (3, 2), por lo que
x =3,y =2 es la solucion del sistema.

— Comprobamos el resultado obtenido. Para ello, sus-
tituimos los valores encontrados en las dos ecua-
ciones y verificamos que se cumplen.

Primera ecuacion Segunda ecuacion

X+y=5 2x-4=y
3+2=5 2.3-4=2
5=5 2=2

Lk

B] Representa graficamente las soluciones de las
ecuaciones de los siguientes sistemas.

x+2y =11

a)2x -3y =1
X-2y=2

m2x+3y=1?

— Escribe la solucion de cada sistema y com-
pruébalas.

E Resuelve graficamente estos sistemas.

a) 2x—y=0}

b) 3x+2y =18
X+3y =7

-2x -6y =-12

— Comprueba las soluciones.

— ¢Se trata de dos sistemas equivalentes?



7.2. Métodos algebraicos
Laresolucién grafica de sistemas puede ser imprecisa en caso de que las so-
luciones no sean numeros enteros.

Asi, para resolver sistemas, se utilizan habitualmente los denominados mé-
todos algebraicos: método de sustitucion, método de igualacion y método
de reduccion.

Método de sustitucion

Para resolver un sistema de ecuaciones por el método de sustitucion, en
primer lugar despejamos una de las incdgnitas en una de las ecuaciones y
sustituimos la expresién obtenida en la otra ecuacion.

Veamos el proceso de resolucion de un sistema por este método.

e . 3x-2y =-11
Procedimiento Ejemplo :
2x -5y =-11
Despejamos x en la primera ecuacion. -11+2y
X [ ——
3
Sustituimos la x de la segunda ecua- o -11+2y 5y - 11
cién por la expresiéon obtenida. oy =-
Resolvemos la ecuacion resultante, 224+4y
que es una ecuacién de primer gra- — 5 Sy =-11
do con una incégnita.
22 +4
3(;}’ - 5y] - 3(-11)

22+4y-15y = -33
4y -15y = -33+22

-1y =-11
y =1
Sustituimos el valor de y hallado en A1+2y  —11+2-1
la expresién donde aparece despe- X = 3 = 3 =
jada x.
_M+2 9 g

3 3

Escribimos la solucién del sistema. =-3,y=

Actividades ﬁ_

E Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion.
a) 5x -8y =-13 b) 5x-y=-3
2x -3y =-4 2x+y=0

m Resuelve este sistema por el método de sustitucién y por el método grafi-
co. Comprueba que obtienes la misma solucion.

2y -3x =7
y-2x=2

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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Método de igualacion

Este método consiste en despejar la misma incégnita en las dos ecuacio-
nes e igualar las expresiones obtenidas.

Observa el procedimiento que seguimos para resolver un sistema por el
meétodo de igualacion.

. . 3x-2y =-11
Procedimiento Ejemplo :
2x -5y =-11
Despejamos x en las dos ecuaciones. 3x-2y = 11 x = -11+2y
3
-11+5
2x—5y=—11=>x=;y
2
Igualamos las expresiones obtenidas. ~11+2y  -11+5y
3 2
Resolvemos la ecuacion resultante, -11+2y -11+5y
que es una ecuacién de primer gra- 6 = >
do con una incognita.

2(-11+2y)=3(-11+5y)
-22+4y =-33+15y
4y -15y = -33+ 22

-11y = -11
y=1
Sustituimos el valor de y hallado en X - -11+2y  —11+2-1
cualquiera de las dos expresiones en B 3 B 3 B
que aparece despejada x. 11+2 -9
= =—=-3
3 3
Escribimos la solucion del sistema. x=-3,y=1

Actividades ﬁ_

m Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacion.

a y-x=3 b) 2y -3x =6
2y +3x =16 y+x=28

E3 Soluciona este sistema graficamente y por el método de igualacién. Com-
prueba que obtienes el mismo resultado.

2x -3y =1
xX+2y =11

Resuelve el siguiente sistema por el método de igualacién y por el método
de sustitucion.

2x+2y =8
3x+2y =11



Método de reduccion

Para resolver un sistema de ecuaciones por el método de reduccién, multi-
plicaremos cada ecuacion por el nimero adecuado y asi, al sumar las dos
ecuaciones resultantes, obtendremos una ecuacioén con una sola incognita.

Fijate en el proceso de resolucién de un sistema por el método de reduccion.

o . 3x -2y =-11
Procedimiento Ejemplo :

2x -5y =-11

Multiplicamos la primera ecuacion por

2 y la segunda ecuacion por -3. De 3x -2y = -11—256x -4y = -22
este modo, los coeficientes de la x
en las dos ecuaciones seran nume-
ros opuestos.

2x -5y =-11—3Ls_6x+15y = 33

Sumamos miembro a miembro las dos 6x -4y =-22
ecuaciones y despejamos la y. -6x+15y =33
My =11=y=1

Para hallar el valor de x podemos sus-
tituir en cualquiera de las ecuaciones
iniciales el valor de y hallado y, a con-

tinuacion, despejar x. 3x-2y =-11—515x - 10y = -55

También podemos hallar el valor de x 2x -5y =-11—2 s _4x +10y = 22
utilizando de nuevo el mismo méto-

do para eliminar las y. Para ello, mul-

tiplicamos la primera ecuacién por 5y

la segunda por -2.

Sumamos miembro a miembro las dos 15x -10y = -55
ecuaciones y despejamos la x. _4x+10y = 22

11x =-383=x=-3
Escribimos la solucién del sistema. x=-3,y=1

Actividades G_

m Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccion.

a) x+y=4 b) x -4y =2
2x+4y =10 2x-5y =7

E Soluciona el siguiente sistema graficamente a través del método de re-
duccién. Comprueba que obtienes el mismo resultado.

2x+2y =6
3x+4y =12

37



7.3. Tipos de sistemas

Ya hemos visto que las soluciones de un sistema de ecuaciones de primer
grado con dos incognitas estan determinadas por los puntos que tengan
en comun las rectas obtenidas al representar graficamente las soluciones de

cada ecuacion.

Segun las soluciones, los sistemas se clasifican en: compatibles determi-
nados, compatibles indeterminados e incompatibles.

Veamos, a continuacién, un ejemplo de cada uno de estos casos.

Sistema compatible Sistema compatible Sistema
determinado indeterminado incompatible
3x+y =6 2x-y=3 y-5x=2
2x-y =4 2xX+y=-3 2y -10x = -6
X y \/ \J/
a I ot/ |
I\ aniy
] J/ il
i\ ; ;
II dl
7 4 -1.19 4 7 -7 - 4 -1.4o 4 7 7 -2 - 4 7 X
M \ 21/ Al
" o 5
v \ / I
A /e |
; ° [
\ /
. Las dos rectas son coincidentes: Las d ) it
Las dos’ rectas son secant?s. tie- tienen todos los puntos comunes. as dos rejc as so.n mf interseca-
nen un unico punto encomin. Las | Todas las soluciones de unaecua- | Ples: no tienen ningun punto en
dos rectas se cortan en el punto cioén lo son también de la otra. To- comun.
(2, 0): el sistema tiene una dnica d_os los pares ord_e’nados que sa- El sistema no tiene solucién.
solucion, el par de valores for- tisfacen la ecuacion son solucio-
mado porx=2ey =0. nes. El sistema tiene infinitas so-
luciones.
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Actividades @_

m Resuelve, por el método que prefieras, los sistemas de ecuaciones del
cuadro anterior. Comprueba que la solucién algebraica coincide con la so-
lucién grafica.

m Soluciona algebraicamente estos sistemas y clasificalos en compatibles de-
terminados, compatibles indeterminados o incompatibles.

a)2x-y=2 C) xX+y=2
3x+y =8 3x+3y =-6

b) 2x+y =-3 d2x+y=6
X-y=-3 2xX+y =-2

FIJATE

Si al resolver un sistema ob-
tenemos:

*0x =00 bien 0y =0, sig-
nifica que cualquier valor de
x 0 de y cumple la expresion
y el sistema es compatible
indeterminado.

*(0x =aobien 0y = a, sien-
doa = 0, significa que la ex-
presiéon nunca se cumple y
el sistema es incompatible.



Aplicacion a la resolucion de problemas

Ya conocemos el procedimiento a seguir para resolver problemas median-
te una ecuacion de primer grado con una incégnita.

El procedimiento para resolver problemas mediante un sistema de ecua-
ciones de primer grado con dos incdgnitas es muy parecido. Fijate en el si-
guiente ejemplo.

ejemplo gil

Un numero consta de dos cifras que suman 9. Dicho nimero supera en 9 unida-
des al que resulta de invertir el orden de sus cifras. ;De qué numero se trata?

¢ Lectura atenta del enunciado. Lee de nuevo el problema y expresa el enun-
ciado con tus palabras.

¢ Eleccion de las incégnitas. Representamos por x la primera cifra y por y la
segunda.

¢ Planteamiento del sistema. Traducimos al lenguaje algebraico cada una de
las condiciones.

— Las dos cifras suman 9.
X+y=9

— El nimero es igual al que resulta de invertir el orden de sus cifras mas 9.

Como x es la cifra de las decenas e y la de las unidades, el nUmero sera
10x +y.

Y el que resulta de invertir el orden de sus cifras sera 10y + x. Por lo tan-
to, la segunda condicién se traduce en:

10x+y=10y+x+9
9x -9y =9
xX-y=1
— El enunciado del problema se traduce en el sistema:
X+y=9
x—y=1}

¢ Resolucidn del sistema. Resolvemos el sistema por el método de reduccion.
X+y=9
X-y=1
2x =10=x=5
X+y=9=y=9-x=9-5=4

¢ Respuesta. El nimero que nos piden es el 54.

e Comprobacion. La suma de las dos cifras es 9 y se cumple 54 = 45 + 9.

Actividades

LF

A Tres libros y dos marcadores cuestan $ 25. Dos ro- [E Determina las medidas de los lados de un triangulo
tuladores y un libro cuestan $ 9. Calcula el precio isésceles de 50 cm de perimetro sabiendo que el
de un libro y el de un rotulador. lado desigual mide 5 cm mas que cada uno de

los lados iguales.
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8.1. Pasos para resolver problemas

Algunas veces, la resolucidn de un problema por métodos aritméticos puede
resultar dificil. En estos casos, suelen utilizarse letras para designar los datos

MUCHO 0JO ||

desconocidos y traducir el enunciado al lenguaje algebraico, con lo que resol-
ver el problema se reduce a encontrar la soluciéon de una o dos ecuaciones.

Los pasos generales del método
de resolucion de problemas son:

En este tema trataremos problemas que pueden resolverse mediante una ecuacion
de primer grado con una o dos incégnitas o con un sistema de dos
‘ ecuaciones con dos incognitas.

| Comprensién del enunciado |

’ Planificacién de la resolucion

| Ejecucién del plan de resolucion | La resolucion de estos problemas requiere seguir una serie de pasos. Obsérvalos

en el siguiente ejemplo y fijate en su relacion con el método general de resolucion

Revisién del resultado y del
proceso seguido

Lectura atenta del enunciado. Es fundamental que leas el
problema tantas veces como sea necesario para comprender
perfectamente el enunciado.

Eleccion de las incognitas. Representamos por x o por otras
letras los nUmeros que queremos determinar.

Planteamiento de la ecuacion o del sistema. Traducimos al
lenguaje algebraico cada una de las partes del enunciado, de modo
que obtengamos una ecuacion o un sistema de dos ecuaciones
de primer grado con dos incognitas.

Resulta de utilidad, sobre todo en problemas geométricos, utilizar
figuras o esquemas graficos en los que aparezcan los datos y
las incognitas.

Resolucion de la ecuacion o del sistema. Determinamos los
valores numéricos de las incégnitas que son solucion de la ecuacion
o del sistema.

Respuesta. Damos respuesta a la pregunta o preguntas del
problema.

Comprobacion. Comprobamos que la solucion hallada cumple
todas las condiciones del enunciado.

de problemas que recordamos en el cuadro del margen.

Halla dos numeros tales que el doble del
primero mas el sequndo sea igual a 25 y al
dividir el primero entre el segundo se obtengan
1 de cociente y 2 de resto.

Representamos por x el primero de los
numeros y por y el segundo.

* El doble del primer nimero mas el segundo
es igual a 25.

2x+y=25

* Al dividir el primero entre el segundo, se
obtienen 1 de cociente y 2 de resto.

x |y - y-1+2=x
2 1

¢ El sistema obtenido es:

2x+y=25
y+2=x

2(y+2)+y=25
2y+4+y=25
3y =21

y=7
xX=7+2=9

El primer nimero es el 9 y el segundo, el 7.

Se cumple 2 - 9 + 7 = 25, y al dividir 9 entre
7 obtenemos 1 de cociente y 2 de resto.



Veamos otros ejemplos en los que aplicamos los pasos que acabamos de describir.

ejemplo 4

Una madre tiene 64 afios y su hija, 32. ;Cuantos afos
han transcurrido desde que la edad de la madre era el triple
de la de su hija?

Lectura atenta del enunciado. Lee de nuevo el problema
y expresa el enunciado con tus palabras.

Eleccién de la incognita. Representamos por x el nimero
de afios que han pasado desde que la edad de la madre
era el triple de la de su hija.

Planteamiento de la ecuacion. Traducimos al lenguaje
algebraico las condiciones del enunciado.

— Edad de la madre hace x afios:
64 - x
— Edad de la hija hace x afios:
32 -x
— El triple de la edad de la hija hace x afios:
3(32-x)

— Hace x anos, la edad de la madre era el triple de la de
su hija:
64 -x=3(32-x)

Resolucion de la ecuacion
64 -x=3(32-x)
64 - x =96 - 3x
2x =232

X = 32 < x =16
2
Respuesta. Han transcurrido 16 afnos.

Comprobacién. Hace 16 afos, la edad de la madre era
48 anos y la de su hija, 16. Efectivamente, la primera es
el triple de la segunda.

48=3-16

Actividades

ejemplo [E]

Un concesionario compra un auto y una moto por
$ 12500 y los vende por $ 14 350.

¢ Cual fue el precio de compra de cada vehiculo si en la
venta del auto gand el 15 % y en la de la moto, el 10 %?

Lectura atenta del enunciado. Vuelve a leer el problema
e interpreta el enunciado.

Eleccidn de las incognitas. Representamos por x el precio
de compra del auto y por y el de compra de la moto.

Planteamiento del sistema. Traducimos al lenguaje
algebraico las condiciones del enunciado.

— El precio de compra de los dos vehiculos es de
$ 12500.
x+y=12500

— El precio de venta de los vehiculos es de $ 14 350.

¢ Precio de venta del auto:

x+£x=£x=1,15x
100 100
® Precio de venta de la moto:
10 110
+—y=——y=1,10
Y 100y 100y Y

e Precio de venta de ambos vehiculos:
1,15x + 1,10y = 14350
— El enunciado del problema se traduce en el sistema:
x+y=12500
1,15x + 1,10y = 14350}

Resolucién del sistema. Resolvemos el sistema por
cualquiera de los métodos algebraicos y obtenemos:

x =12000; y =500
Respuesta. El auto costé $ 12000 y la moto, $ 500.

Comprobacion. Efectivamente, la suma de 12 000 y 500
es 12500. Ademas, se cumple:

1,15-12000 + 1,10 - 500 = 14 350

A un padre tiene 35 anos y su hijo, 5. Al cabo de
cuantos afnos la edad del padre sera el cuadruple
de la de su hijo?

[

B3 un comerciante compra dos productos por $ 350 y

los vende por $ 325. ;Cuanto costé cada producto si
en la venta de uno pierde el 10 % y en la del otro, el
5 %7?
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Resuelve el siguiente sistema.

x-3 y-2
+ =2(x-2)-
q s ( )=y
X Yy
—+—=Xx-y+1
3 2 Y

» Comprensién del enunciado

Al leer el enunciado, advertimos que se trata de un sistema
de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas.

" ) Planificacion de la resolucion
: Para resolver el sistema:

— Primero, aplicaremos las propiedades de las ecuaciones
para transformar el sistema dado en otro equivalente que
tenga la forma:

ax+by=c
ax+b'y=c

Siendo g, b, ¢, @', b’ y ¢’ numeros reales.

— A continuacién, utilizaremos uno de los métodos
algebraicos que hemos estudiado.

» Ejecucion del plan de resolucion

— Transformamos la primera ecuacién. Empezamos por

eliminar los paréntesis y los denominadores.
- -2
XTS + Y- 2x-4-y

x-3 y-2
20 +—[=20(2Xx -4 -
[4 5) ( y)

5x-3)+4(y-2)=40x-80-20y
5x-15+4y-8=40x-80-20y

Transponemos términos.

5x-40x+4y+20y=-80+15+8

Reducimos términos semejantes.

-35x +24y=-57

— Transformamos la segunda ecuaciéon. En primer lugar,
eliminamos los denominadores.

6{%+%)=6(x—y+1)

Distribucion gratuita - Prohibida la venta

2x+3y=6x-6y+6

Transponemos términos.
2Xx-6Xx+3y+6y=6
Reducimos términos semejantes.
-4x+9y =6

— Escribimos el sistema obtenido que es equivalente al
del enunciado.

-35x +24y=-57
-4x+9y=6

— Resolvemos el sistema aplicando el método de igualacion.

Despejamos y en cada una de las ecuaciones.

-57 +35x
-35x+24y=-57 — =~
Y Y 24
Ay r=e
9

Igualamos las expresiones obtenidas y resolvemos la
ecuacion de primer grado resultante.
-57 + 35x

-57+35x _ 6+4x
72
24

24 9
70 6+4x
9
-171 + 105x =48 + 32x
105x -32x =48 + 171
73x =219
X = —219 X=3
73

Sustituimos el valor de x en la primera expresion en la que
aparece despejada y:

-57+35-3 _ -57+105 _ 48
24 24 24
— La solucion del sistemaesx=3ey =2.

=2

» Revision del resultado y del proceso seguido

Para comprobar que la solucién obtenida es correcta,
debemos sustituir los valores hallados de las incognitas en
cada una de las ecuaciones del sistema inicial y verificar que

1Y
N

Actividades

se cumplen.

m Resuelve el siguiente sistema.
4x-2 5(2y - 3x)
2 8
6x+y 3x-4(2-y)
3 5

=X+y-2



En resumen

NUmero racional el conjunto de todos ellos
forma el conjunto de los

llenan la ¢

NUmero irracional

Recta real < Numeros reales
* Por exceso
los situamos * Por defecto
dentro de muchos los escribimos
mediante
+ de las que « Cifras significativas
- K —
determinamos N ; i
Intervalos l Orden de aproximacion
en ellos se
| hallanlas ™~ Aproximaciones —
- * Redondeo
que pueden ser se efectlian por —
i * Truncamiento
— Error absoluto
e Cerrados
* Abiertos ara determinar el error 7
L P : o » Error relativo
L cometido se utilizan
 Semiabiertos
> Cota de error
¢ Unaidentidad es unaigualdad que se verifica para cualquier va- * Propiedades de las ecuaciones:
lor numérico de las letras que en ella aparecen. ) . ’ ) »
1. Si sumamos un mismo numero 0 una misma expresion
* Una ecuacion es una igualdad que se verifica para algunos algebraica a los dos miembros de una ecuacion, obtenemos
valores numéricos de las letras que en ella aparecen. otra ecuacién equivalente a la primera.

2. Si multiplicamos por un mismo numero distinto de 0 los dos
miembros de una ecuacion, obtenemos otra ecuacion
equivalente a la primera.

los valores
Ecuacion que cumplen  — Soluciones —— se encuentran mediante la —» Resolucion
la igualdad son

si deben verificarse dos _ Resolucion de problemas
simultaneamente

Resolucion grafica _l « Compatible
SR : segln determinado
de dos ecuaciones las soluciones sus soluciones —» * Compatible
de primer grado se p”eds,n obtener Resolucion algebraica: | se clasifican en indeterminado
con dos incégnitas medante * Sustitucion | ¢ Incompatible
* |gualacién
* Reduccion
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Ejercicios v problemas integradores

28 Considerando los tiempos obtenidos por sus rivales, un ciclista debe recorrer la
prueba contra reloj de la vuelta a la Republica en un maximo de 1 horay 45
minutos para conseguir la camiseta amarilla del puntero. Cuando esta co-
rriendo la etapa, el director de su equipo le comunica que le faltan 20 km para
llegar a la meta y que el tiempo realizado hasta ese momento es de 1 hora 'y
15 minutos.

¢ Qué velocidad media debe desarrollar durante el resto de la etapa para con-
seguir la camiseta amarilla?

Solucién

Para determinar la velocidad media, que relaciona la distancia con el tiempo,
conocemos que le falta recorrer 20 km para la llegada a la meta y el tiempo
que le queda para cubrir esa distancia es la diferencia entre el maximo de 1 hora
y 45 minutos con lo ya transcurrido de 1 hora y 15 minutos, realicemos las

FiJATE operaciones.

Cada afio en el pais se lle- Tiempo =t = (1h45 min) — (1h15 min) = 30 min

va a cabo la vuelta ciclisti-

ca a la Republica, en la que

participan equipos nacio-

nales e internacionales. Velocidad = -distancia _ 20 km _ 40 km/n
tiempo 0,5h

El tiempo de 30 min equivale a media hora 0,5 h. Ahora determinemos la
velocidad.

R: La velocidad que debe desarrollar durante el resto de la etapa para con-
seguir la camiseta amarilla es 40 km/h

N Una persona tiene un sueldo mensual de $ 934,39 totales.

a) Calcula el sueldo neto que le han pagado si le descuentan la décima parte del
sueldo por impuesto a la renta 'y un 9,35 % de afiliacion al Seguro Social.

b) Calcula su sueldo anual total y neto sabiendo que cobra dos sueldos ex-
tras de $ 745,97 (uno en junio y otro en diciembre), los cuales no experi-
mentan descuentos de ningun tipo.

Solucién

a) Organicemos la informacion, el sueldo mensual total es de $ 934,39. Para
calcular el sueldo mensual neto hay que restar la décima parte del impues-
to como el 9,35 % del Seguro Social.

Impuesto = sueldo + 10 = 934,39 + 10 = 93,439 = 93,44
Seguro Social = sueldo x 9,35 % = 934,39 x 91’33 - 87,365 465 ~ 87,37

Sueldo mensual neto = 934,39 - 93,44 — 87,37 = 753,58

b) El sueldo anual total es doce veces el sueldo mensual mas los dos sueldos
extras.

Sueldo total anual = 12 x 934,39 + 2 x 745,97 = 12 704,62

El sueldo anual neto es doce veces el sueldo neto mensual mas los dos suel-
dos extras.

Sueldo neto anual =12 x 753,58 + 2 x 745,97 = 10 534,90

R: a) El sueldo mensual neto es de $ 753,58.

b) El sueldo total anual es de $ 12 704,62 y el sueldo neto anual es de
$ 10 534,90.

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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[ Dos automoviles salen simultaneamente de dos ciudades, distantes 680 km, / ,////Oa
y circulan el uno hacia el otro. El primero se desplaza a 80 km/h y el segundo ! //,/// .
a 90 km/h. Calcula el tiempo que tardaran en encontrarse. ! ///,

Solucion

Entre los dos vehiculos deben recorrer los 680 km por lo que la suma de las
dos distancias es ese valor. El primer vehiculo recorre 80 km/h, en el tiempo t
hasta el encuentro recorre 80 t, el segundo vehiculo recorre 90 km/h, en el
tiempo t hasta el encuentro recorre 90 t; ahora sumemos las distancias.

distancia = 680 = 80t + 90t = 170t

En la ecuacién 680 = 170 t hallaremos el tiempo t = 680 _ 4p

R: El tiempo que tardaran en encontrarse es 4 horas.

B un agricultor quiere cercar una parcela rectangular para proteger el cultivo. Uno
de los lados mayores del rectangulo debe cerrarse con un cercado que
cuesta $ 500 por hectémetro (hm). En los otros tres lados puede utilizarse
una valla cuyo precio es de $ 300 por hectdémetro. Sabiendo que el perimetro
de la parcela es de 30 (hm) y que el lado largo del rectangulo mide 2 (hm)
mas que el lado corto, jcuantos metros de cercado utilizara? ;Cuanto ten-
dra que pagar?

Solucién

Entendamos la informacion, el terreno es rectangular, en uno de los lados
(lado mayor) debe colocarse un cercado, mientras que en los otros tres lados
(un lado mayor y los dos menores) debe colocarse una valla. El perimetro (de los
cuatro lados) es de 30 hm vy la diferencia de los lados es de 2 hm, en primer
lugar determinemos la medida de los lados.

Perimetro = 2 lados grandes + 2 lados pequefios = 30 hm

De ellos diremos que 1 lado grande + 1 lado pequerio =15 hm y el lado grande
es 2 hm mayor que el pequeno lado grande = lado pequerio + 2, entonces re-
emplazando se tiene que lado pequerio + 2 + lado pequefio =15 hm de lo cual
2 lados pequefios = 13 hm, lo que nos da que el lado pequerio = 6,5 hmy
concluimos que lado grande = 8,5 hm.

Con ello diremos que debe colocarse cercado en 8,5 hm.
En el resto del perimetro 30 - 8,5 = 21,5 hm debe colocarse la valla.

En cuanto al costo, debe aplicarse los valores para el cercado y para la valla
para sumarlos y obtener el costo total.

Costo = costo de cercado + costo de valla
Costo = $ 500 x 8,5+ $ 300 x 21,5
Costo =% 10 700

R: El costo para colocar el cercado y la valla es $ 10 700.

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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Ejercicios v problemas

m Comprension de conceptos y conocimiento de procesos ™

De los naturales a los reales
Indica si son ciertas o falsas estas afirmaciones.
a) Entre \/5_ y /17 hay un Gnico nimero entero.

b) Con los numeros reales podemos representar to-
dos los puntos de la recta.

c) Todos los numeros decimales son racionales.
d) Los numeros irracionales son numeros reales.

@(;Qué numeros irracionales estan representados gra-
ficamente sobre la recta real por las letras Py Q de la
siguiente figura?

; S v
@g,Cuél es el intervalo comun a los intervalos
(—3,J§-‘ y [—ﬁ,?) ? Represéntalo graficamente.

Contesta estas preguntas sabiendo que a es un nUmero
del intervalo [-2, 6) y b es un numero del intervalo [4,
8].

a) ¢El numero a es del intervalo [-2, 8]? ¢El nUmero b
es del intervalo [-2, 4]?

b) ¢ A qué intervalo pertenece a + b?

Las aproximaciones en los nimeros reales

Da un valor redondeado de:

a) \/5 hasta las milésimas.

1
b) 5 hasta las décimas.

c) 4,2176... hasta las centésimas.

Potencias de base real y exponente entero

Expresa las siguientes operaciones en forma de una
sola potencia de base positiva.

a) (+2)°*- (+2)*- (-2)*
b) (+7)2 - (7°)° - (-7)*

Expresa el resultado de cada una de estas operacio-
nes en forma de una sola potencia.

o) {5 (+5)

52 (-9)° - (-9)?
Transforma las siguientes potencias para que tengan
exponente positivo.

a12°  b)@-1)° C)(%‘J_

,,,,

En tu cuaderno

Radicales
Extrae todos los factores que puedas de los radica-
les siguientes y di cuéles son semejantes a \/7

2
a) 27 b) /1458 0)+/450 d)\8
Calcula:

833 - 543 +7J3 -33

b)—32 —4-33 72 +33
c)%ﬁ+%\/€—%\/ﬁ

AN e N

Calcula las siguientes potencias y extrae todos los fac-
tores que puedas del radical.

2 (m)s b) qm)s

Extrae los factores que puedas de los radicales y calcula
los resultados de las siguientes operaciones.

a)3y2 - 5.8 +7.50 — 4,18

b)— 327 — 2125 + 8475 — 10420
0)7+/62 —%J§+%+6 125

Introduce en los radicales los factores que estan fue-
ra de ellos.

a)7a2\/g c)18a+6b
3 L5

b) 113 a2b\[112%b d)ZOYa—f)w/gc
[

E Simplifica al maximo las siguientes expresiones.
9 \J18a®b?

{26 .38 J27a2b
J7776 22 .33 .57
Y d————
( \/ﬁ) 1500 - \/15

mCaIcuIa:

a) 4//625

25.42 81
) ———

b)

b)4 /64 0) (/729
EEscribe el conjugado de estas expresiones.
a)1+\/5 b)5 - 17 c)\/3_+\/g
mRacionaliza las siguientes expresiones.
g2 g3 BB
J3 3+43 J5 -3
)

1—\/3_ d) —1+\/7
5\2 —1+6 V1o -6

b)

WHAETH NN
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numero entero. Halla dicho nimero.

EAI calcular se obtiene un

E&Los segmentos de longitudes 3 - \/E cmy 2+ \/g cm
son proporcionales a los segmentos de longitudes

4+J§cmy8+6ﬁcm?

mCompIeta con tres términos mas cada una de las si-
guientes series en las que cada término se obtiene mul-
tiplicando el anterior por una misma expresion.

a)3, 3.5, 15...

b2, 2, 242 ...

c)1+\/2_, \/2_+2, 2+2J§...
d)5, 5-+/5, 10-645 ...

Potencias de base real y exponente racional

Enuncia las propiedades de las potencias de base un
numero real y exponente un nimero racional.

— Explica la relacion que existe entre una potencia de
exponente racional y una raiz enésima.

Expresa como potencias de exponente racional:

\J99 ;365 ; Y44 5§75 ;33 ;318 ;243

mExpresa en forma de raiz:
1 1

32 :43 ;7

2 3

193 1254

1
7

1
mEI ndmero f puede expresarse en forma de po-

. . 1
tencia de exponente negativo como 3”5 . Expresa de
la misma forma:

Concepto de ecuacion

m Determina cuales de las siguientes afirmaciones son
ciertas y transforma las falsas en verdaderas.

a) Todas las ecuaciones son expresiones algebraicas.
b) Todas las ecuaciones tienen dos términos.

c) En todas las ecuaciones aparecen dos miembros
relacionados mediante el signo =.

Ecuaciones de primer grado

E Indica cudl de los valores propuestos para la incégnita
es solucién de cada una de las ecuaciones siguientes.

a) X

2 1 92x=16-x b)3x +5=2-4(1-2x)
5

A x=Lixa5 x= 1
> 5

X=-2; X=5; xX=

m Resuelve estas ecuaciones.

2x-5 4x -7 2
a)‘l— =X - +

40 10 3

y . a 1-6x
E La solucién de la ecuacion g + 7 =1 es;

X = —. Determina el valor de a.

1
6
@ Resuelve la siguiente ecuaciéon y compruébala. A
continuacion, justifica si la ecuacion puede tener
mas soluciones, diferentes de la hallada.
4x+3 _(X_ 2x-2)
5

m Expresa este enunciado mediante una ecuacion:
«La suma de las edades de Maria y Juan es 27 afios».

4

— Representa en un sistema de coordenadas las
soluciones de la ecuacién que has obtenido.

¢ Cuantas soluciones tiene una ecuacion de primer
grado con dos incognitas?

— ¢Qué tipo de linea se obtiene al representar las
soluciones de una ecuacion de primer grado con
dos incognitas?

Sistemas de ecuaciones

@ ¢ Cuantas soluciones puede tener un sistema de dos
ecuaciones de primer grado con dos incégnitas?

m La representacion grafica de las soluciones de las
ecuaciones de un sistema son dos rectas paralelas.
¢ De qué tipo es el sistema? ¢ Tiene solucién?

100 Expresa el siguiente enunciado mediante un sistema

de ecuaciones.

«La suma de dos numeros es igual a 5. Ademas, al
restar 4 al doble del primer nimero, obtenemos el
segundo.»

— Representa en un sistema de coordenadas las
soluciones de las ecuaciones obtenidas.

— ¢Cual es la solucién del sistema?

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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MY Resuelve graficamente este sistema.
y=x+5
2=y +2x

— ¢De qué tipo de sistema se trata?

1020 siguiente sistema es incompatible.

y=2x-2
2y=4x+5

Intenta su resolucion aplicando cada uno de los tres
meétodos algebraicos y fijate en los resultados que
obtienes.

Este sistema es compatible indeterminado.

y=2x-2
2y=4x-4

Intenta encontrar sus soluciones mediante cada uno
de los tres métodos algebraicos y fijate en los resultados
que obtienes.

M2 Escribe un sistema de dos ecuaciones de primer grado
con dos incognitas cuya solucion sea x = 2 e
y=4.

M Escribe una ecuacién de primer grado con dos
incognitas que junto con la ecuacion y = 2 — x forme

un sistema incompatible.

I Resuelve los siguientes sistemas por el método de

sustitucion.
a)5x-8y=-13 b)5x-y=-8
2x-3y=-4 -2x+y=0

i Resuelve los siguientes sistemas por el método de

igualacion.
a)-7x-4y=-7 b)2y=7-x
2x-y=2 2y=-6x-8
IE Resuelve los siguientes sistemas por el método de
reduccion.
a)2x+3y=1 b)dy =3 +x
x+y=—2} 10=3x+7y}
I Resuelve este sistema.
4
X YR 1 3x-3
2 2
1-3
3x - Y _ 1-2y

110 Averigua si estos sistemas son equivalentes.

a)2x-y=0 }

b) 3x+2y=7
xX+3y=7

-2x-6y=-14

R R R

Aplicacion en la practica

11115 perimetro de un triangulo mide 15 cm. Siun lado es
2 cm mas largo que el mas pequefio de lostresy 2 cm
mas corto que el mayor de los tres, jcudles son las
longitudes de los tres lados del triangulo?

En un corral hay 40 animales entre gallinas y conejos.
Si suman un total de 106 patas, jcuantos conejos y
cuantas gallinas hay?

El triple de la edad que yo tenia hace 2 afios es el doble
de la que tendré dentro de 6. ¢, Cudl es mi edad actual?

B2 Material concreto: Tengo 15 monedas, unas de
5 centavos y otras de
10 centavos de ddlar. ¢ Cuantas
monedas hay de cada clase si
en total suman $1,407?
Comprueba tu resultado,
utilizando monedas de 5y 10
centavos.

m Busca dos numeros consecutivos tales que, afadiendo
al mayor la mitad del menor, el resultado exceda en 13
unidades a la suma de la quinta parte del menor mas
la onceava parte del mayor.

BE El lado de un cuadrado es 3 m mayor que el doble
del lado de otro cuadrado. Si el perimetro del primer
cuadrado es 46 m mayor que el del segundo, ¢ cuales
son las longitudes de los lados de ambos cuadrados?

th¥{ Un terreno rectangular mide el doble de largo que
de ancho. Si su perimetro es de 84 m, ; qué longitudes
tienen sus lados?

BE Halla un nimero de dos cifras si sabemos que éstas
suman 9 y que la cifra de las unidades es el doble
de la cifra de las decenas.

BE Halla dos ndmeros si sabemos que susumaes 32y
su cociente, 3.

B En un laboratorio los productos quimicos estan
colocados en los estantes de un viejo armario, de forma
que en cada estante caben 8. Se decide cambiar todos
los envases a una nueva vitrina, mas grande pero
con un estante menos, por lo que deben colocarse 10
productos en cada estante. ¢ De cuantos productos
quimicos dispone el laboratorio?




B2 La edad de un hijo es cuatro veces menor que la de
su padre y hace seis afnos era siete veces menor.
¢ Cuales son las edades del hijo y del padre?

2 Busca informacioén en Internet sobre el significado y el
@ origen del término ecuacion.

@La altura del rectangulo es de /13 cmy el area,
4\/acm2. Halla su base y su diagonal.

V13

B Observa el tangram de la figura y halla el area de cada
una de las piezas que lo componen.

445 cm

= Parairde un punto A a un punto B, un excursionista sube
y baja por las laderas de dos montafnas que tienen por
seccion triangulos isdsceles. Observa la figura y halla me-
diante operaciones con radicales la distancia que reco-
rre el excursionista si la altura de la segunda montafa
es la mitad de la altura de la primera.

A
\ 100 dam \

F 1 =

MLa carretera que une tres ciudades A, By C mide

ol ) ,,
NE)

M B = A
B C

Halla las distancias entre dichas ciudades si la dis-

tanciaentre Ay B es ry de la distancia entre By C.

2
a) Halla el volumen de una esferade 53 cm de radio.

b) Halla el radio de una esfera cuyo volumen es 36r cm?.

/////////ae/
/

AN

//;/ IS
////’/// 3
/////'?
IEEEnla pagina http://descartes.cnice.mecd.es/materiales ‘“, i /
_didacticos/Radicales/radicales1.htm encontraras /

teoria y ejercicios sobre radicales. Lee atentamente la
pagina y resuelve los ejercicios propuestos.

Mas a fondo

@ Determina la solucion, o soluciones, de la ecuacién
X% =64.

Para ello, puedes utilizar el método de tanteo o pensar
qué numero o numeros multiplicados por si mismos
dan como resultado 64.

— ¢Qué nombre recibe la operacion que has
efectuado para hallar la solucién?

IR Sabemos que tres rotuladores y cuatro libretas cuestan
$ 6,7 y que un rotulador y dos libretas cuestan
$ 3,1. Determina cuanto valen:

a) Un rotulador.
b) Una libreta.
c) Dos rotuladores y dos libretas.

IO s

A11H)

131 Cristina le pregunt¢ la edad a la hermana de su madre.
Esta le contesto:

«Tengo cinco afos menos que tu madre y, dentro de
cinco afios, yo tendré cinco veces la edad que tu tienes
ahora y tu madre tendra tres veces la edad que tu
tendrés entonces».

Determina la edad de Cristina, la de su madre y la
de su tia.

0 O

(2 Escribe un sistema de dos ecuaciones de primer grado
con dos incognitas que sea incompatible.

X El duefio de una tienda vende unas golosinas que
cuestan $ 4/kg y otras que cuestan $ 6/kg. Decide
mezclarlas y venderlas a $ 5,4/kg. Si en total quiere
preparar 5 kg, ¢qué cantidad de cada tipo tendra
que mezclar?

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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Autoevaluacion

"/ Coevaluacion

Si logras resolver el 70 % de estas actividades individuales y grupales, puedes avanzar.

1. La representacion grafica de las soluciones de las
ecuaciones:

y=x+4 2X=y+2

son dos rectas que se cortan en el punto:
a) (3, 4) b) (-2, 4) c)(-2,2)
2. Resuelve el siguiente sistema.

2(y+2)-x=x+6
2(y+1)+x=5+y

3. Calcula la altura h del siguiente triangulo aproximada
hasta las centésimas.

6 cm ‘

-2

3
4. Expresa (\/E) (\/E) en forma de una sola po-

tencia de base 2.

5. Calcula:

9-@-3-(\/E+8J§)-(3J§+\/E)

6. Una solucion de la ecuacion 2 (y +2) = x + 4 es:

a)x=3;y=2 b) x=2;y=1 c)x=-3;y=2

7. Elige la ecuacion que forma un sistema compatible
indeterminado con la ecuacion y = x — 1.

a2y -4=2(x-23) c)y-3x=2
b)x+y=4

8. Un comerciante compra una bicicleta y un baldn
por $ 412, y los vende por $ 448,60. ¢ Cuanto le costd

cada articulo si en la venta de la bicicleta gana el 9
% y en la del balén, el 5%?

9. Expresa en forma de una sola potencia de base

a) (S w3 mb?

;
byns - \n2 +1r3)

10. Extrae todos los factores que puedas de este radical.

\/1000 - a°

Inclusién y equidad v

. Buen Vivir

Actividades

A pesar de que el marco constitucional declara en
su Art. 11.2 que: “Todas las personas son iguales
y gozaran de los mismos derechos, deberes y opor-
tunidades”, y sobre todo que “nadie podra ser dis-
criminado...”, en la practica, todavia se observa re-
zagos de discriminacion. La Constitucion del 2008
establece en su Art. 47 que “El Estado...procurara
la equiparacién de oportunidades para las personas
con discapacidad y su integracion social”, y el Art.
57, numeral 2 “No ser objeto de racismo y de nin-
guna forma de discriminacién fundada en su origen,
identidad étnica o cultural”. Es obligacion de to-
dos ser incluyentes y equitativos porque es un de-
recho y obligacion que debe ser respetado.

[ 1| Comparen ias cifras del Ultimo censo 2010 con

el del afio 2000, en cuanto a Poblacién Eco-
ndémicamente Activa (PEA) e indiquen qué por-
centaje de inclusion alcanzan las personas con
capacidades especiales.

[ 2 | Segun el censo de 2010, el nivel de alfabetis-
mo en el Ecuador es de 90,56 %. ¢Cuales
son sus comentarios sobre las campafas de
alfabetizacion para adultos?

EX Consulten en Internet qué organizaciones
sociales se han creado en el Ecuador, a partir
del afo 2000, para velar por la inclusion y equi-
dad.

[ 4 ¢ Qué podemos hacer para ser incluyentes y
equitativos? ¢ Puede esto mejorar el pais?, ¢ por
qué?




I matematico y filosofo francés René Descartes usé su nombre latinizado:
Renatus Cartesius. Hay que considerar que el latin era la lengua erudita

E

de la épocay esta costumbre era muy comun.

Esta es la causa de que su sistema filoséfico se denomine cartesiano
y que el sistema de representacion de puntos y curvas en un sistema de
coordenadas, inventado por él, se llame cartesiano.

Descartes, entre otras muchas contribuciones a las matematicas, fue el
responsable de la utilizacién de las Ultimas letras del alfabeto para designar
las cantidades desconocidas y las primeras letras para las conocidas.

Ecuaciones con computador

Si utilizamos el computador para pasar nuestros apuntes a limpio
o para hacer trabajos de matematicas, nos sera muy dificil escribir formulas
utilizando unicamente un procesador de textos. Para resolver esta dificultad
debemos usar un editor de ecuaciones.

Conéctate a una de las siguientes paginas e inférmate sobre el uso de un
editor de ecuaciones:

http://www.educa.aragob.es/cprcalat/cursosryc/word2/modulo5/unidad4.htm
http://www.aulafacil.com/Word/Lecc-43.htm

También podemos usar el computador para resolver ecuaciones. Te proponemos
aqui que utilices una valiosa herramienta llamada calculadora Wiris.

Con la ayuda de un buscador localiza una pagina web desde la que puedas
usar la calculadora. Informate del modo de utilizarla para resolver ecuaciones
y sistemas, y halla las soluciones de los siguientes:

8x-4=—(5-x)+10

2 4x -3y =10
3 6x+5y=-4

Demuestra tu ingenio

Alexandra y Susana son dos amigas que utilizan diferentes companias
de telefonia celular.

Alexandra intenta convencer a su amiga de que su compania, Bla-
total, es mejor: le factura $ 24 por las tres primeras horas del mes y, a
partir de ese momento, 8 centavos por minuto.

Susana le contesta que la suya, Ring-SA, es mas barata: aunque le cobra
$ 30 por las dos primeras horas del mes, a partir de entonces sélo le
cuesta 5 centavos por minuto.

Como no se ponen de acuerdo, deciden esperar a recibir una factura
cada unay compararlas. A principios de mes, cuando llegan las facturas,
jsorpresa!: habian hablado el mismo tiempo y el costo de las llamadas
era el mismo.

¢ Cuanto era el costo de cada factura? ;Cuanto tiempo hablé cada
una de ellas?

El origen etimoldgico de la palabra
incdgnita nos ensefa su significado.

Procede de anteponer la particula
negativa in a la palabra cognitu,
‘lo conocido’; de modo que significa
‘lo no conocido, lo desconocido’.

Ecuacion quimica

Una ecuacion quimica, al igual que
una ecuacion matematica, consta
de dos miembros, y como en la
ecuacion matematica, la ecuacion
quimica es una igualdad.

Reactivos = Productos

La cantidad y la naturaleza de los
atomos de los reactivos deben ser
igual a la cantidad y la naturaleza
de los atomos de los productos,
aunque los reactivos y los
productos se hallen formando
compuestos con propiedades
totalmente diferentes.

a®- e
oW+ 3

Producto A Producto B

Reactivo B
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Bloques: Numérico.
Relaciones y funciones

Para expresar cantidades muy grandes, como la masa de los planetas, o
muy pequenas, como la masa de los atomos, se utilizan potencias con ex-
ponentes positivos o negativos, expresadas en notacion cientifica.

Escribe con todas las cifras los siguientes numeros expresados en nota-
cién cientifica.

— La masa de la Tierra: 5,98 - 1024 kg

— La masa de un electron: 9,1095 - 103" kg

¢ Por qué crees que se utiliza la notacion cientifica?

Buen Vivir: Ciencia, tecnologia e innovacion

http://upload.wikimedi




Notacion cientifica
Funcion lineal _
Funcion exponencial

Seras capaz de utilizar nimeros enteros para expresar cantidades en notacioén cientifica. Distinguirds y repre-
sentaras graficamente las funciones constantes, las de primer grado y las exponenciales.

Destrezas con criterios de desempeno

e Determinar la ecuacion de una funcion lineal si su
tabla de valores, su grafico o dos puntos de esta
funcién son conocidos.

¢ Transformar cantidades expresadas en notacion de-
cimal a notacién cientifica con exponentes positi-
vos y negativos.

e Reconocer si una funcion exponencial es crecien-
te o decreciente.

e Construir patrones de crecimiento lineal en su ecua-
cién generadora.

e Evaluar si una funcién lineal es creciente o decre-
ciente en la base de su tabla de valores, gréafico o
ecuacion.

o

% Prerrequisitos

Recuerda Evaluacion diagnéstica

¢ Una potencia es un producto de factores igua- e Escribe en forma de potencia:

les. 5x5x5x5<=5¢ a)3x3x3x3x3 b)9x9x9x9
El factor que se repite es la base y el niimero de * Calcula:
veces que se repite el factor es el exponente. a) 4° x 4 b) 5" + 5° c) (6%

Existe una dependencia entre dos magnitudes
cuando los valores que toma una dependen de
los valores que toma la otra. Ejemplo: el costo
total y el numero de boletos del trolebus que se
compran.

Una dependencia entre magnitudes puede ex-
presarse mediante una expresién verbal, una ta-
bla de valores, una grafica o una expresion alge-
braica.

Una funcion f es una relaciéon de dependencia
entre dos variables en la que a cada valor de la
variable independiente x le corresponde un uni-
co valor de la variable dependiente y.

La expresion algebraica de una funcién, f(x),
es la formula que nos indica las operaciones
que debemos efectuar con cada valor de la va-
riable x para obtener el valor correspondiente de
la variable y.

La grafica de una funcién f es la representacion
en un sistema de coordenadas cartesianas de
todos los pares de la forma (x, f(x)), siendo x un
valor de la variable independiente de la funcién.

Ciencia, tecnologia e innovacion

Constitucion de la Republica del Ecuador, 2008.

Indica tres situaciones cotidianas en las que
aparezca una dependencia entre magnitudes.

El area de un circulo, A, se obtiene multiplican-
do el numero & por el radio, r, elevado al cua-
drado. Expresa la dependencia entre estas
magnitudes mediante una férmula matematica y
completa la tabla de valores.

0 314,16 1256,64

Representa en un sistema de coordenadas car-
tesianas estos puntos: A(1, 2); B(7, 6); C(-2, -3);
D(_4’ 1)! E(51 _2)

Una piscina de 200 000 litros de capacidad se

llena con una manguera que vierte 25 litros por

minuto. Escribe la expresién algebraica del volu-

men de agua que hay en la piscina (I) en funcion

del tiempo (min).

— Construye una tabla de valores y dibuja la
grafica de la funcién. ¢De qué tipo de grafica
se trata?

Art. 385. El sistema nacional de ciencia, tecnologia, innovacion y saberes ancestra-
les, en el marco del respeto al ambiente, la naturaleza, la vida, las culturas y la so-
berania, tendra como finalidad: generar y difundir conocimientos cientificos, recu-
perar los saberes ancestrales, y desarrollar tecnologias que impulsen la produccion.
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K} Notacién cientifica

1.1. Revision de potencias de base entera y exponente natural

En ocasiones, encontramos multiplicaciones cuyos factores se repiten. Es-
tos productos de factores iguales se llaman potencias.

" Exponente

n : > Una potencia de base numero entero a y exponente con un numero
natural n corresponde a la multiplicacion de la base a por ella misma,
tantas veces como lo indique el exponente n.

Base

n veces

|
a"=a-a-a-..-a

4-4-4=43

FIJATE

No es lo mismo escribir (-3)
que -3?, ya que:

* (-37--3-(-3-9
¢ 3--(3-3)=-9

exponente.
a)-3-(-3) (3 (3

Por lo tanto, debes ir con cui- (-3)*

dado ala hora de efectuar las

ejemplo kil

Escribe en forma de potencia las siguientes multiplicaciones e indica la base y el

b) =7-(=7)-(=7) - (-7) - (-7)

(-7)°

exponente: 5

(-3°=-3-(-3) - (-3)=-27

operaciones. base: -3 base: -7
exponente: 4
Una potencia de exponente 1 es igual a la base de esta potencia.
a'=a
Para obtener el signo de una potencia se siguen las reglas siguientes:
e Si el exponente es par, la potencia es siempre positiva.
Exponente 32-3.3=90 (-32=-3-(-3)=9
Par  Impar ¢ Si el exponente es impar, la potencia tiene el mismo signo que la base.
+ + + 3%=3-3-3=27
Base

= + —_

Actividades

LF

[ 1] Anota, en tu cuaderno, las multi-
plicaciones en forma de potencias
y sefala su base y exponente.

a)-2-(-2) - (-2)
b) =5 - (-5) - (-5) - (-5) - (-5)
E indicael signo de estas potencias.

(_4)7’ (_2)12! (6)5! (_7)21! (_4)32

[ 3 Copia la tabla en tu cuaderno y

complétala.
Multiplicacion ~ Base  Exponente Potencia
6:6:6 o
-7 4
........ (<9)*
21 ()



Operaciones con potencias

Para operar con potencias de base entera y exponente natural, procede-
mos igual que en el caso de potencias de base natural.

Operaciones con potencias

e Multiplicacion de potencias de la misma base: a™ -a"=a™*"
42 (-4)°=(-4)?"° = (-4)°
¢ Divisién de potencias de la misma base: a™ +a"=a™-", m>n
6°+63=6°"°%=62
¢ Potencia de un producto: (a - b)" =a" - b"
(-3-5)= (-3)* - 5*
¢ Potencia de una potencia: (@a™)" =a™'"
[(-7)°12= (-7)* 2= (-7)°

Puede suceder que, en una multiplicacién o divisidon de potencias, las ba-
ses ho sean iguales sino opuestas. En estos casos, expresaremos previa-
mente la potencia de base negativa como potencia de base positiva.

ejemplo 4
Expresa en forma de una sola potencia:

a) (-4)° - 4° b) 36 + (-3)2

— En primer lugar, transformamos la potencia de base negativa en una poten-
cia de base positiva.

(-4)% = 43 (-3)? =37
— A continuacién, efectuamos las operaciones entre las potencias.
_43. 45 _43+5 _ _/8 3632 _136-2_ 34
Actividades

/%

A Escribe, en tu cuaderno, como potencia de base B Anota en forma de una sola potencia las siguientes
positiva: operaciones. Transforma previamente, si es pre-

(=9)%, (7)™, (-15)", (-9)", (-3)" base positiva.

5 | Expresa las operaciones, en tu cuaderno, con a) (-2) - (-2) - (-2)
una sola potencia: b) 72 - (<=7)* - (-7)2
a)2%.24

0) (-4)F - 43+ 41 - (-4)°

b) (-2)° - (-2) o
o [T d) (-6)" + (-6)

d) (-3)8 + (-3)° e) 7% + (-7)*
e) (-7)* + (-7 f) (-4)15 = 4°
f) [(-3)F°

Ciso, las potencias de base negativa a potencias de
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1.2. Potencias de base entera y exponente entero

Como los numeros enteros positivos se identifican con los numeros na-
turales, s6lo es preciso considerar los casos en los que el exponente
sea 0 o negativo.

Ya hemos visto en la pagina anterior que si m y n son nimeros naturales y
m > n, podemos aplicar la regla de la divisién de potencias:

am+a"=amn"

A continuacion, sabremos que esta regla continuia siendo valida también para
m=nym<n.

Potencias de exponente 0 Potencias de exponente negativo
Cualquier potencia de exponen- La potencia de base el numero
te O esigual a 1. entero a (@ # 0) y de exponente el

o1 numero entero negativo -n es
a =

igual al inverso de la potencia de
base el mismo numero entero a 'y

Consideramos la division 4° + 43, de exponente positivo n .
B 1
AAA ar =
T/// ”
. J Consideramos la division 4% + 48,
40 = 1
t&apllcamosla j /( )4 /( _ 1
| -
divirdei?;op':::]ilasMS $=40 / /4/ / 4-4-4 43 W
v 1
43 + 45 = 43 = —
3
‘ Si aplicamos la A‘4
regla para

dividir poten0|as

Para operar con potencias de exponente negativo podemos utilizar dos
métodos diferentes. Veamos, pues, dos formas distintas de resolver la si-
guiente expresion: (-4)2 - (-4)°

Primer procedimiento Segundo procedimiento

¢ Transformamos las potencias a exponen- | e Aplicamos las reglas para re-
te positivo. solver multiplicaciones o divi-
1 siones con potencias.

® Aplicamos las mismas reglas que sirven
para efectuar operaciones con potencias
de exponente natural. = (-4)%° =(-4)?




Potencias de 10

Las potencias de 10 son utiles porque simplifican la escritura.

Cualquier numero seguido de ceros Cualquier nimero decimal con parte

puede expresarse como el producto de | entera nula puede expresarse como el

este niumero por una potencia de 10 producto de sus cifras decimales di-

de exponente positivo. ferentes de 0 por una potencia de 10
de exponente negativo.

4 _ 4
10000000 107

= 4.L = 4107
107

-90000=-9-10000= -9 - 10* 0,000 000 4 =

Las potencias de 10 también se emplean para expresar las diversas equi-
valencias de los prefijos del Sistema Internacional, como puedes observar
en la tabla de la derecha.

1 kilometro (km) = 10® m
1 decilitro (dl) = 10" |
1 nanémetro (nm) = 10°m

Para transformar unas unidades en otras, es necesario aplicar los factores
de conversidn correspondientes.

ejemplo [
¢ Cuantos centimetros son 15 nandmetros?

Como1nm=10°my1cm= 102 m, podemos escribir estas equivalencias
como factores de conversion y obtener centimetros.

-9
15nm=15nm- 10°m Tem =15-10" cm
1nm 102m

Asi, 15 nm son 15 - 107 cm.

Actividades G_

Escribe las expresiones siguientes de forma que so6lo aparezcan potencias
de exponente positivo: (-7)21, (-3)-%, 8-, (-2)-"21.

B Escribe las expresiones siguientes de forma que so6lo aparezcan potencias
de exponente negativo: 23, (-4)7, (-7)%, (-5)"", 9%

[ 9 | Expresa en forma de una sola potencia:

a) (-4)° - (-4)2- (-4)° b) [(-3)7"°
) Efectua:
a) (7°-7") = (7*-7%- 79 c) [(-5)- (-5)°F = (-5)°

b) [(-8)7]* + [(-8)]° d) [(-3)°- (-3)° - (-3)] = [(-3)* + (-3)7]

[11) ¢, Cuantos decimetros son 25 micrémetros? ¢Cuantos milimetros son
42 kilémetros? ;Cuantos picémetros son 120 centimetros ?
12

Prefijo

(simbolo)

tera
giga
mega
kilo
hecto
deca
deci
centi
mili
micro
nano
pico
femto

atto

M
@)

Equivalencia
en unidades

1012
10°
108
108
102
10'
10-1
102
102
10°8
10°°
10712
101
10-¢

Distribucion gratuita - Prohibida la venta

(3]
~



Distribucion gratuita - Prohibida la venta

(41}
(o)

FIJATE

El nimero 1,3 - 10° tiene Uni-
camente dos cifras significa-
tivas, mientras que el nu-
mero 1,30 - 10° tiene tres cifras
significativas.

1.3. Notacion cientifica

En la pantalla de la calculadora pueden aparecer expresiones como las

|  58149%| | 73468

siguientes:

Estas expresiones son numeros, generalmente el resultado de las operaciones
efectuadas. La calculadora los presenta asi porque estos resultados son nimeros
de valor absoluto muy grande o muy pequefo. Sus traducciones son, respec-
tivamente:

5,8149 - 10% y 7,3468 - 10740
Un numero expresado en notacion cientifica consta de un nimero de-

cimal cuya parte entera tiene una sola cifra no nula, multiplicado por una
potencia de 10 de exponente entero.

Estos numeros estan expresados en notacion cientifica.

5, 8149 102

Parte entera Parte Potencia de 10 de
(con una sola cifra) decimal exponente entero

Un ndmero expresado en notacion cientifica tiene tantas cifras significativas como
cifras hay escritas (cinco en los dos ejemplos anteriores).

Es evidente que, al limitar el nimero de cifras decimales, se pierde exactitud,

pero, por otra parte, se gana en simplicidad y también en el conocimiento del or-
den de aproximacion del numero.

El uso de la calculadora cientifica facilita significativamente las operaciones
con numeros expresados en notacion cientifica. Observa el procedimiento
utilizado.

LAS TIC Y LA MATEMATICA

Para operar con nimeros expresados en notacién cientifica, las calculadoras cientificas dispo-
nen de una tecla especial para introducirlos en la pantalla:
Dicha tecla introduce el exponente entero de 10.

Asi, para introducir el nimero 4,72 - 10" debes teclear:

DoOODBEEEA

Y para introducir 3,45 - 10-°;

B OdBER B

Si ahora quieres efectuar la siguiente operacion (4,56 - 10™) - (5,1 - 10-9), debes teclear:

O EHOSCEBEBEBEan A
= | [232567]




Fijate en la forma de efectuar operaciones utilizando la notacién cientifica.

Efectua las siguientes operaciones.

a) 3,61-10°.127-108

b) 8,43 -107 + 6,24 - 106

a) Efectuamos, por separado, la multiplicacién de los

numeros decimales y la multiplicacion de las potencias
de 10, y aplicamos la propiedad asociativa.

3,61-10%-1,27 -10%= (3,61 - 1,27) - 10°+(8 =
-4,88-10"

ejemplo ]

b) En primer lugar, transformamos uno de los dos nume-

r

os expresados en notacion cientifica, de forma que

ambos queden multiplicados por potencias de 10 del
mismo orden.

8,43-107 +6,24 - 10°=84,3 - 10° + 6,24 - 10°

Y, a continuacion, aplicamos la propiedad distributiva.
84,3-10°+6,24 - 10°= (84,3 + 6,24) - 10°=

= 90,54 - 10% = 9,054 - 107

tro cifras significativas.
a) 2745983245679
b) 0,000 000 000 064 321 278

Asi:

Y, aproximando por redondeo, escribiremos:

b) Del mismo modo, podemos escribir:

Y, aproximando por redondeo:

Actividades

ejemplo [

Expresa los siguientes numeros utilizando la notacion cientifica. A continuacion, escribelos de forma aproximada con cua-

a) Para que la parte entera de este nUmero conste soélo de una cifra, debemos dividirlo por la unidad seguida de doce
ceros. Por tanto, para obtener el nimero inicial deberemos multiplicar por 10'2.

2745983245679 = 2,745983245679 - 10

2745983245679 =~ 2,746 - 10"

0,000 000000064 321278 = 6,432 1278 - 107"

0,000000000064 321278 ~ 6,432 - 10"

m Expresa en forma de potencias de base 10.
a) 0,000 000000 001
b) 0,00001 - 100-°
c) 0,000001-%-1000°
d) (0,1-0,00001):10000-*

m Escribe en notacion cientifica los siguientes nimeros.
Utiliza todas sus cifras.

2742 000; 0,0000000675; 4 diezmilésimas;
0,00000075; 512,577; 548,37 - 10%; 12 millones

m Escribe con todas las cifras los nUmeros siguientes.
5,42 - 10°%; 4,1876 - 107; 10-%; 1,57 - 1074, -3 - 102

— ¢ Cuantas cifras significativas tiene cada uno?

15
B

Efectua:

a

b

©
d
e
f)
g

) (9,536 - 109 + (5,63 - 109)
) (2,754 - 104

) (5,21 - 109 : (2,07 - 109
) (3,47 - 109 - (1,1 - 10°9)
) (1,1427 - 10")
2,3-107) - (4,510 : (9,1 - 109)

) 3,7-107%) - (7,83 -1079)

—Comprueba los resultados con la calculadora.

Ordena de menor a mayor estos numeros.

7
9

,863 - 107% 5,32 - 10%; 3,295 - 10° 4,25 - 10%;
,385 - 107%; 8,42 - 105; 3,56 - 10-%; 1,57 - 10"
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Combustible consumido (cl)

160
140
120
100
80
60
40+
204

0 T T T T

Distancia recorrida (km)

MUCHO oJo | [}

Magnitud es toda caracteristica
0 propiedad relativa a un cuer-
po que puede medirse.

Aquellas magnitudes que varian
su valor, como la distancia re-
corrida o el combustible consu-
mido, también reciben el nom-
bre de variables.

Notacion

Normalmente, para representar
la variable independiente se
utiliza la letra x, y para repre-
sentar la variable dependiente
se emplea la letra y.

Para decir que y esta en fun-
cion de x escribimos: y = f(x).

Las funciones suelen represen-
tarse con letras mindsculas f,
g, h...

FIJATE

En toda funcién, la imagen y de
un valor de x es Unica, pero
puede ocurrir que un valor de y
tenga mas de una antiimagen.

Por ejemplo, en la funcién que
asigna a cada numero su valor
elevado al cuadrado, el nimero 9
tiene dos antiimagenes: -3y 3.

P Funciones

A menudo, en la vida cotidiana se dan situaciones en las que se obtienen rela-
ciones de dependencia entre magnitudes.

Consideremos, por ejemplo, la siguiente situacion:

Beatriz se desplaza con su automovil. En el viaje consume 8 | de combustible
por cada 100 km o, lo que es lo mismo, 8 cl por km.

En este caso, el consumo de combustible depende de la distancia recorrida,
como se observa en la tabla.

Distancia recorrida en km (x) 0 5 10 15 20

Combustible consumido en cl (y) 0 40 80 120 160

Ademas, la dependencia cumple estas propiedades:

¢ | a variable distancia recorrida puede tomar valores de forma arbitraria; por eso,
la llamaremos variable independiente y la representaremos con la letra x.

® En cambio, los valores que toma la variable combustible consumido depen-
den de los valores de la variable x; por eso, la llamaremos variable depen-
diente y la representaremos con la letra y.

e A cada valor de la variable x le corresponde un uUnico valor de la variable y,
por lo que decimos que y esta en funcién de x, y lo simbolizamos por

y = f(x).

Una funcién es una relacion de dependencia entre dos variables, de
modo que a cada valor de la variable independiente le corresponde un
Unico valor de la variable dependiente.

2.1. Imagenes y preimagenes

Consideramos de nuevo la funcién f, que relaciona el consumo de combusti-
ble de un automovil con la distancia recorrida.

Cuando el automdvil ha recorrido 5 km su consumo es de 40 cl. Decimos que
la imagen de 5 por la funcion f es 40. Simbdlicamente escribimos f (5) = 40.

También decimos que la preimagen de 40 por la funcion f es 5.

K Imagen \ K Imagen \
X 40

y = 1f(x) 5
\ Preimagen/ \ Preimagen /

La imagen de un valor x por una funcion f es el valor que toma la varia-
ble y en relacion con el valor que tiene la variable x.

La preimagen de un valor y por una funcion f es el valor o valores de la
variable x a los que corresponde el valor tomado por la variable y.




2.2. Dominio y recorrido
Volvamos a considerar la funcién f, que relaciona el consumo de combustible
de un automovil con la distancia recorrida.

Imagina que el trayecto recorrido por Beatriz es de 20 km. Es decir, la variable
independiente distancia recorrida toma valores entre 0 km y 20 km.

Decimos que este intervalo de valores es el dominio de la funcién f. Se simbo-
liza de la forma: Dom(f) = [0, 20].

El dominio de una funcién f es el conjunto de valores que puede tomar
la variable independiente. Se representa por Dom (f).

La variable dependiente, combustible cosumido, varia de 0 cl en el punto de
partida a 160 cl en el punto de destino.

Decimos que este intervalo de valores es el recorrido de la funcion f. Se sim-
boliza de la forma: Rec (f) = [0, 160].

El recorrido o rango de una funcién f es el conjunto de valores que pue-
de tomar la variable dependiente. Se representa por Rec (f).

ejemplo [

Un depdsito de agua de 128 | de capacidad, inicialmente vacio, se llena a un ritmo de
4 | por minuto. Determina el dominio y el recorrido de la funcion y = f(x) siendo y el
volumen de agua que hay en el depdsito (en litros) y x el tiempo transcurrido (en mi-
nutos).

Como el depdsito tiene una capacidad de 128 | y se llena a un ritmo de 4 | por minu-
to, tardara 32 min en llenarse completamente. Asi, la variable x toma valores entre 0
min y 32 min. El dominio de la funcién es Dom (f) = [0, 32].

El volumen de agua que hay en el depdsito varia de 0 | con el depdsito vacio a 128 |
con el depdsito lleno. El recorrido de la funcion es Rec (f) = [0, 128].

Actividades

/%

Indica cuales de las siguientes relaciones de depen- m Indica cual es la variable independiente y cudl la

dencia son funciones.

a) Las horas del dia y la temperatura minima regis-
trada durante cada hora.

b) La duracién de una llamada provincial por la tar-
de y su valor en ddlares.

c) Un numero real y el triple de su cuadrado.
d) A cada numero natural se le asignan sus divisores.

e) A cada numero natural se le asigna el producto
de sus divisores.

f) El volumen de una esfera y el valor de su radio.
g) La edad en afos de una persona y su masa.

h) La longitud de una circunferencia y el valor de su
diametro.

variable dependiente del par de variables relacio-
nadas en cada uno de los siguientes casos.

a) El costo en ddlares que hay que pagar y el nu-
mero de boletos de avién adquiridos.

b) El costo de la factura del gas y los metros cu-
bicos consumidos.

Escribe simbolicamente:

a) La imagen del valor 5 por una funcion f es 16.

b) La imagen del valor \/ST por una funcién g es 3.

Un club excursionista formado por 325 socios ha re-

partido carnés numerados entre sus afiliados. Sea f

la funcién que hace corresponder a cada nimero de
carné su ultima cifra. Halla su dominio y su recorrido.
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FiJATE

Observa que la gréfica de una
funcién solo puede cortar el eje
OY en un punto. ;Sabrias expli-
car por qué?

CONTRAEJEMPLO

La siguiente gréfica no corres-
ponde a una funcién porque
existe al menos una vertical, el
eje QY, que corta a la curva en
dos puntos.

y

D

FIJATE

Una funcion es estrictamente
creciente si:
Xi<X, = fx;) <f(x,).

Una funcién es estrictamen-
te decreciente si:
Xi<X, =1fx,)>f(x,).

K] Caracteristicas de las funciones

Sabemos que una funcién f es una relacién de dependencia entre dos varia-
bles. La variable independiente “x” que pertenece al primer conjunto “A”, lla-
mado dominio de la funcién, se transforma segun la ley de f en “y”, que perte-
nece al recorrido de la funcion y es subconjunto de un conjunto de llegada
“B”.

Esta implicito que una funcién f necesita de dos conjuntos, uno de partida
que es el dominio “A” y uno de llegada “B”; de ahi se afirma que una funcién
vade “A”en “B”, y sedenotapor f: A =B .

Si los conjuntos A y B son subconjuntos del conjunto de los niumeros reales, a
la funcién f se le llama funcién real.

Existen funciones que no son reales, para ello basta que al menos un conjun-
to (de partida o de llegada) no sea subconjunto de los reales.

Ratifiqguemos que la variable independiente x es elemento del dominio de la
funcion que corresponde al conjunto A, mientras que imagen y (variable de-
pendiente) pertenece al recorrido de la funcién que es subconjunto del con-
junto de llegada B.

ejemplo

La funcion f relaciona la edad (en afos) de 10 estudiantes con su nombre, segun:
(Daniel, 14), (Sandra, 14), (Maritza, 15), (Pedro, 14), (David, 15), (Salomé, 13), (Diana,
14), (Rocio, 15), (Luis, 14) y (Santiago, 14).

El dominio de la funcién f que a su vez es su conjunto de partida es:
Dom(f) = A
= {Daniel, Sandra, Maritza, Pedro, David, Salomé, Diana, Rocio, Luis, Santiago}

El recorrido de la funcién f que a su vez es subconjunto del conjunto de llegada es:

Rec(f) = {13,14,15} CN
Observa que el recorrido no necesariamente es igual al conjunto de llegada.

Esta funcion f no es real puesto que el conjunto de partida A no es un sub-
conjunto del conjunto de numeros reales.

Si la funcién es real, la funcion f tiene una ley de formacién que explica el
como y esta en funcion de x, en general se denota por y = f(x).

Para las funciones reales resulta muy util la observacién y andlisis de su grafi-
ca, de ahi se puede ratificar su condicién de funcién, extraer los puntos de in-
terseccion, determinar su crecimiento o su decrecimiento, ratificar si es conti-
nua o no.

3.1. Funcion: criterio grafico

Para reconocer a una funcién desde su grafico, observaremos que toda verti-
cal trazada en su dominio debe cortar en un solo punto al mismo.



El grafico corresponde a una
funcién porque cualquier ver-
tical trazada en su dominio
[0,6] corta a la curva en uno y
solo un punto.

Altura (m)

3.2. Interseccidn con los ejes

En la grafica del margen se representa la posicion del ascensor de un edificio
de departamentos durante 16 minutos de funcionamiento.

Los puntos donde la gréafica cortan a los ejes de coordenadas se llaman inter-
seccion con los ejes, el que corta al eje OY determina a la ordenada al origen
y es unico en caso de existir. Los que cortan al eje OX determinan las raices
de la funcién, en caso de existir puede ser mas de uno.

En nuestra grafica el punto (0, —2) interseca al eje OY. Esta es la posicién del
ascensor cuando empieza a contar el tiempo. La ordenada al origen es —2.

Asi también, los puntos (1, 0), (4, 0), (8, 0) intersecan al eje OX. Los puntos
de indican los momentos en que el ascensor pasa por la planta baja. Las rai-
ces de la funcion son 1, 4, 8.

Si conocemos la ley de formacion de la funcion, para determinar el punto de
interseccion con el eje OY basta reemplazar al valor de la variable indepen-
diente por 0, y obtenemos el punto (0, f(0)).

De la misma manera, para determinar los puntos de interseccion con el eje
OX, basta reemplazar en la ley de formacion al valor de la variable dependien-
te por 0, y obtenemos los puntos de la forma (x, 0).

3.3. Crecimiento y decrecimiento

En el ejemplo del ascensor observamos intervalos en que él sube, otros en los
que permanece sin movimiento y otros en los que baja.

Diremos que la funcion que representa

Y el movimiento del ascensor es:
creciente

e Creciente si él no baja, esto se pre-
senta en los intervalos [0, 3], [5, 11]y
[13, 16].

Ao 15y ® Estrictamente creciente si él Unica-
o . mente sube, esto se presenta en los in-
'empo (i) tonvalos [0, 2], [7,9], [10, 111y [14, 16].

Posicién (planta)
[6)]

decreciente

Posicién (planta)

Y Puntos de

corte con OX

JAL

N/ 10 15y

\ Tiempo (min)
Punto de
corte con OY

FIJATE

Una funcién es creciente
six, <x, = flx,)=f(x,).
Una funcion es decreciente
six; <x, = fx,)=f(x,).

Una funcién es estrictamente
creciente

Six, <X, = f(x;)<f(x,).

Una funcion es estrictamen-
te decreciente

SiX; <X, =fx,)>f(x,).
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MUCHO OJQm ¢ Decreciente si él no sube, esto se presenta en los intervalos [2, 7], y

Una funcién es monoétona si
Unicamente es creciente o Uni-
camente es decreciente.

[11, 14].

¢ Estrictamente decreciente si él Unicamente baja, esto se presenta en los
intervalos [3, 5] y [12, 13].
3.4. Monotonia de una funcién a trozos

Si una funcidn es creciente y decreciente, un numero finito de veces, dicha
funcién es mondtona a trozos.

y

401 == 7

g E

© i

2 |

< |
0 3 6 X
Tiempo (s)

Consideremos la altura de una pelota lanzada en tiro parabdlico en funcion
del tiempo.

Fijate que en el intervalo de tiempo [0,3] la funcion es creciente, mientras que
en el intervalo de tiempo [3,6] la funcion es decreciente, por ello diremos que
la funcién es mondtona a trozos.

3.5. Continuidad de la funcion

Al gréfico de la funcidn f se le trazara una linea continua entre sus puntos si
sus variables aceptan todos los valores de un intervalo.

Para el ejemplo del ascensor, la variable independiente del tiempo acepta
cualquier momento entre [0, 16], pues el tiempo es continuo; asi también, la
posiciéon en las plantas acepta cualquier valor entre [-2, 6], al moverse el as-
censor entre plantas lo hace de manera continua, no en saltos entre ellas.

Ahora, si la funcién establece la relacion entre los cinco primeros dias del mes
y el numero de estudiantes
que ha asistido en un paralelo

de décimo de basica, tanto el 20 3.1 3’.1 3l2 3.1 8
dia del mes como el numero é =
de estudiantes solo se repre- & 27

sentan con numeros natura- & 5 _

les. No tiene sentido hablar @

del dia nimero 3,144 odeuna & |

asistencia de 32,7 estudian- % 10

tes, por ello no es valido unir “ |

con una linea continua a los

diferentes puntos de la grafi- 0 o ! ! ] . ! g
ca. Observemos el ejemplo: Dia del mes



3 Funcion constante

En este apartado vamos a estudiar las funciones constantes. Fijémonos en el

siguiente ejemplo.

La cuota del gimnasio al que acude Teresa es de $ 35 al mes.

La funcion que relaciona el gasto mensual que supone a Teresa el gimnasio
seguln el numero de dias que acude viene dada por la siguiente tabla de

valores.

Numero de dias (x) 0 5 10 15 20 25 30
Importe en délares (y) 3% 3% 3B I I I 3B
La gréafica de esta funcién es una semirrecta paralela al eje de absci- y
sas ya que no presenta ninguna inclinacion respecto al semieje positi- ———
vo de abscisas. 30
Esta grafica pasa por el punto de coordenadas (0, 35). El valor de la
ordenada en este punto, en el que x = 0, recibe el nombre de ordena- 207
da en el origen. 10-
Observamos que para cualquier valor de la variable x, la variable y no
varia.
0
Decimos que, es una funcion constante, cuya expresion algebraica es
y =35.
5 Una funcion constante es una funcion y
4
cuya expresion algebraica es de la forma
y = b, siendo b la ordenada en el ori-
gen. b y=b
Su grafica es una recta paralela al eje de
abscisas.
X
Actividades @_

m Un determinado trayecto en taxi cuesta $ 5. Construye una tabla de valores en
la que se vea la relacién entre el importe de la carrera del taxi y el nUmero de

ocupantes.
m Representa graficamente las siguientes funciones constantes.
ay=-2 b) y=3 c) y=-7

— Indica en cada una de ellas la ordenada en el origen.

E Patricia alquila una bicicleta durante una hora y le cuesta $ 4.

a) Confecciona una tabla de valores y representa la funcion que relaciona el pre-

cio del alquiler con los kilémetros que ha recorrido Patricia durante la hora.

b) ¢{A qué eje es paralela la grafica?

c) Calcula la ordenada en el origen y la pendiente de la recta obtenida.

FIJATE

La pendiente de una recta nos
mide la inclinacion de ésta res-
pecto al semieje positivo de
abscisas en el plano cartesiano.

En el caso de la funcion cons-
tante, como su gréafica es una
recta paralela al eje de absci-
sas, su pendiente es 0.
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Obtencion de la expresion algebraica
de una funcion constante

Determinar la expresion algebraica de una funcién constante que viene dada
por una tabla de valores o por su grafica es sencillo.

— Si la funcién viene dada por una tabla de valores, basta con observar el va-
lor constante de la variable y.

— En caso de que la funcién venga dada por su representacién grafica, ob-
servaremos el valor de la ordenada en el origen.

Veamos unos ejemplos.

ejemplo [:]
Escribe la expresion algebraica de la funcion dada por la siguiente tabla de valores.
X 1 2 3 4
y -2 -2 -2 -2

Para cualquier valor de la variable x, la variable y no varia. Por tanto, es una funcion
constante y su expresion algebraica es de la forma y = b.

Como la variable y es igual a -2, la expresion algebraica de la funcion es y = -2.

ejemplo [

Escribe la expresion algebraica de la funcion cuya grafica se muestra a continua-
cion.

<

= NN WO

6-5-4-3-2-1| 1234586 X

La recta es paralela al eje de abscisas. Asi pues, es una funcién constante y su ex-
presién algebraica es de la forma y = b.

Como la ordenada en el origen es igual a 5, la expresion algebraica de la funcién es y = 5.

Actividades G_
m Escribe la expresion algebraica de la funcion dada E Escribe la expresion Yy
por la siguiente tabla de valores. algebraica de la fun- 3+
cion dada por la 21
grafica de la dere- Ly
x | V2 8 4 cha. 5459 15344 %
y | 6 -6 -6 -6 ol
=31




K] Funcién de primer grado

La funcion real f de primer grado, también llamada afin, es aquella cuya
ley de formacién es un polinomio de primer grado en la variable x; por lo
tanto, esta ley tiene la forma siguiente: f(x) = mx + b; m # 0.

Una funcion de primer grado tiene por grafico a una recta oblicua, sea cre-
ciente o decreciente, trazada en el plano cartesiano.

Tanto el dominio como el recorrido corresponden al conjunto de los niume-
ros reales.

Dom(f) = Ry Rec(f) = R

En la forma general, la ley de formacion f(x) = mx + b, se tienen a las
constantes m y b; donde b es la ordenada al origen, que sefiala el corte
con el eje OY en el punto (0, b), y m se denomina la pendiente de la recta.
La pendiente m es la constante que indica el grado de inclinacién de la
recta, en coordenadas cartesianas rectangulares, es la proporcién en que
varia la ordenada “y” con respecto a la abscisa “x”.

Si la pendiente es mayor que cero, positiva la recta es creciente. En su
grafica se observa que al aumentar el valor de la variable independiente o
abscisa, el valor de la variable dependiente u ordenada, también

aumenta.

Si la pendiente es menor que cero, negativa la recta es decre-
ciente. En su grafica se observa que al aumentar el valor de la
variable independiente, el valor de la variable dependiente se re-
duce.

Observa el ejemplo cuya ley es: f(x) = 1,25x — 1:

y=0,25x+1

En esta funcion, la pendiente 1,25 es positiva, por lo tanto, ob-
servamos que la vertical (variacién de la ordenada) crece 1,25
cuando la horizontal (variacidon de la abscisa) crece 1; ademas la
ordenada al origen b es igual a -1.

Observemos otro ejemplo, cuya ley es: f(x) = —0,5x + 3:

En esta funcién, la pendiente es -0,5; es decir negativa, por lo
tanto observamos que la vertical decrece -0,5 cuando la hori-
zontal crece 1; ademas la ordenada al origen b es igual a 3.

Dejemos por un momento el estudio de la funcién de primer gra-
do o afin en términos generales, pues en caso de que la ordena-
da al origen b sea nula (b = 0), la funcién de primer grado recibe

el nombre de funcién lineal o de proporcionalidad directa.

5.1. Funcion lineal o de proporcionalidad directa

La ley de formacién de la funcién lineal es: f(x) = mx; m = 0.

Observemos los siguientes ejemplos que nos ayudaran a estudiar la fun-
cion lineal:

Un ciclista se desplaza a una velocidad constante de 40 km/h. La funcion
que relaciona el espacio recorrido y el tiempo transcurrido viene dada en la
siguiente tabla de valores.
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Espacio
(km)

160

140

120

100

80

60

40

20

1.2 838 4

B Fig. 1

5 Tiempo
(horas)

Tiempo (horas)

Nivel (cm)

V.

3

4 x

Una funcioén lineal o de proporcionalidad
directa es una funcién cuya expresion alge-
braica es de la formay = mx (m = 0), siendo
m la constante de proporcionalidad. : .

Su grafica es una recta que pasa por el ori-
gen de coordenadas y tiene pendiente m.

Tiempo en horas (x) 1 2 3 4

40 80 120 160

Espacio recorrido en kilémetros (y)

En este caso, la constante de proporcionalidad es:

40 80 120 160 _

1 2 3 4

40

La constante corresponde a la pendiente, que al ser positiva, expresa que
la funcién es creciente, y su ley de formacion es f(x) = 40x

Para calcular el valor de la pendiente basta dividir la ordenada para la abs-
cisa en cada par ordenado de latabla m = Y.
X

Consideremos ahora otro ejemplo.

Un embalse se encuentra lleno. Al abrir sus compuertas, el nivel del agua
desciende 1,5 cm cada hora; la funcién que relaciona la profundidad del
nivel del agua y el tiempo transcurrido esta dada por la siguiente tabla de
valores.

Tiempo en horas (x) 1 2 3 4

Nivel (y) -1,5 -3 -4,5 -6

En este caso, la constante de proporcionalidad es -1,5 y la ley de forma-
cion es f(x) = —1,5x cuya pendiente es negativa y observamos su grafica
decreciente.

En general, la funcién lineal o de proporcionalidad directa se define para
cualquier valor real de la variable x y expresa la relacién entre dos varia-
bles directamente proporcionales. Sus graficas pasan por el origen.

Y| y=mx(m>0) Y
y =mx (m<0)

Actividades

m Representa graficamente las siguientes funciones:

a)y=3x

b) y = —2x

c)y =0,4x d) y =-0,8x

Indica en cada una de ellas la pendiente y explica por qué pasan por el origen.

La sandia es una fruta con muy bajo aporte energético: 30 kcal/100 g. Elabora una tabla de la energia aportada
en funcion de la masa de sandia ingerida y dibuja la grafica correspondiente. Calcula la pendiente de la recta

obtenida.

Eﬂ Un alimento con un alto aporte energético son las nueces: 675 kcal/100 g. Elabora la grafica de la energia apor-
tada en funcién de la masa de nueces ingerida y comparala con la de la actividad anterior.



Obtencion de la expresion algebraica
de una funcion lineal

En el siguiente ejemplo, vamos a aprender el procedimiento para obtener la
expresion algebraica de una funcion lineal a partir de una tabla de valores.

ejemplo il
Escribe la expresion algebraica de la funcién dada por la Observamos que hemos obtenido en todos los casos el
siguiente tabla de valores. mismo valor.
X 2 4 6 8 Asi, las variables x e y son directamente proporcionales
1
y _1 D) _3 4 con constante de proporcionalidad 5 Se trata, pues,
de una funcion lineal cuya expresion algebraica es de la
Veamos si las variables son directamente proporciona- forma y = mx, siendo m la constante de proporcionali-
les o no. Para ello, calculamos los cocientes entre cada dad.
valor de la variable y y el valor correspondiente de la va-
riable x. Por tanto, la expresién algebraica de esta funcion lineal es
_ | - - 1
A 2_3_H4 y = ——x.
2 4 6 8 2

También podemos obtener la expresion algebraica de una funcion lineal a partir de su gréfica.

ejemplo [k

Escribe la expresion algebraica de la fun- Se observa que la grafica de la funcion es una recta que pasa por el ori-
cion dada por la siguiente grafica. gen de coordenadas. Se trata, por tanto, de una funcién lineal o de pro-
porcionalidad directa cuya expresion algebraica es de la forma y = mx,

) 4 siendo m la pendiente de la recta.

Para hallar la pendiente consideramos un punto cualquiera de la grafi-
ca, por ejemplo, el punto de coordenadas (1, -1).

La pendiente de la recta es el cociente entre y = -1 y x = 1. Por tanto, la
pendiente es m = -1.

Asi, la expresion algebraica de la funcion es y = —x.

Actividades G_

m Escribe la expresion algebraica de la funcion dada EN Escribe la ex-
por la siguiente tabla de valores. presiéon alge-

500 1

braica de la E 400t
funcion dada
X 2 3 S 8 por la grafica 2 |
de la derecha. 3 200
y 1,5 2,25 3,75 6 2

100 +

o/ 1 2 3 4 s
1001 Tiempo (horas)
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5.2. Funcion afin

Para definir la funcion afin, vamos a estudiar dos situaciones.

A las 0 horas pasa por el punto de control de una carrera de autos, un piloto
que circula a una velocidad constante de 90 km/h.

La funcioén que relaciona la distancia a la que se encuentra el auto del punto de
control con el tiempo transcurrido viene dada por esta tabla de valores.

Tiempo transcurrido en horas (x) 0 1 2 3 4 S

Distancia al control en km (y) 0 9 180 270 360 450

Podemos observar que es una funcién de proporcionalidad directa cuya ex-
presion algebraica es y = 90 x. Observa su grafica en la figura 1.

Veamos a continuacion la segunda situacion.

En ese momento a otro piloto que también circula a 90 km/h le faltan 50 km
para llegar al control.

En este caso tendremos la siguiente tabla.

Tiempo transcurrido en horas (x) 0 1 2 3 4 S

Distancia al control en km (y) -50 40 130 220 310 400

La gréafica de esta funcidn (fig. 2) es una semirrecta cuyo punto inicial tiene
coordenadas (0, -50). El valor de la ordenada de este punto, -50, es la orde-
nada en el origen.

Observa que cuando la variable x incrementa su valor en 1, 2, 3... unidades,
se produce un incremento de la variable y de 90, 180, 270... unidades, res-
pectivamente.

El cociente entre la variacién de la variable y con relacién al incremento de la va-

=——=—=90.

2 3
Este valor constante que se representa por m es la pendiente y mide la incli-
nacién de la semirrecta respecto al semieje positivo de abscisas.

riable x es un valor constante igual a 90:

La expresion algebraica de la funcidon que nos da la distancia al control del
segundo auto es y = 90x — 50. Diremos que es una funcion afin.

Z } Una funcion afin es una funcion cuya expre- y
sion algebraica es de la formay = mx + b

(m = 0), siendo b |la ordenada en el origen. y=mx+b(m>0)

b
Su grafica es una recta que pasa por el /
punto (0, b) y tiene pendiente m. / X

Actividades

5001
§ 400
©
© 3001
©
2 2001
a
100 T
o 4 2 38 4 5
Tiempo (horas)
B Fig. 1
500 1
€ 400+
=3
©
5300+
C
©
%200+
a
100 -
o1 2 3 4 s
1007 Tiempo (horas)
B Fig. 2

La funcion lineal y = 90x y la
funcion afin y = 90x - 50 tienen
la misma pendiente.

FiIJATE

Las funciones lineales son un
caso particular de funciones afi-
nes en las que b = 0.

y=mx + b (m<0)

AN

AN
L

m Representa graficamente las siguientes funciones afines: ay=2x+3

— Indica en cada una de ellas la pendiente y la ordenada en el origen.

b)y=-x+4



Notacion
El simbolo A significa ‘incre- de una funcién afin
mento o variacion de’ y corres-
ponde a la diferencia entre dos
valores.

Obtencion de la expresion algebraica

Aprendamos en el siguiente ejemplo cémo obtener la expresion algebraica de
una funcioén afin a partir de una tabla de valores.

Escribe la expresion algebraica de la funcion dada por
la siguiente tabla de valores.

X 1 2 3 4

y -1 1 3 5

Observamos que el cociente entre la variacion de la va-
riable y, Ay, con relacion al incremento de la variable x,
Ax, es un valor constante igual a 2.

Este valor constante es el valor de la pendiente, m.
Ay 1-(-1)  3-(-1)  5-(-1)

Ax 21  3-1  4-1

m =

ejemplo [

Se trata, por tanto, de una funcion afin.

Sustituimos el valor de la pendiente en la expresion alge-
braica y = mx + b. Asi, la expresion algebraica de la fun-
cibnesy=2x+b.

Calculamos la ordenada en el origen. Para ello, considere-
mos cualquier punto de la tabla de valores, por ejemplo,
el de coordenadas (1, -1).

Al sustituir sus coordenadas en la expresion algebraica de
la funcién y = 2x + b, tendra que verificarse la igualdad
obtenida.

1=2-14+4b < -1=2+b = b=-3

Por lo tanto, la expresion algebraica de la funcion es
y=2x-3.

También podemos obtener la expresién algebraica de una funcion afin a partir
de su grafica. Veamos un ejemplo.

Escribe la expresion algebraica de la funcion dada por
la siguiente representacion grafica.

Como la recta no es paralela al eje de abscisas, no se
trata de una funcién constante. También observamos
que la recta no pasa por el origen de coordenadas, por
tanto, no se trata de una funcién lineal.

Asi pues, se trata de una funcién afin.

Actividades

ejemplo [E]
Para obtener su expresién algebraica, tenemos que calcu-
lar la pendiente y la ordenada en el origen.

— Calculamos la ordenada en el origen b. Como la grafica
corta al eje de ordenadas en el punto (0, -2), la ordena-
da en el origen es b = -2. Asi pues, la expresion alge-
braica de la funcion esy =mx - 2.

— Calculamos la pendiente m. Para ello, nos fijamos en la
grafica y consideramos un punto de la recta cuyas
coordenadas sean faciles de determinar, por ejemplo,
el punto de coordenadas (3, -1). Como es un punto de
la recta, tendra que verificar la ecuacion de la recta:

-1=m-3-2 «3m=1 < m=

|~

y
Asi, la expresion algebraica de la funcibnes y = ?x -2.

E Escribe la expresion algebraica de la funcion dada
por la siguiente tabla de valores.

LF

E Escribe la expresion Y
algebraica de la fun- 2
cion dada por la  —
grafica de la dere- = P S R N

cha.
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] Ecuacién de una recta

Ya hemos estudiado que las graficas de las funciones constantes y de las afi-

nes son siempre rectas.

y=b

y=mx (m=0)

y=mx+b (m=0,b=0)

Toda recta paralela al eje de absci-
sas tiene una ecuacion de la forma
y = b, siendo b la ordenada en el ori-
gen, y es la grafica de una funcioén
constante.

Toda recta que pasa por el origen
de coordenadas y que no es para-
lela a los ejes de coordenadas tiene
una ecuacion de la formay = mx (m
= 0), y es la grafica de una funcién
afin lineal.

Toda recta que no pasa por el ori-
gen de coordenadas y que no es
paralela a los ejes de coordenadas
tiene una ecuacion de la forma
y=mx+b

(m =0, b =0),y es la grafica de una
funcion afin no lineal.

y y y

4 4+ 4

34 3+ B

24y 24 1

1 S 14

R R R W R RY, R R W B/ R R W

-1 4 -14

-2+ -2+ -2+
Ademas de éstas hay otro tipo de rectas que no corresponden a una fun-
cién, que son las rectas verticales. Veamos un ejemplo.
Consideremos tres puntos con la misma abscisa, por ejemplo (2, -3), (2, -1) y
2, 1).
Si representamos estos puntos en un sistema de coordenadas cartesianas,
observamos que estan alineados y que pertenecen a una recta paralela al eje

FiJATE de ordenadas.

El eje de abscisas viene dado
por larectay =0y el eje de or-
denadas por la recta x = 0.

Fijémonos en que el mismo valor 2 de la variable x se v
relaciona con cualquier valor de la variable y. Por
este motivo, esta grafica no corresponde a la de una
funcion. No obstante, podemos describir esta situa-

cién mediante la expresion x = 2.

MUCHO 0JO | ||

Una funcién es una relacion de

Toda recta paralela al eje de ordenadas tiene
una ecuacion de la forma x = a. Esta recta no
corresponde a la grafica de una funcion.

dependencia entre dos varia-
bles de modo que a cada varia-
ble x le corresponde un Unico

Actividades

valor de la variable y.

m Dibuja una recta que pase por el punto A(3, 4) y cuya ordenada en el origen

sea -2.

E Representa graficamente las siguientes rectas.

a)y=-3 b)y = -8

— Indica a qué eje de coordenadas es paralela cada una de ellas.



6.1. Obtencion de la ecuacion de una recta

Hemos visto que la expresion general de una recta que no es paralela al eje
de ordenadas es y = mx + b. En caso de que la recta pase por el origen de
coordenadas el valor de b seria 0 y en caso de que la recta fuese paralela al
eje de abscisas el valor de m seria 0.

Si queremos obtener la ecuacion de una recta, basta con conocer dos puntos
de ésta, o bien, un punto de la recta y el valor de su pendiente.

En los siguientes ejemplos, aprenderemos como obtener la ecuacién de una
recta a partir de dos puntos de ésta.

ejemplo fZ!

Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(1, 5) y B(2, -3).

Si los puntos A(1, 5) y B(2, -3) pertenecen a la recta, al sustituir sus coordenadas
en la ecuaciéon y = mx + b, deben verificarse las igualdades.

5-=-m-1+b -3=m-2+b
Hemos de resolver un sistema de dos ecuaciones ¢on dos incognitas.
5=m-1+b
-3=m-2+b

Al resolverlo, comprobamos que es un sistema compatible determinado cuya solu-
cibnesm=-8y b =13.

Por tanto, la ecuacion de larectaesy = -8x + 13.

ejemplo 4

Escribe la ecuacion de la recta de la figura siguiente.

Determinamos dos puntos de la recta, por ejemplo, Py Q: P(0, 2) y Q(2, 0).
A partir de aqui, procedemos como en el ejemplo 14.
Los puntos P(0, 2) y Q(2, 0) deben verificar las igualdades:
2=m-0+b O0=m-2+b
De la primera ecuacion, obtenemos:
b=2
Sustituyendo en la segunda ecuacion:

2m=-2 = m=-1

La ecuacion de larectaesy = —x + 2.

FIJATE

La pendiente de la recta deter-
minada por dos puntos es el
cociente entre la variacion de la
variable y con relacion al incre-
mento de x.

Asi, en el ejemplo 7, dados los
puntos A(1, 5) y B(2, -3), la pen-
diente de la recta que pasa por
AyBes:
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Los siguientes ejemplos nos muestran la obtencién de la ecuacion de una
recta a partir de la pendiente y un punto.

FIJATE ejemplo L&
1 GV = s 2 B Halla la ecuacion de una recta con pendiente -5 que pasa por el punto M(3, -1).
senta todas las rectas paralelas

que tienen pendiente m = 4 La pendiente de la recta es -5, es decir m = -5. Por tanto, la ecuacion de la recta es

y=-5x+b.

Como la recta pasa por el punto M(3, -1), se cumplira que:

1--5-3+b = -1=-154+b = b=14

@ oo <

Tenemos que la ecuacion de larectaesy = -5x + 14.

— Y :

34 ejemplo
Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(-2, 1) y es paralela a la recta
y=4x-5.

Si la recta es paralela a y = 4x - 5, tendra la misma pendiente, es decir, m = 4. Por

Decimos que y =4x + b es la ©
tanto, la ecuacién de larectaesy =4x + b.

ecuacion de un haz de rectas
paralelas. Como la recta pasa por el punto P(-2, 1), se tiene que:

1=4-(2)+b = 1=-8+b = b=9

Asi, la ecuacion de larectaesy =4x + 9.

ejemplo 5]
Halla la ecuacion de la recta de la figura del ejemplo 15 calculando en primer lugar la pendiente.
¥ El valor de la pendiente es m = Yy A== =-
\ 51 Ax -2-3
4T La ecuacién de larectaesy =-x+b.
\z\ Tomamos un punto de la recta, por ejemplo el M(1, 1). Este punto cumplira:

Ay Nk M
‘ N 1=(-1)-1+b = 1=-1+b = b=2

Y N Por tanto, la ecuacién de larectaesy = -x + 2.
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Actividades G_

m Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por E Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto

los siguientes puntos: A(1, -1) y cuya ordenada en el origen es igual a 3.

a) A2, -1)yB@4,3 b) P(-3,2)yQ(1, -4 .

) AR, -1)y B4, 3) ) PE3,2)y Ql, -4) BN Halla las ecuacio- ;J{ s

t

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el nes df 5 rret_ct(ejls \ L '

punto P(1, -6) y es paralela alarectay = -6x + 2. f, Sy tapartrde I I

la gréfica de la de- 52 > Y 5 3 4 5 x

m Determina la ecuacién de la recta que pasa por el ESIEL o

punto P(2, -3) y cuya pendiente es igual a 1.



Funcién de proporcionalidad inversa

El tiempo que tarda en llenarse una piscina esta en funcion de la superficie
que tenga la boca del grifo.

Si expresamos esta dependencia mediante una tabla de valores, observamos
que al multiplicar por una constante la superficie de la boca, el tiempo de llenado
queda dividido por la misma constante. Se trata, pues, de dos magnitudes in-
versamente proporcionales.

Superficie en cm? (x) 2 4 6 8

Tiempo en dias (y) 24 12 8 6

Tiempo (dias)

Se observa que el producto de un par de valores correspondientes es siem-

pre el mismo. Dicho producto corresponde a la constante de propor-

cionalidad inversa.

2-24=4-12=6-8=8-6=48

T~

En general, x - y = 48; es decir, la expresion algebraica de esta funcion es:

15 | 20 25 | x
48

Superficie (cm?) y =
X

Se trata de una funcién de proporcionalidad inversa. Esta funcién expresa la
relacion entre dos variables inversamente proporcionales.

En nuestro ejemplo, las dos variables sélo pueden tener valores positivos y la
grafica de esta funcion es una curva situada en el primer cuadrante de los ejes
de coordenadas, que denominamos rama de una hipérbola.

En general, una funcién de proporcionalidad inversa esta definida para cualquier
valor de la variable x distinto de 0, ya que no es posible la division entre 0.

Una funcion de proporcionalidad inversa es una funcion cuya expresion
algebraica es de la forma y = i (k = 0), siendo k la constante de propor-
X

cionalidad inversa.

7.1. Grafica

<

Veamos, ahora, la funcién definida por la siguiente expresion

a d»

algebraica:

|

|

\ y=—
\

X

A partir de la expresion algebraica, deducimos que las va-

- NN W

riables son inversamente proporcionales, con una constan-

~—~—— |
21, 23456789 te de proporcionalidad inversa k=x -y = 2.
2 La tabla de valores correspondiente es:
1
1
—§ X 1 2 4 -1 -2 -4

La grafica de esta funcion es una curva, con dos ramas, denominada hipérbola.
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Las ramas de la hipérbola estan en el primer y el tercer cuadrantes, puesto
que la constante de proporcionalidad inversa es positiva. Esto indica que las va-
riables x e y tienen el mismo signo.

Consideremos ahora la funcién cuya expresion algebraica es:
-2

y=—
X

<

A partir de la expresion algebraica, se deduce que las va-

. P . : d
riables también son inversamente proporcionales, con una 1
constante de proporcionalidad inversa k =x - y = - 2. IE
Confeccionamos la correspondiente tabla de valores. 3
—10—9—:;7 —6-5-4-3-2-1_ 3 9

X 1 2 4 -1 -2 -4 -t

1 1 2l
-2 -1 -— 2 1 — —4

y 2 2 =5 II

Ml

La grafica de esta funcion es, pues, una hipérbola.

A diferencia de la anterior, esta curva tiene una de sus ramas en el segundo
cuadrante y la otra en el cuarto, ya que la constante de proporcionalidad in-
versa es negativa. Esto indica que las variables x e y tienen distinto signo.

La gréafica de una funcién de proporcionalidad inversa es una curva con
dos ramas denominada hipérbola.

Si la constante de proporcionalidad inversa es positiva y
(k > 0), es decir, si las dos variables tienen el mismo

signo, las ramas de la hipérbola se encuentran situa- =K k>0 -k k<o)
. X X

das en el primer y el tercer cuadrantes. el

Si la constante de proporcionalidad inversa es negativa i X

(k < 0), las dos variables tienen signo contrario y las ra-
mas de la hipérbola estan en el segundo y el cuarto
cuadrantes.

Actividades @_

m Determina la constante de proporcionalidad inversa y escribe la expresion al-
gebraica de cada una de las funciones definidas por estas tablas de valores.

2) I 1 2 3 4 5 6
y 60 30 20 15 12 10
b)
X o 3 5 -6 -10 -15
y |-15 -10 - 5 3 2

— Represéntalas graficamente.




EJ Funcién exponencial

Se llaman funcién exponencial a todas aquellas que tienen su ley de forma-
cion de la forma f(x) = a*, en donde la base a, es una constante y el exponen-
te x la variable independiente.

Estas funciones tienen gran aplicacion en campos muy diversos como la de-
mografia, biologia, administracion, economia, quimica, fisica e ingenieria.

La funcién exponencial obliga a que la base sea positiva y diferente de uno
(@ >0ya=1). Lacondicion que a sea diferente de uno se debe, a que al
reemplazarlo por 1, la expresion a* transforma a la funcion en la funcién cons-
tante f(x) = 1.

Se nos plantea la siguiente situacion.

En un laboratorio se lleva a cabo el cultivo de diversas bacterias. Una de ellas
es la denominada Nitrobacter agilis, que se divide en dos, aproximadamente,
cada dia. Asi pues, si el primer dia tenemos dos bacterias, el segundo dia ten-
dremos cuatro y al cabo de una semana tendremos 27 = 128 bacterias.

Observa que la relacion que existe entre los dias transcurridos, variable x, y el
numero de descendientes, variable y, es una funcion dada por una potencia
de base 2, cuya expresion algebraica es y = 2*.

El problema durante la primera semana genera la siguiente tabla de valores.

Numero del dia (x)

Numero de bacterias (y) 2 4 8 16 32 64 128

La funcion que asigna a la variable independiente x el valor y = a* se lla-
ma funcién exponencial de base a, en la que a es un numero real posi-

tivo diferente de 1.

Actividades

EE Considera la funcién exponencial f(x) = 3* y calcula:

a) f(2)
b) f(-2)

E Una funcion exponencial tiene por imagen del 2, el 25. ;Cual es su base?

Eﬂ Calcula:

a) Las imagenes de 2, 3 y 4 para la funcién f(x) = 5*.
b) Las imagenes de 2, 3 y 4 para la funcion f(x) = [%J .

c) Las antiimagenes de 64 y 1 para la funcioén f(x) = 4*.

LAS TIC Y LA MATEMATICA

Para calcular una potencia con
la calculadora has de utilizar la

tecla:

Ademas en caso de que en la
potencia aparezca un entero ne-
gativo, debes usar las teclas:

El - B3

Asi, parala funcién y = 2%, el nu-
mero de bacterias descendien-
tes, y, en tres dias, x, sera:

BNEED
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La funciény = ka*

La funcién y = a* es un caso par-
ticular dey =ka*en laque k = 1.

La constante k representa el va-
lor de y cuando x = 0. Asi, por
ejemplo, si k = 1, las funciones
pasan por el punto (0, 1) y si
k =2 entonces, las funciones pa-
san por el punto (0, 2).

FIJATE

Las graficas de las funciones

1X
y =2%e =|— | son

simétricas respecto del eje OY.
y

Actividades

8.1. Grafica

Segun si la base de la funcion exponencial y = a* es mayor o menor que 1, exis-
ten dos tipos de gréaficas. Veamos qué tipo de grafica se obtiene para cada uno
de los casos.

* Funciény =a*sia > 1.

Consideramos la funcion, y = 2*.
Construimos una tabla para los valores de x (-2, -1, 0, 1 y 2) mediante el
empleo de la calculadora cientifica.

X -2 -1 0 1
y 0,25 0,5 1 2 4

Llevamos a cabo su representacion grafica. Fijate en que la funcion y = 2~
esta situada por encima del eje OX, corta al eje OY en el punto (0, 1), es es-
trictamente creciente y continua. Asi pues:

y=a* a>1

* Dominio: R; recorrido: (0, + »)

* Intersecciones con los ejes: corta al eje OY
en el punto (0, 1). 2t

* Es estrictamente creciente.

* Es continua.

-3 -2 -1 1 2 3 X

* Funcibny =a*sia < 1.

Consideramos la funcién y = [%} .

Como en el caso anterior, elaboramos una tabla de valores para los valores
dex (-2,-1,0,1y2).

X -2 -1 0 1 2
y 4 2 1 0,5 0,25

Llevamos a cabo su representacién grafica. Fijate en que dicha funcion esta
situada por encima de OX, corta al eje OY en el punto (0, 1), es estrictamente
decreciente y continua. Por ello:

y=a* a<1

* Dominio: R; recorrido: (0, + =)

* Intersecciones con los ejes: corta al eje OY
en el punto (0, 1).

¢ Es estrictamente decreciente.

* Es continua.

-3 2 - 1 2 3 X

a)y =3"
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EE Representa graficamente e indica las caracteristicas de cada una de estas funciones.
b)y=3>*

C)y=2x+1 d)y=2x—1



Daniel corre a una velocidad constante de 12 km/h. Su
vecino Omar ha salido a correr 1 h antes a una veloci-
dad constante de 8 km/h.

Determina el tiempo de ejercicio que lleva Daniel cuando
se encuentra con Omar y el espacio recorrido por ambos
hasta este momento.

p Comprension del enunciado

— Vuelve a leer el problema y enuncialo con tus propias
palabras.

— Anota los datos que te proporcionan y los que te piden.

» Planificacidon de la resolucion

Representamos por s, y s, las funciones que nos dan el
espacio recorrido por Daniel y por Omar en funcion del
tiempo transcurrido, variable t, desde la salida de Daniel.

Daremos valores del tiempo expresados en horas a la va-
riable t, puesto que la velocidad viene expresada en km/h.

Asi, el tiempo de ejercicio que lleva Daniel cuando se en-
cuentra con Omar serd la abscisa del punto de intersec-
cion de las graficas de las funciones s, y s,, y el espacio
recorrido por ambos en el momento del encuentro sera la
ordenada de este punto.

» Ejecucién del plan de resolucion
Si tomamos la salida de Daniel en el instante t = 0, la ex-
presion algebraica de la funcidon s, es s, =12t

Elaboramos la tabla de valores de la funcién s, para re-
presentarla posteriormente.

Tiempo en horas (t) 0 1 2 3

Espacio en kilometros (s ) 0 12 24 36

Cuando Daniel empieza el ejercicio, en el instante t = 0,
Omar lleva recorridos 8 km, por lo que la expresion alge-
braica de la funcién s, es s, =8t + 8.

Omar empez6 a correr 1 h antes que Daniel, por lo que ha
salido en el instante t = —1. Partiendo de este valor, elabo-
ramos una tabla de valores de la funcion s.,,.

Tiempo en horas (t)

Espacio en kilémetros (s ,)

Representamos graficamente ambas funciones sobre el
mismo sistema de coordenadas cartesianas.

Eeol

©

C 48

® X

73 N

w36 + S W2

3 /%x

24 + o
12 +

AER ERRERERD

Tiempo (h)

Observamos en la grafica que el punto donde se cortan
las dos rectas es P(2, 24).

Por tanto, Daniel encuentra a Omar cuando lleva dos ho-
ras de ejercicio y ambos han recorrido 24 km.

» Revision del resultado y del proceso seguido

Revisa los calculos realizados tanto en las operaciones
como en la elaboracién de las tablas.

Comprueba que las coordenadas del punto P(2, 24) verifi-
can las expresiones algebraicas de las funciones s, y s,.

/5

EE Vuelve a resolver la actividad A si tomas la salida
de Omar en el instante t = 0 y considerando los
siguientes datos:

e Daniel corre a una velocidad constante de
15 km/h.

e Omar corre a una velocidad constante de
10 km/h.

e Omar sale 30 minutos antes que Daniel.

Un auto parte de la ciudad A, que se encuentra
en el kilbmetro 0 de una carretera, y mantiene
una velocidad constante de 60 km/h. Otro auto
sale 2 h mas tarde del mismo lugar y circula por
la misma carretera con una velocidad constan-
te de 80 km/h.

Representa en un mismo sistema de coordena-
das las graficas de las funciones que relacionan
los kilémetros recorridos por cada auto en fun-
cion del tiempo transcurrido y contesta:

a) ¢Cuadl de los dos autos pasa antes por una ga-
solinera que esta situada en el kildbmetro 300?

b) ¢ Cuanto tiempo tardaran en encontrarse?

c) ¢Cuantos kildmetros habran recorrido hasta
que se encuentran?
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80

En resumen

* Un nimero expresado en notacion cientifica consta de un nimero decimal cuya parte entera tiene una sola cifra no nula, multi-
plicado por una potencia de 10 de exponente entero.

Ecuacion esdela > y=mx+b odela | x-2
de una recta forma forma
sim=0, sib=0ym=0, sim=0,
es la expresion es la expresion es la expresion
algebraica de una algebraica de una algebraica de una
Funcion lineal o s Un caso ., ,
i6 L — .5 Funcion afin
Funcion constante de proporcionalidad particular de
directa
Magnitudes si son magnitudes directamente po
proporcionales proporcionales, dan lugar a una
Funciones de primer grado
Funcion de — esdelaforma —> y =kix cuya gréafica es

proporcionalidad

y y

~
-

X

X

_J
T

Funcién exponencial esdelaforma — y cuya grafica es




Ejercicios v problemas integradores

K Un autobus interprovincial efectua su recorrido cuya distancia es 480 km
y su velocidad media es 80 km/h.

a) Calcula el tiempo que tardara en recorrer el trayecto.
b) Escribe una funcién que relacione el espacio recorrido con el tiempo.
c) Construye la tabla de valores de la funcion.

d) Representa graficamente la funcion en el intervalo de tiempo que dura todo
el trayecto.

e) Calcula la velocidad media que debe alcanzar el vehiculo para efectuar
el recorrido en una hora menos.

Solucién

Para resolver el problema partimos de asignar letras a las variables que se
presentan en el mismo, hay dos, al “tiempo transcurrido” desde el inicio del
viaje, variable que es independiente, le asignaremos a la “x” y a la “distan-
cia recorrida”, variable dependiente del tiempo, le asignaremos a la “y”. Em-
pecemos a resolver:

a) El tiempo que tardara en recorrer esta dado por la divisiéon entre la dis-
tancia y la velocidad (que indica la distancia recorrida por hora).
't — L = M =
Tiempo = » ﬁ_O_SO 6h
b) Si por cada hora transcurrida, la distancia recorrida es de 80 km, se evi-
dencia que la ley de formacion es: y = 80x.

Esta ley refleja el enunciado e inclusive ratifica el calculo anterior, pues
si reemplazamos al tiempo por x = 6, verificamos que la distancia reco-
rrida es de 480 km.

c) Tabla de valores:

0 80 160 | 240 | 320 | 400 | 480

d) Representaremos unicamente el segmento que va desde el origen, ini-
cio del viaje, (0, 0) hasta el fin del viaje (6, 480).

y

4801 (6, 480)

4004 (6, 400)

3004 (4, 320),

2401 (@, 240)

160 (@, 160)

R

Distancia en kilbmetros

X

0 1 2 3 4 5 6
Tiempo en horas
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e) Si queremos saber la velocidad media del mismo viaje, pero que tarde
una hora menos, tomaremos el valor x = 5, para la distancia de 480 km.

Velocidad media = 485?% = 96 km/h

Recuerda: No hay que exceder los limites de velocidad establecidos.

Un avion consume 50 ¢ (litros) de combustible en el despegue y 30 ¢ en el
aterrizaje. El consumo durante la travesia es de 20 ¢/km.

a) Escribe la expresién algebraica de la funcién que relaciona el consumo de
combustible con la distancia recorrida (incluyendo el despegue vy el ate-
rrizaje).

b) Calcula el consumo de combustible en una travesia de 7 000 km.

c) Determina la distancia que puede recorrer si carga 9 000 ¢ de combustible.

Solucion

a) Definamos las variables, la independiente “x” describe el kilometraje, mien-
tras que la dependiente “y”, el consumo del combustible en litros. El
consumo total es la suma del consumo por el despegue, mas el consu-

mo de vuelo, mas el consumo de aterrizaje.
Consumo total = 50 + 20 por kilémetro+ 30
y = 20x + 80

b) El consumo de combustible en la travesia de 7 000 km es calculado al
reemplazar x = 7 000 en la expresion algebraica encontrada.

y=20x + 80
y=20-7000 + 80
y=140080 ¢

c) La distancia que puede recorrer con una carga de 9 000 ¢ es calculado
al reemplazar y = 9 000 en la expresion algebraica.

y=20x+ 80
9 000 =20x + 80
20x =8 920
8920
X="20
X = 446 km

R: a) La expresion algebraica de la funciéon que relaciona el consumo de
combustible con la distancia recorrida es y = 20x + 80.

b) El consumo de combustible en una travesia de 7 000 km es 140 080 ¢

c) La distancia que puede recorrer con una carga de 9 000 ¢ es 446 km.



Ejercicios

m Comprension de conceptos y conocimiento de procesos

Notacion cientifica

Eﬂ Resuelve con la calculadora las operaciones indi-
cadas en la siguiente tabla expresando cada uno
de los resultados obtenidos en notacion cientifica.

A B A+B A-B A-B A:B

3,2-10° 2,5-10*

-6,2-10" 2,5-10"

1,510 1,5612-10

1,25-10* 3,1875 - 10°

Entra en estas paginas web: http://www.web-
math.com/k8round.html
http://www.webmath.com/sn_multiply.html
http://www.webmath.com/sn_divide.html

y comprueba los resultados de esta actividad.

Funcion constante

EEI ¢ Cuantos puntos de la grafica de una funcién cons-
tante necesitamos conocer para deducir su expre-
sion algebraica?

E La entrada a una piscina cuesta $ 3. Construye una
tabla de valores y representa graficamente el gasto
que le supone a una persona acceder a la piscina
respecto a los kildbmetros que ha nadado.

m Representa graficamente las siguientes funciones
constantes.

ay=-8 b)y=6 c)y=-3

Funcioén de primer grado

E ¢ Cuantos puntos de la grafica de una funcion lineal
necesitamos conocer para deducir su expresion al-
gebraica? Y de una funcion afin no lineal?

E ¢ Cuadles de las siguientes expresiones algebraicas
corresponden a funciones lineales, afines o cons-
tantes? ¢ Cuales no son funciones?
ay=8x-2
b)y=-5

C)x=4
dyy=7x
m La grafica de una funcion lineal pasa por el punto

(2, 6). Indica cual de los siguientes puntos pertene-
ce a la grafica de dicha funcion.

a) (4, 6) b) (1, 3) ©) (2, 4)
E Representa graficamente las siguientes funciones li-
neales.
ay=x b) y = —x Cc)y=-6x
— Indica en cada una de ellas la pendiente de la
recta.

oroblemas

E Construye una tabla de valores y representa grafica-
mente las funciones de proporcionalidad directa da-
das por estas relaciones.

a) El precio de una vivienda y su superficie, si cada
metro cuadrado cuesta $ 1500.

b) El gasto en gasolina de un auto y los kildbmetros re-
corridos, si cada 100 km gasta $ 8.
Las tarifas mensuales de tres companias de teléfo-
no son las siguentes:
A:$15
B: $ 0,10 por minuto
C: $ 5 méas $ 0,05 por minuto.

Indica, para cada una de las companias, el tipo de
funcién que relaciona el gasto mensual con el tiem-
po de las llamadas.

E Representa graficamente la funcion dada por la si-
guiente tabla de valores.

Distancia en km (x) 1 2 3 4

3,8 4,6 54 6,2

Importe en dolares (y)

— Indica qué tipo de funcién has representado.

— Calcula la pendiente y la ordenada en el origen.

E Representa graficamente las siguientes funciones
afines.

a) y=x-6 b) y=-2x+1 C) y=3x+2

— Indica en cada una de ellas la pendiente y la or-
denada en el origen.

@ La tarifa de un taxi en un recorrido interurbano es
de $ 2 de arranque mas $ 0,4 por cada kilémetro re-
corrido.

Representa graficamente la funcién que relaciona el im-
porte que hay que pagar con la longitud del recorrido.

El Halla las expresiones algebraicas de las funciones
afines dadas por cada una de las siguientes tablas

de valores.
a)  x -1 2 b) -5 5
y -5 7 y -4 -2

@ Representa graficamente estas funciones.

a)y=-3x c)y=-2x+4 e)y=2x
b)y=2x-3 dy=5 f) y=-6
— Indica si se trata de funciones lineales, afines o cons-

tantes. Sefala en cada una de ellas la pendiente y
la ordenada en el origen.

En tu cuaderno

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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E Halla la expresién algebraica de cada una de las
funciones indicadas a continuacién.

a) Una funcién constante cuya ordenada en el ori-
gen es 5.

b) Una funcién constante que pasa por el punto
P (-3, 4).
¢) Una funcién lineal cuya pendiente es - 3.

d) Una funcién lineal que pasa por el punto
P (3, 2).

m Halla la expresion algebraica de la funcion afin que
pasa por el punto P (2, 7) y cuya representacion gra-
fica es una recta paralela a la gréafica de la funcién
y=2X.

@ Halla la expresién algebraica de una funcion afin f si
f(1)+3=7f(2)y4-f(2)=r(6).

@ Representa graficamente la funcion f dada por la si-
guiente tabla de valores.

X 0 1 2 3
y 0 12 24 36

a) Indica qué tipo de funcién has representado.

b) Determina la pendiente de larecta y la ordenada en
el origen.

c) Halla el dominio y el recorrido de la funcién.

d) Determina los puntos de corte, los intervalos de cre-
cimiento y la tasa de variacion media en el inter-
valo [1, 3].
. 1 1
e) Obtén el valor de f para x= Ey X = -5
Halla la expresion algebraica de la funcién cuya re-
presentacion grafica es una recta en los siguientes ca-
SOs.

a) Pasa por el punto P (-3, 2) y forma un angulo de
45° con el semieje positivo de abscisas.

b) Pasa por el punto Q (3, 1) y forma un angulo de 30°
con el semieje positivo de abscisas.

Halla la expresion algebraica de la funcién afin que
pasa por el punto P (1, -5) y su ordenada en el ori-
gen es igual a -2.

Halla la expresién algebraica de la funcién afin cuya
representacién grafica es una recta que pasa por el

4
punto A (-2, 1) y cuya pendiente es igual a 3

R R R R R

Ecuacion de una recta

¢ Qué condicién deben cumplir las ecuaciones de
dos rectas para que sean paralelas?

¢ Cuantas rectas pasan por dos puntos dados?
¢ Cuantas rectas pasan por un punto dado? ;Y que
pasen por un punto y tengan pendiente igual a 47?
Razona tus respuestas.

Escribe las expresiones algebraicas de estas rectas.

/

Escribe las expresiones algebraicas de las funcio-
nes afines si sus graficas pasan por los puntos indi-
cados.

a) A(_1 1_3) y B(1, 9)
b) P(-2, 3) y Q(4, -6)
Determina la ecuacion de la recta en los siguientes
casos.
a) Pasa por los puntos A(-1, 10) y B(2, -17).

b) Pasa por el punto P(5, -1) y es paralela a la recta
y=7x+3.

c) Pasa por el punto A(3, -1) y la ordenada en el
origen es igual a -5.

d) Pasa por el punto P(8, 5) y la pendiente es 2.
Funcion de proporcionalidad inversa
Queremos construir triangulos cuya area sea 6 cm?.

a) Completa la siguiente tabla de valores correspon-
diente a la funcién que relaciona la base con la
altura de cada uno de los triangulos.

Base en cm (x) 2 4 6 8 10

Altura en cm (y)

b) Representa graficamente la funcion obtenida y
escribe su expresion algebraica. ¢De qué tipo de
funcion se trata?



El tiempo que tarda un auto en recorrer una determi-
nada distancia depende de la velocidad a la que
circule. La funcién que relaciona la velocidad cons-
tante a la que circula un auto con el tiempo que tar-
da en recorrer 600 km viene dada por esta tabla de va-
lores.

20 40 60 80 100 120
30 15 10 75 6 5

Velocidad en km/h (x)
Tiempo en horas ()

a) Representa graficamente la funcion dada por esta
tabla de valores y escribe su expresion algebrai-
ca. ¢De qué tipo de funcion se trata?

b) ¢ Cuanto tiempo tardara en recorrer 600 km un auto
cuya velocidad constante sea de 75 km/h?

En esta tabla aparecen algunos valores corres-
pondientes a una funcién de proporcionalidad in-

versa.
x |5 -4 -3 22 -1 1 2 3 5
1 g
= 5 10

a) Determina la constante de proporcionalidad in-
versa y la expresion algebraica de la funcion.

b) Completa la tabla de valores y representa grafica-
mente la funcién.

Funcién exponencial

Halla los valores desconocidos de la siguiente tabla
de valores sabiendo que corresponde a una funcion de
la forma f(x) = k - a*~' (a es un numero real positivo
diferente de 1).

) 1 2 3 4

fog) | 6,528 40,8

[£] En un laboratorio hay dos cultivos de bacterias cuyos
respectivos crecimientos vienen dados por las funciones
An)=5-1,32"yB(n) =2 -2,4", donde n es el tiempo ex-
presado en horas y A(n) y B(n) los miles de bacterias.

a) Utiliza la calculadora cientifica y completa la siguiente
tabla.

n |l o 1 2 3 4
A(n)
B(n)

b) A partir de los datos que aparecen en la tabla, indi-
ca aproximadamente al cabo de cuanto tiempo los
dos cultivos tendran el mismo nimero de bacterias.

E El gréafico de la funcion f(x) = k - a* (a es un numero real
positivo diferente de 1) pasa por el punto P (0, 5) y la
imagen de 2 por dicha funcién es el doble de la ima-
gen de 1. Halla los valores de k y de a.

En una ciudad viven 2,5 millones de habitantes y su
tasa de crecimiento anual en los ultimos afios ha
sido del 6 %. Si se mantiene esta tasa de crecimien-
to en los préximos afos:

a) Halla la funcién que permite calcular el numero
de habitantes en funcion de los afos transcurri-
dos y completa la siguiente tabla.

Tiempo transcurrido
en anos (x)
Numero de habitantes
en millones (y)

10

b) Representa graficamente la funcién obtenida.

Aplicacion en la practica

E Para ir a patinar un dia festivo con los comparneros
y las compafieras de clase alquilamos unos patines.
El precio del alquiler es de $ 12 diarios.

a) Representa graficamente la funcién que relaciona
el importe del alquiler segun el numero de horas
diarias de uso de los patines.

b) ¢ Cual es la pendiente de la recta obtenida?

El metro cuadrado de papel que se utiliza para em-
papelar una habitacién de 40 m? cuesta $ 3.

a) Confecciona una tabla de valores y representa
graficamente la funcion que relaciona los metros
cuadrados de pared con el importe.

b) ¢ Cuanto cuesta el papel necesario para empape-
lar toda la habitacion?

La longitud de la sombra que proyecta un edificio, a
una hora determinada, y la altura del edificio son
magnitudes directamente proporcionales. Indica las
expresiones algebraicas de las funciones de propor-
cionalidad directa que se obtienen en los siguientes
casos.

a) Un edificio de 24 m, a las 8 de la mafana, pro-
yecta una sombra de 30 m.

b) El mismo edificio, a las 10 de la mafnana, proyecta
una sombra de 20 m.

— Construye una tabla de valores para los 6 m,
12 m, 18 m y 24 m de altura del edificio, y re-
presenta graficamente ambas funciones.

— Determina la pendiente de cada recta.
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— ¢ Qué crees que ocurrirda a las 11 de la mafa-
na? ;Las sombras seran mayores o menores?

E Hay dos gimnasios que prestan sus servicios en el
barrio, el primero llamado “Cuerpo sano” establece
un costo semanal de $ 7 con obligatoriedad de ins-
cripcion minima de 5 semanas siendo la primera
gratuita, el otro gimnasio “Salud y deporte” propone
una inscripcion minima de dos semanas a un valor
de $ 6 semanal.

a) Construye, para cada uno de los gimnasios, la ta-
bla de valores relativa a las diez primeras sema-
nas de inscripcion.

b) Expresa algebraicamente como varia el costo en
cada uno de los gimnasios al aumentar el tiempo
de inscripcion.

c) Representa graficamente las funciones obtenidas
para cada gimnasio.

d) Cuanto pagara una persona al cabo de 5 sema-
nas de asistencia en cada uno de los gimnasios?

e) (Al cabo de cuantas semanas es mas econémico
el gimnasio “salud y deporte”

f) El valor de inscripcion pagado por una persona
es de $ 48 ;En qué gimnasio se inscribié?
¢ Cuantas semanas?

EE Un atleta participa en la carrera 10 K (10 km), orga-
nizada por la Federacion Provincial de Deportes, él
mantiene una velocidad de 5 m/s.

a) ¢A qué distancia de la partida se encontrara luego
de transcurrir 5 minutos? 20 minutos?

b) ¢ Al cabo de cuanto tiempo se hallara a 4 km de la
partida?

c) ¢ Cuanto tiempo le faltara por recorrer si ha llega-
do al kilbmetro 77?

d) Escribe la expresion algebraica de la funcién que
relaciona la distancia a la que se halla el atleta de
la partida.

e) Representa graficamente dicha funcion.

R R R

ey

:¥ Formen equipos y busquen tablas de valores co-
rrespondientes a estas relaciones.

e Cifras de poblacion de varias provincias del pais.

e Temperatura media de varias provincias del pais
durante el primer trimestre de 2011.

— Representen graficamente dichos valores € in-
terpreten oralmente las graficas presentadas.

Puedes informarte en la pagina http://www.inec.gob.ec

Mas a fondo

En un jardin rectangular se quiere reservar un espa-
cio triangular para construir un parterre.

8m

4 m

a) Expresa el area del parterre A(x) en funcion de x.
b) ¢/Qué valores puede tener x?
c) Halla A(2) y A(4).

d) Expresa el area de la parte del jardin que no tiene
parterre, B(x), en funcién de x.

e) Representa graficamente las funciones A(x) y
B(x).

f) ¢Pueden estar situadas las graficas de las funcio-
nes A(x) y B(x) en el segundo cuadrante?

m Un ciclista parte de un pueblo A hacia un pueblo B
con una velocidad constante de 40 km/h. En el mis-
mo instante, otro ciclista parte del pueblo B hacia el
pueblo A con una velocidad constante de 60 km/h.

Si la distancia entre los dos pueblos es de 100 km,
escribe las expresiones algebraicas de las funcio-
nes que relacionan con el tiempo las siguientes
magnitudes.

a) La distancia del primer ciclista al pueblo A.

b) La distancia del segundo ciclista al pueblo A.

c) La distancia que separa los dos ciclistas.



m Una disolucién de 3,6 - 102 particulas se ha llevado a

ebulliciéon y en una hora se ha evaporado el 48 % de la
disolucion. ¢ Cuantas particulas quedan finalmente?

m Sobre un prisma cuadrangular, cuya base tiene 4 cm

de lado, se apoya una piramide de igual base que el
prismay de altura 3 cm.

4 cm

a) Determina la funcién de primer grado que expre-
sa el volumen de este sélido con relacion a la al-
tura del prisma.

b) Representa graficamente la funcién anterior.

c) Halla el volumen del sélido si la altura del prisma es
de 2 cm.

[« = una esquina de una parcela cuya forma es la de

un triangulo rectangulo se quiere construir una casa
rectangular cuya superficie sea la mayor posible. For-
men grupos de 3 alumnos, observen la figura y cal-
culen cuales deben ser sus dimensiones.

20 m

30m \

Representamos por x € y las dimensiones del rec-
tangulo.

20—y

X 30 —x

Por semejanza de triangulos:

20 vy _20(30-x)

= = d y ::20——£1X
30 30 — x 30 3

A=x-y=Xx 20—£x =20x—£x2
3 3

2
Representamos la funcién f(x) = _EXZ +20x:

///// S
//,/,/
Y
P( 15, 150)
1501 ----=------3 .
1001
501 i
/ 5 10 15 20 25 3\( X

La funcién tiene un maximo en x = 15.

Si x = 15, entonces:
y:20—£~x:20—£-15:10.
3 3

Asi, el area sera maxima si el rectangulo tiene
15 m de base y 10 m de altura.

En una empresa dedicada a la construccion de
gruas han comprobado que los gastos mensuales (en
millares de ddlar) que produce la fabricacién de x gru-
as vienen dados por la funcién G(x) = x + 9 y que los
ingresos (en millares de ddlar) que proporciona su ven-
ta vienen dados por la funcién I(x) = —x? + 7x +1 . Halla
cuantas gruas debe construir en un mes para que el
beneficio obtenido sea el maximo.

La funcion beneficio viene dada por:
B(x)=1(x)-G(x)=
=-x2+7x+1-(x+9)=
=-x?+6x-8
Si representamos esta funciéony = -x? + 6x - 8,

obtenemos una parabola con las ramas hacia
abajo y con el vértice en:
— —_ ph2
v| 2B, 4ac=b” | ya,)
2a 4a

Por tanto, esta funcion presenta un maximo para
x = 3. Es decir, el beneficio sera maximo si la em-
presa construye 3 grdas en un mes.
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Coevaluacion

Si logras resolver el 70 % de estas actividades individuales y grupales, puedes avanzar.

1. Expresa en notacion cientifica el nimero 456,78 1. ;Cual de las siguientes funciones afines tiene por

-10%, grafica una recta con pendiente 4 y ordenada en el
origen -37?

2. Indica Igs valores de my b para que.la expresiéon a) y=-3x+4 b) y=4x-3 ) y=4x+3
algebraica y = mx + b corresponda a:
a) Una funcion constante. 2. Determina la expresion algebraica de una funcion
b) Una funcion lineal o de proporcionalidad directa. afin si su grafica pasa por los puntos A(1, 4) y
c) Una funcién afin. B(@3, 7).

3. Determina la repre- y
sentacién grafica . / 3 3. Determina la ecuacion de la recta que pasa por el
que corresponde a punto P(1, 1) y tiene pendiente igual a -2.
cada una de las si- 1
guientes funciones. ) ) o
a) y=2 X 4. Indica cual de las siguientes rectas es paralela al
b) y=2x eje de ordenadas.
C) y=x+1 __ _ 1 _
Q) Y= x+1 a) x=-6 b) y=x+ c)y=5
e) y=-2x

4. Representa graficamente las funciones y = 2x,
y=x2ey =2~ ¢Tienen algun punto en comun? ¢ Cual
crece mas rapidamente para x > 0?

Buen Vivir

Ciencia, tecnologia e innovacion

Actividades E

Tasa de crecimiento demografico

Py EB Consulten por Internet los Gltimos datos del
INEC para establecer cual es la poblacién ac-
2 tual de 0 a 14 afos, 15 a 64 afos, y de 65

x & afios en adelante.
é 1 A Visiten las oficinas del Instituto Nacional de

Estadisticas y Censos (INEC) si viven en Quito
o la pagina Web www.inec.gob.ec si viven en
0 - - ] provincias, para consultar cual es su funcién
1985 1990 1095 2000 2005 2010 en el Estado ecuatoriano.

3] ¢ Donde creen que aumentd mas la poblacion en

De acuerdo a la estadistica del Banco Mundial que los Ultimos diez afios, en la ciudad o en el cam-

graficamos para los ultimos 19 afios, el crecimiento
demografico de la poblacién ecuatoriana permite es-
tablecer que en 1990 registraba un 2,3 %,
en 1995 bajo al 1,9 %, para el 2000 habia des-
cendido al 1,4 %, y a partir de entonces, se man-
tiene en un rango del 1,1 % hasta el 2009 que
describe la grafica. Sin embargo, de acuerdo al
ultimo Censo de Poblacion realizado por el INEC
el 2010, entre 2001 al 2010 se ha dado un creci-
miento aproximado al 1,5 % por afio.

po? ¢Por qué?

n ¢ Saben cudl es la esperanza de vida de los ecua-
torianos, a qué puede deberse?

A ¢ Crees que nuestro pais necesita innovacion?, en
qué ambitos?;,como podemos ser innovadores?

[ 6 ¢ Qué idea innovadora puedes proponer para
el pais?
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a unidad de temperatura que usamos habitualmente es el grado

Celsius (°C). En ciertos paises anglosajones, la unidad de tempe-
ratura es el grado Fahrenheit (°F). La correspondencia entre estas dos
escalas de temperatura es una funcion afin.

Punto de fusién del agua

Punto de ebullicion del agua

0°C 100 °C
32 °F 212 °F
Ley de Hooke Ley de Boyle-Mariotte

La ley de Hooke es una ley de fisi-
ca que relaciona la masa colgada
de un muelle, m, con la elonga-
cién que éste experimenta, e.

La dependencia entre estas dos
magnitudes es de proporcionali-
dad directa. Observa:

m=ke

El valor de la constante de pro-
porcionalidad k depende de cada
muelle.

Demuestra tu ingenio

La ley de Boyle-Mariotte es una
ley que cumplen los gases someti-
dos a temperatura constante. Esta
ley relaciona la presién, P, que se
ejerce sobre una cantidad de gas
y el volumen, V, que éste ocupa.

La dependencia entre estas dos
magnitudes es de proporcionali-
dad inversa.

LS

%4

P -

El valor de la constante de propor-
cionalidad k depende del valor de
la temperatura y de la cantidad del
gas.

V,=02m?
P, =100atm [~

V,=20m?3
1 P,=1atm

Un caracol baja por un plano inclinado de 5 m de longitud y
3 m de desnivel con una velocidad constante de 0,02 m/s.

Deduce la expresion algebraica que relaciona la altura a la
que se encuentra el caracol con el tiempo.

Temperatura (°F)
150

100

AT i

| T | |
=150 -100 -50 50 100 150
Temperatura (°C)

50—

~100—

Calculadoras graficas
y computadores

Algunas calculadoras presentan una
tecla w que permite represen-

tar graficamente funciones.

Estas calculadoras muestran en
pantalla la grafica de una funcién
una vez introducida su expresién
algebraica para un determinado in-
tervalo de valores de x.

Existen calculadoras que incorpo-
ran programas informaticos de
gran utilidad en la representacién
grafica de funciones, como es el
programa Derive.

Busca en Internet programas educativos que permitan la representacion grafica de funciones e intenta re-
presentar los tipos de funciones estudiadas.

Si no encuentras alguno, puedes conectarte a http://www.xtec.es/~mgarc127/
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Buen vivir: Educacion, cultura y saberes ancestrales.

Bloques: Numérico.
Relaciones y funciones

Disponemos de un listén de aluminio para enmarcar un cuadro rectan-
gular pintado por la comunidad de Tigua. Si la anchura del listén es x
cm y las dimensiones del cuadro son x +15 cm y x +12 cm, halla:

a) Un polinomio que exprese, en centimetros, la longitud de liston ne-
cesario para enmarcar el cuadro.

b) La longitud de listdn necesario para enmarcar el cuadro si el valor
de x es 4 cm.

p http://www.museohnc.fcm.unc



Expresiones algebraicas y numéricas
Polinomios y fracciones algebraicas

Ampliaras tus conocimientos sobre nimeros reales, polinomios y aprenderds a operar con fracciones algebraicas.

Destrezas con criterios de desempeno

e Utilizar el lenguaje algebraico con precision para ex-
presar e interpretar informacion.

e Operar con numeros reales aplicados a polinomios.

e Efectuar operaciones con polinomios y fracciones
algebraicas.

¢ Presentar de manera claray ordenada la resolucion
de los problemas.

e Confiar en las propias capacidades para resolver
problemas.

% Prerrequisitos

Recuerda

e Calcula el doble de 6, el triple de 12 y la quin-
ta parte de 25.

— ¢,Como representarias el doble de un nu-
mero cualquieraa? ¢ Y el triple? ¢Y su quin-
ta parte?

e Calcula el area de un circulo de 5 cm de radio.

¢ Cémo expresarias el area de un circulo de un
radio r cualquiera?

e El numero de alumnos de EGB sobrepasa
en 15 el nimero de alumnos de Bachillerato.
Indica cuantos son estos ultimos si el nUme-
ro de alumnos de EGB es:

a) 336 b) Un numero desconocido a

e Calcula el valor que se obtiene al sustituir a

por -3y b por 1 en la expresion siguiente:
2

2-a°-4-a-b

e Un numero es multiplo de otro si se obtiene
multiplicando este Ultimo por un ndmero natural.

Ejemplo: 45 es multiplo de 15.

Un nUimero es divisor de otro si, al dividir el se-
gundo entre el primero, la division es exacta. Ejem-
plo: 3 es divisor de 45.

Evaluacion diagnostica
e Calcula:

a)—14x3 +lx3 —ix3 b) - 5x*-2x? +£x6
3 5 2

Educacion, cultura y saberes ancestrales

Constitucion de la Republica del Ecuador, 2008.

¢ Resuelve:

e Calcula:
a) El m.c.d. de los numeros 30, 45 y 100.
b) El m.c.m. de 300 y 660.

e ;Qué edad tendras dentro de 4 afos? ¢;Qué
edad tenias hace 6 afos?

e Elena mide 170 cm y es 8 cm mas alta que
Juan. ;Cual es la estatura de Juan?

e Calcula el area de un rectangulo de 50 cm de
base y 35 cm de altura.

e Ffectlia; 22 x2%; 3% x32x37; 28x34x25x 38
e Escribe el nimero que falta en las siguientes
expresiones.

e Completa cada apartado con un mismo nu-

mero.
a)4x(..-5=3x...
b)5-...=4x..-5

Art. 377. El sistema nacional de cultura tiene como finalidad fortalecer la identidad na-
cional; proteger y promover la diversidad de las expresiones culturales; incentivar la li-
bre creacion artistica y la produccion, difusién, distribucién y disfrute de bienes y servi-
cios culturales; y salvaguardar la memoria social y el patrimonio cultural.
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* Se denominan términos de
una expresion algebraica los
ndmeros Y las letras que estan
unidos Unicamente por la mul-
tiplicacion, es decir, cada uno
de los sumandos.

Asi, la expresion 2x3y - 5xy?
+

+ 3x tiene tres términos: 2 x3y,
-5xy%y 3x.

* Cada término consta de una
parte numérica, llamada coe-
ficiente, y una parte formada
por letras con sus exponen-
tes, que recibe el nombre de
parte literal.

y2
Coeficiente
Parte literal

* Si dos términos tienen la mis-
ma parte literal, diremos que
son términos semejantes.

MUCHO 0JO | [}

Al escribir una expresién alge-
braica, debemos tener en cuen-
ta que:

* Cuando el signo de la multipli-
cacién aparece entre letras o
entre un numero y una letra,
suele suprimirse.

* El factor 1 no se escribe.
* El exponente 1 no se escribe.

¢ Generalmente, no se escribe
el signo de multiplicar delante
de un paréntesis.

Expresiones algebraicas y numéricas

Si conocemos los valores de los catetos y de la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo, facilmente podemos calcular su perimetro y su area.

Por ejemplo:
Catetos: 3cmy 4 cm Hipotenusa: 5 cm
5cm .
4cm Perimetro:5cm+3cm+4cm=12cm
Area = 3cm-4cm 6cm?
3cm

Si desconocemos el valor numérico de uno o varios de los lados, podemos
utilizar letras que los representen.

Observa cémo expresamos en este caso la informacion.

Catetos: byc Hipotenusa: a

¢ Perimetro:a+b +c

A b-c
rea = —_—
b 2

En el primer caso hemos utilizado Unicamente numeros; en el segundo, nume-
ros y letras.

Las expresiones:

a b o) a+b+c

reciben el nombre de expresiones algebraicas.

Una expresion algebraica es una serie de numeros y letras relaciona-
dos mediante los signos de las operaciones aritméticas.

Tengamos presente que las operaciones que efectuamos con expresiones al-
gebraicas son las mismas que las que realizamos con numeros solamente v,
por tanto, cumplen las mismas reglas.

Para leer una expresion algebraica basta con nombrar los nimeros, las letras
y los signos que contiene en el orden en que aparecen. Asi:

se lee
5a%2+b cinco a cuadrado mas b

También es frecuente construir una breve frase que la defina. Fijate en los si-
guientes ejemplos:
2a ~ > dobledea
3b — 5
2
(@-b)?

mitad del triple de b
cuadrado de la diferenciaentreay b
a+b > cociente de la suma de a y b entre cuatro

4
3(b+c)? > triple del cuadrado de lasumadebyc



La traduccién del lenguaje cotidiano al lenguaje algebraico puede resultar
algo mas dificil, sobre todo si los enunciados son compuestos. En estos ca-
S0S es conveniente seguir los pasos que se indican:

Procedimiento Ejemplo

Leemos con atencic')rj el enunciado | | 5 diferencia entre el cubo de un niimero y el triple del cuadrado de otro nime-
que debemos traducir. ro es igual al doble de su suma.

Escogemos la letra o letras que re- =« g para el primer nimero
presentaran las cantidades desco-

nocidas. * b para el segundo

Traducimos al lenguaje algebraico « Primer nimero:a — cubo de a: a2
cada una de las partes que com-

ponen el enunciado * Segundo nimero: b — cuadrado de b: b2 — triple del cuadrado de b: 3b?2

* Diferencia entre el cubo de a y el triple del cuadrado de b: a® - 3b?

e Sumadeayb:a+b — dobledesusuma — 2 (a+b)

Escribimos la expresion corres-

pondiente al enunciado completo. a®-3b?=2(@+bh)

1.1. Valor numérico

Hemos visto que la diferencia entre el cubo de un nimero y el triple del cua-
drado de otro numero se traduce al lenguaje algebraico como:

a®-3b?

Si queremos calcular esta diferencia para los nimeros a =4 y b = 2, basta con
sustituir estos valores en la expresion anterior y operar.

a®-3b2=4%-3-22=-64-3-4=52
El numero obtenido, 52, es el valor numérico de la expresion algebraica.
El valor numérico de una expresion algebraica es el nimero obtenido al

sustituir las letras por niumeros determinados y efectuar las operaciones
indicadas.

Si ahora sustituimos las letras por otros numeros, el valor numérico obtenido
sera distinto. Asi, el valor numérico de una expresion algebraica no es unico,
pues depende del valor que se dé a la letra o letras que en ella intervienen.

Actividades G_

[ 1| Expresa cada frase en lenguaje algebraico. A Escribe una frase que defina cada una de las si-
a) El doble de la suma de ay b guientes expresiones algebraicas.
a)a+3b? b) a®-2b

b) El cuadrado del triple de x.

¢) El doble del cubo de y menos el cuadrado del El Halla el valor numérico de las siguientes expresio-

doble de x. nes algebraicas parax =2 ey = 3.
d) El triple del guadrado de a menos el cociente de a) 2X + Xy b) 2xy +3x
a entre b es igual al doble de b. 3
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El grado de un monomio con
mas de una variable, como por
ejemplo 3x2y3, se obtiene su-
mando todos los exponentes de
las variables.

Asi, diremos que el monomio
3x2%y® es de grado 5, de grado
2 respecto de x y de grado 3
respecto de y.

De manera andloga a como he-
mos visto con los monomios en
una variable, para que dos mo-
nomios con varias variables
sean semejantes deben tener la
misma parte literal; por ejemplo
-4zy?x yTxzy2

CONTRAEJEMPLO

La expresién 5X* no es
un monomio porque el ex-
ponente de x no es un nu-
mero natural.

Polinomios

Intuitivamente diremos que un polinomio es la suma o resta de términos alge-
braicos, el término algebraico basico es el monomio, el monomio en una va-
riable “x” en general se encuentra elevada a un exponente y se multiplica por
una constante. Observa como expresamos en lenguaje algebraico cada una
de las siguientes magnitudes:

El volumen de un cubo de arista x: X2
El area de un circulo de radio x: TX?
La longitud de una circunferencia de radio x: 2mx

Definamos formalmente al monomio:

Un monomio en una variable “x” es una expresion algebraica de la forma
ax", en la que a es un numero real y n un nimero natural.

Dado el monomio ax”, la parte numérica a es el coeficiente del monomio y el ex-
ponente n de la variable x es el grado del monomio en esa variable.
Grado n=0

Coeficiente « — g x "

I

variable

Observa que 3x° = 3, puesto que cualquier potencia de exponente 0 vale 1.
Por lo tanto, los monomios de grado 0 sélo constan de coeficiente.

Dos monomios son semejantes si tienen la misma parte literal; por ejemplo,
los monomios 2 x®y -4 x5.

Formalmente definiremos al polinomio en una variable asi:

Un polinomio en una variable x es una expresion algebraica que puede
reducirse a la formaa,x" +a,_,x"~'+ ...+ a,x + a,, en la que los coefi-
cientesa,, a,_;, ..., @;, @, Son numeros reales y n es un nimero natural.

A laizquierda estan representadas tres figuras geométricas de altura “x”: un cua-
drado, un triangulo y un rectangulo. El area de cada una de ellos puede expre-
sarse de esta manera:

A =X X =x? Atriéngulo=L'2‘x=x A =4 - x=4x

'cuadrado 2 rectangulo

Y el area total sera la suma de las tres areas.
2 2
A =X°+X +4 X =x%+5x

e El polinomio A(x) = x2 + 5x, es de grado 2, puesto que éste es el mayor de
los grados de sus términos.

El grado de un polinomio es el mayor de los grados de sus términos.

e En caso de que la altura de las figuras sea x = 2 m, podemos calcular facil-
mente la suma de las areas. Para ello, basta sustituir este valor de la x en la
expresion polindmica A(x) = x2 + 5x y operar.

AR)=22+5-2=14

Asi pues, si la altura es 2 m, la suma de las areas es de 14 m2.
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Es conveniente escribir un po-
linomio en forma reducida y or-
denado de mayor a menor gra-
e Después de sumar las areas hemos agrupado y reducido los términos seme- do.

jantes y hemos ordenado los términos resultantes de mayor a menor. Asi

pues, decimos que el polinomio A(x) = x2 + 5x esta ordenado y reducido.

El valor numérico del polinomio P(x) para x = a es el nimero que se obtiene
al sustituir la variable x por el nimero a y efectuar las operaciones indicadas.
Se representa por P(a).

Asi, el polinomio

P(x) = x - 2x® - 2x% + 5x -
-3-x2-2
escrito en forma ordenada y re-
ducida resulta:

P(x) = -2x> - 3x?> + 6x - 5
Esta manera de escribir un po-
linomio nos permite identificar
de forma rapida su grado y su
término independiente. Ade-
mas, nos facilitara las opera-
ciones que debamos efectuar
con él.

¢ El polinomio A(x) = x2 + 5x carece de término independiente (de grado 0). Al
no tener términos de cada uno de los grados menor o igual que 2, decimos
que el polinomio es incompleto.

Tradicionalmente se decia que el monomio esta formado por un término y el
polinomio esta formado por la suma de al menos dos términos, si son dos
se llama binomio, tres trinomio, etc.; sin embargo, cuando nos refiramos a
los polinomios hablaremos de monomios, binomios, trinomios y, en general,
a expresiones de uno o varios términos.

Adicion y sustraccion de polinomios

Para restar (sustraer) dos polinomios, se aplica el al-
goritmo de la resta, el cual indica que se convierte en
la suma del minuendo con el opuesto del sustraendo
y se procede como en el caso de adicion.

Para sumar (adicionar) dos o mas polinomios
hay que asociar a los términos de éstos en tér-
minos semejantes y se procede a sumar sus
coeficientes.

En el caso de monomios:
4x%+7x2 =(4+7)x*=11x?2

En el caso de polinomios:

(5x3+3x2—3x+4) + (-4x3+2x — 6) =
(6x3 —4x3) + (Bx?) + (-3 +2X) + (4—6) =x® +3 x2—x-2

En el caso de monomios:

— 4x2% — (=7Xx%)= 4x?+7x°= (—4+7)x? = 3x?

En el caso de polinomios:

(Bx3+3x2—3x +4) — (-4x3 - 7x% + 2x2 - 6) =

(5x%+ 3x%2—3x + 4) + (4x3+ 7x? — 2x + 6)

(53 + Ax3)+BX2 +7x2)+(-3x — 2%)+(4+6)=9x® +10x2 — 5x + 10

A Escribe la indeterminada, el coeficiente y el gra-
do de los siguientes monomios.

453 18b°

-25 ix7
4

B Ciasifica en monomios semejantes:

12x3,6y?, -3y?, -25, %XS, \/7

A Escribe tres monomios que tengan el mismo co-
eficiente y el mismo grado pero que no sean se-

mejantes.

Calcula:

a) s 4 2y
3

B Efectia las siguientes operaciones reduciendo

términos semejantes.

a)2x%-4x%+5x3

b) 425 + (-32°)

b)x2-4x3+2x%+5x3

L

EX calcula:
2 1

a) 2y® +—y°® - —y° +5y°

3 9
b)16a®-4a+7a%-5a°
c) X2 - 2x2 - 5x? + 7x?

) Reduce y ordena estos polinomios.
a) P(x) = 6x* — 11x% - 3x? + 3 — 8x? + 3x°
b) Q(x) = 3x® + 12x2 - 2x3 + 6 - 3x + 2x
C) R(x) = 2x* — 4x + 4x® - 8 + 2x% - 4x

— A continuacion, indica si son completos o in-
completos.

EEl Dados los polinomios P(x) = 3x® -2x> - x -5y
Q(x) = x*> - 2x + 4, calcula:
a) P(x) + Q(x) b) Q(x) - P(x)

95
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Multiplicacion y division de polinomios

Para multiplicar monomios, se asocian y operan los coeficientes y las partes
literales por separado, recordando que al multiplicar potencias de igual base
se mantiene la base y se suman los exponentes.

ax™- bx" = (a-b)x™"

En el caso de la divisién de monomios, igual que en la multiplicacién, se
asocian y operan los coeficientes y las partes literales por separado, recor-
dando que al dividir potencias de igual base se mantiene la base y se restan
los exponentes.

ax™+ bx" = (a+ b)x™"con bx"= 0
Para multiplicar dos polinomios procedemos segun el siguiente cuadro.

Multiplicacion de polinomios

Procedimiento

Para multiplicar dos polinomios, multiplicamos
el primer polinomio por cada uno de los mono-
mios del segundo y después sumamos los po-
linomios resultantes:

— Escribimos los dos polinomios uno debajo del
otro.

— Debajo, y en filas diferentes, escribimos los po-
linomios resultantes de multiplicar el primer
polinomio por cada uno de los monomios de
que consta el segundo polinomio.

— Sumamos los polinomios obtenidos.

El resultado es un polinomio de grado igual a la
suma de los grados de los polinomios iniciales.

Ejemplo

Muiltiplica los polinomios P (x) =5x3 +3x? -3x +4y
Q(x)=4x3+2x-6.
5x3+ 3x%2- 3x+ 4

-4x%+ 2x- 6

-30x%-18x2+18x-24
10x4+ 6x%- 6x%+ 8x

-20x%-12x5+12x%-16x°

—20x8 - 12x%+22x%-40x°% -24x%+26x - 24

P) - Q(x) =-20x%-12x5+22x% - 40x3 - 24x2 + 26x - 24

Para dividir dos polinomios procedemos segun el cuadro siguiente.

Procedimiento

1. Escribimos los dos polinomios ordenados se-

Ejemplo

Divide el polinomio 3x% + 2x% — x2 — 4 entre el polinomio

gun las potencias decrecientes de x. Si el X3 +2x% + 1.
polinomio dividendo es incompleto, dejamos
espacios en blanco correspondientes a los tér- 3x° + 2x° - x? - 4 | X% +2x% + 1
minos que faltan.
2. Dividimos el primer monomio del dividendo 3 x5 + 2x3_-  x2 _ 4 | X3 +2x2 +1
(en este caso 3x5) entre el primer monomio del . . ) 5
divisor. Multiplicamos el cociente obtenido por —3x° - 6x - 3 3x
el divisor y escribimos el opuesto del resul-
tado.
3. Restamos el producto obtenido del dividen- 3x° + 2x% - x2 - 4 | x%+2x% +1
do. Ello equivale a sumar el opuesto. _3x5 —6x? _ 3x2 3x2
—-6x4+ 2x3 - 4x?



Procedimiento

Ejemplo

|X3+2X2+1

4. Se baja el siguiente término del dividendo, en 3x° + 2x% - x? - 4
nuestro caso no hay, y se repite el mismo pro- —3x5 - 6x* - 3x2
SO.
ceso -6x* + 2x3 - 4x2
6x4 + 12x3 + 6x
5. El proceso continla hasta que se obtiene 3x° + 2x° - x? - 4
un resto de grado menor que el grado del -3x°%-6x*4 - 3x?
divisor. ZBx4+ Ox3_ 4x?
En el ejemplo, el grado del divisor es 3 y he- 6x% + 12x3 + 6x
mos obtenido un resto de grado 2.
14x3 - 4x2 +6x - 4
— 14x3 — 28x? - 14
-32x2+6x -18

Observa que el grado del polinomio cociente es igual a la diferencia entre los
grados del dividendo y el divisor. Por lo anterior la divisién de polinomios solo
admite que el grado del dividendo sea igual o mayor que el grado del divisor.

Al igual que en la divisibn de numeros enteros, la division de polinomios tam-
bién verifica la igualdad:

Dividendo = divisor - cociente + resto

P(x)=Q(x)-C(x)+R(x)

P(x) 1Q(x)

R (x) C(x)
En el ejemplo tenemos:
3 +2x3 - X2 -4 =(x®+2x2+ 1) - (Bx%- 6x + 14) + (-32x*+ 6x - 18)

Verifica esta igualdad.

3x2 - 6x

|X3+2X2+1

3x2 -6x +.14

Actividades

EA cacula:
a) 8x2 — 28x“ + 4x? c) 3a’ - 6a
b) 204 + 4x d) 6x® = 2x2

KK Dados los polinomios P(x) = 3x® -2x*> — x - 5y Q(x) = x> — 2x + 4, calcula:
a) P(x) - P(x) b) QKX)°=Q ) - Q) - QK

K Efectiala siguiente divisién de polinomios.

(2x® + 4x% - 5) = (x> + 3)
— Comprueba que se verifica la igualdad:
Dividendo = divisor - cociente + resto

m Efectla estas divisiones.
a) 0C+y%) + (x+y)
b) (-2x3+ 3x - 5) = (X2 + x — 2)
c) (Bx® +2x2-7x +5) + (x> - x + 5)

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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Divisibilidad de polinomios
Puesto que 2 - 6 = 12, podemos
decir:

« 12 es miltplo de 2. 5.1. Multiplos y divisores

* 12 es multiplo de 6.
* 2 es divisor de 12.
* 6 es divisor de 12.
« 12 es divisible por 2. Decimos que el polinomio C(x) es multiplo de los polinomios A(x) y B(x).

El producto de los polinomios A(x) = 2x + 1 y B(x)= x — 2 cuyo resultado es el
polinomio C(x) = 2x2 — 3x - 2. Verifica la igualdad C(x) = A(x) - B(x).

V2 ER R per e Puesto que A(x)- B(x) = C(x), si dividimos C(x) : A(x), la division es exacta y

su resultado es B(x). De igual manera si dividimos C(x) : B(x), el resultado es

«t}_’ A(x); por ello diremos que A(x) y B(x) son divisores de C(x) o que C(x) es divi-
\% S . sible por A(x) y B(x). Comprueba las operaciones con los polinomios dados.
Un polinomio es miiltiplo de otro si se obtiene multiplicando este ultimo

por un polinomio. Un polinomio es divisor de otro si, al dividir el segun-
do entre el primero, la division es exacta.

5.2. Teorema del resto

Comprueba que al dividir el polinomio P(x) = x®+ 5x2 - 2x — 24 entre el polino-
mio x~3, obtenemos el resultado de x+ 8x + 22 y un resto de 42.

Una vez comprobado, el resultado obtenido nos permite escribir:
P(Xx) = (x —3)-(x®+ 8x + 22) + 42

Ahora, calculemos el valor numérico de P(x) para x = 3:
P(3)=3°+5:32-2-3-24=27+45-6-24=42

Lo cual es evidente en la expresion obtenida:
PR =@B-3)-(F+8-3+22)+42=0+42=42
El resultado obtenido es valido en general y se conoce como teorema del resto.
El resto de la division del polinomio P(x) entre x — a es igual al valor

MUCHO 0OJO m numeérico del polinomio P(x) para x = a.
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El nimero real a es un cero

o0 raiz del polinomio P(x) si L. . .
Pa) = 0 Ahora, calculamos el valor numérico para x=-4 para el polinomio

P(x)=x3+5x>—2x—-24:
P(-4) = ~(-4)3+5-(~4)P -2 (~4) — 24 = 64 + 80 + 8 = 24 = 0

Como el valor numérico x= —4 para el polinomio P(x) = x%+ 5x° — 2x — 24 es cero, di-
remos que P(x) es divisible por x+4 y podemos concluir que —4 es una raiz de P(x).

5.3. Factorizacion

Un polinomio con varios divisores puede expresarse como producto de otros
polinomios de menor grado, asi por ejemplo:

2x2-3x-2=2x+1) - x-2)

Descomponer factorialmente un polinomio o factorizar un polinomio
consiste en expresarlo como producto de otros polinomios del menor
grado posible.




Resumamos algunos métodos para factorizar: MUCHO 0JO m

El factor comun siempre que exista, es extraer de cada término de un polino- Las identidades notables que

mio aplicando la propiedad distributiva recolectiva. puedes utilizar en la descom-
_ 3_ .3, posicion factorial de los poli-
Pl =x'=3=x (x-3) nomios son:
Aplica las identidades o productos notables, recuerda que al iniciar la factori- °(a+bP?=a?+2ab+b?
zacioén se debe extraer el factor comun si existe. «(@a-bp=a?-2ab+b?

° . _ —_02_Hh2
PX) =x3+6x2+ W =x-(x®+ 6x + 9) =x- (x + 3)? [l e [A=l8)=a" =l

Observaste que luego de extraer el factor comun x el trinomio resultante tiene la forma de un producto nota-
ble en el que el primero y tercer término son cuadrados perfectos y el segundo término es el doble producto
de las raices del primero y tercer términos, por ello, es el cuadrado de la suma de sus raices.

En general cuando el trinomio de segundo grado P(x) = ax?+ bx + c es factorizable en los reales, es igual al
producto P(x) = (px + q)- (x + s)siysolosip-r=a, p-s+qg-r=b y qg-s=c.

2x2+5x =12 =(px + q)- (X + 8) = (2x — 3)- (x + 4)

Para buscar py r, se descompone en factores al 2~ = 2 - 1; para encontar qy s, se descompone en factores
al -12~ = (-3) -4 y se comprueba que el producto de p- s+ q-rseab.

Observa que el polinomio x2+ 4 no puede descomponerse en factores, por ello diremos que es un polino-
mio irreductible.

Un polinomio es irreducible si no puede descomponerse en producto de
dos factores de grado mayor o igual que 1.

La afirmacién anterior nos permite ratificar que descomponer factorialmente
(factorizar) un polinomio consiste en expresarlo precisamente como pro-
ducto de polinomios irreducibles.

Una importante aplicacion de la factorizacién es el calculo del maximo co-
mun divisor y del minimo comun multiplo, para calcularlos se procede del
mismo modo que con los nUmeros enteros.

El maximo comun divisor (m.c.d.) de dos o mas polinomios es todo po-
linomio de grado maximo que sea divisor de todos ellos. Si el suelo de la habitacién mide

820 x 440 cm y debemos cubrirlo con
baldosas cuadradas lo mas grandes
posible, éstas tienen que medir:
m.c.d. (820, 440) = 20 cm.

Actividades @_

IE Utiliza la regla de Ruffini para averiguar si los siguientes IE Descompodn en producto de dos factores los siguentes

El minimo comun multiplo (m.c.m.) de dos o mas polinomios es todo
polinomio de grado minimo que sea multiplo de todos ellos.

polinomios son divisibles por x + 5. polinomios.
a) x*+10x>+3x-54 Db)2x*+3x® - 35x2 + 9x + 45 a) x> -1 c) 4x2 + 6x°3 + 4x*
Escribe un polinomio que sea simultaneamente mul- b) 10x* - 15x* + 5x d) 7x° - 2x?

tiplode x + 4 y de 2x? + 3x - 2
Eﬂ Calcula el m.c.d. y el m.c.m. de los polinomios

; Puede ser x = 6 raiz del polinomio x?> + 3x — 15?
13 ) > * X3+ 2X2 = 5x = 6y 26 — 2x2 — 4x.
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Fracciones algebraicas

Del mismo modo que la division entre dos numeros enteros puede expresarse
en forma de fraccioén, la division entre dos polinomios da lugar a las fracciones
algebraicas. Asi, las siguientes expresiones son fracciones algebraicas.

X 4x+3 3x2 -2x+3

X +1 X2 +4 2x% —4x

Los polinomios que representan los dividendos son los humeradores y los que
representan los divisores son los denominadores.

Se llama fraccion algebraica en una indeterminada x al cociente de dos

polinomios en la indeterminada x en el que el numerador es un polino-
mio cualquiera y el denominador, un polinomio distinto de 0.

Representaremos las fracciones algebraicas por:

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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£ P(x)
i 10 conQ(x) # 0
5 Y70 son fracciones equivalentes. QK
Aligual que las fracciones numeéricas, las fracciones algebraicas pueden ser equi-
valentes.
: : Px)  R(x) i :
Las fracciones algebraicas —— son equivalentes si se cum-
Q) =~ Sk

ple que: P(x) - S(x) = Q(x) - R(x)

X +1 . x2 -1
es equivalente a —x2 X puesto que:

Asi, la fraccion algebraica

x+1) - x?2=-x)=x((x2-1)

x2-x=x%-x

FiJATE Actividades @_
S,L;S fra;;;xi)ones algebraicas B2l indica cuales de las siguientes expresiones son fracciones algebraicas.
—— y —— son equivalentes, 2x3 + x? 5x2 —x
aw s LS 3x% 2 SxE = x J2
. X2 +1 1-x2

escribimos:

PK) _ RK) o2 1

Qx Sk EA Escribe dos fracciones equivalentes a 1

X2 —4x+3
Escribe una fraccion equivalente a T de denominador x> - 9.

m Averigua si estas fracciones algebraicas son equivalentes.

X2 -2 2x%2 —4x
3x +1 6x2 +2x
X +1 ; 2x2 +1
X2 +1 3x



Antes de empezar a operar con una fraccion algebraica es conveniente simpli-
ficarla, de este modo los calculos que realicemos seran mas sencillos.

Observa, en el siguiente ejemplo, cdmo procedemos para simplificar una
fraccion algebraica.

ejemplo [
x3 +2x2 -5x-6
x3 -3x-2 )
— En primer lugar, factorizamos el numerador y el denominador.
X3 +2x2 -5x-6  (x+1)-(x-2)-(x +3)
X3 -3x-2  (x+1)-(x+1)-(x-2)

Simpilifica la siguiente fraccion algebraica:

— A continuacion, suprimimos los factores comunes.
X3 +2x2 -5x -6 _ (x#T) - (x~2) - (x +3) _ x+3
X® -3x -2 M-(x+1)-9</2/) X +1

Para sumar y restar fracciones algebraicas es preciso que éstas tengan deno-
minador comun. Observa en el siguiente ejemplo el procedimiento que emplea-
mos para reducir dos fracciones algebraicas a minimo comun denominador.

ejemplo ¥
2

Reduce a minimo comun denominador las fracciones y .
2x+4 " x? -4

— Calculamos el m.c.m. de los denominadores.
2X+4=2-(x+2)
X2-4=x+2)-(x-2)
m.cm. 2x+4,x2-4)=2-(x+2):- (x-2)=2x2-8
— Dividimos el m.c.m. por cada uno de los denominadores.
P-x+2)- x-2]+2-x+2)]=x-2
2-x+2)-x-2)]+[x+2) - x-2)]=2

— Multiplicamos el numerador y el denominador de cada fraccion por el cociente
correspondiente.

X-(x-2  x2-2x 2.2 4

@Cx+4-x-2 2x2-8 (x2 —4)-2 2x2 -8

Hemos obtenido dos fracciones algebraicas equivalentes a las de partida cuyo deno-
minador es el minimo comun multiplo de los denominadores de las fracciones iniciales.

MUCHO 0JO [}

Reducir fracciones a mini-
mo comuin denominador sig-
nifica hallar unas nuevas frac-
ciones equivalentes a las pri-
meras cuyo denominador es
el minimo comun mdltiplo de los
denominadores de las fraccio-
nes dadas.

Actividades @_
E Simplifica la siguiente fraccién algebraica. m Reduce a minimo comun denominador:
2x -2 X 2
X2 —-3x+2 4x+4 " x?>+4x+3

10
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MUCHO 0JO ..
a. c _a+c
b b b

6.1. Operaciones con fracciones algebraicas

Veamos ahora la forma como debemos proceder para sumar, restar, multiplicar
y dividir fracciones algebraicas. En todos los casos, los procedimientos son si-
milares a los que utilizamos con las operaciones de fracciones numéricas.

Suma
Para sumar fracciones algebraicas debemos seguir los pasos siguientes:

— Si las fracciones no tienen el mismo denominador, se reducen a minimo co-
mun denominador.

— Se suman los numeradores.

— Se deja el denominador comdun.

ejemplo

X2 +2 x—1
x5 -2 x5 -2

Suma las siguientes fracciones algebraicas:
— Estas dos fracciones algebraicas tienen el mismo denominador, por lo tanto, no
es necesario reducir a minimo comun denominador.

— Su suma es la fraccién algebraica que tiene como numerador la suma de los nu-
meradores y como denominador el denominador comun.

X2 +x+1
x3 -2

X2 +2+x-1

x% -2

x -1
x3 -2

X2 +2
+
x3 -2

Resta

Para restar fracciones algebraicas el procedimiento es el mismo que hemos
visto en la suma, excepto que ahora se restan los numeradores.

ejemplo E
, Lo + 2 . . L.
Efectta la siguiente resta: — s X . Factorizamos los denominadores de cada fraccion,
X2 —-x-2 X2 —3x+2
X +3 ox Determinamos el m.c.m. de los denominadores para

K1) x-2) K-)K-2)

X+3)(x-1)

convertir en fracciones equivalentes con denomina-
dor comun.

m.c.m. (x2-x - 2), x?-3x +2 =
x+1) (x-2) (x-1)

2X (x +1)

Restamos las fracciones, para esto, se restan los
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x+1)(x-2)(x-1)  (x-1)(x-2) (x +1)
(x+3)(x-1)-2x(x +1) _
x+1)(x-2) (x-1)
x’+2x-3-2x%2x
(X*-x-2)(x-1)
-x*- 3
x3-ox2-x+2

numeradores y se mantiene el denominador

Operamos el numerador, respetando la jerarquia de
operaciones, primero se multiplica y luego reduci-
mos términos semejantes (suma o resta).

Multiplicamos los factores del denominador.



Multiplicacion

El producto de dos fracciones algebraicas es otra fraccion algebraica cuyo nu-
merador es igual al producto de los numeradores y cuyo denominador es igual
al producto de los denominadores.

ejemplo &)

X2 +2
x3 -2

Multiplica las siguientes fracciones algebraicas: X=T,

X+1

— La multiplicacion de dichas fracciones algebraicas se obtiene efectuando el pro-
ducto de numeradores y el de denominadores.

x2+2)-(x-1)

x® -2 (x+1)

x2+2_x—1 X% —x2 +2x -2

x® -2 x+1 X4 +x%8 -2x-2

Division

El cociente de dos fracciones algebraicas es la fraccion algebraica que resulta
de multiplicar la primera por la inversa de la segunda.

ejemplo [&]
. 2
-

+1
Efectda la siguiente operacion: X
x2 +3

— Para dividir estas dos fracciones algebraicas, multiplicamos la primera fraccion por
la inversa de la segunda.
X2 -2x-3
2x% +6

x+1)-(x-9

x2 +3)-2

x+1 2 x+1 x-3

=x2+3 2

x2+ST x -3

Actividades

MUCHO 0Jo |.[}

/%

Efectla las siguientes operaciones con fracciones

m Calcula estas multiplicaciones.

X2 —x-6 - 2x2 +4x -3

has obtenido.

algebraicas.
y x-2  2x
X+ 2 3x 2x+1 x%2 +x
a) +
x-1 x+5 4 X -2
b .
b X2 -3  x-1 )x2—5 x2 -3x+4 g
x —1 X2 +x -2 B
m Efectua la siguiente division. g
c) X+3 X1 3x-2 . 2x s
X2 —x-2 x2+4x+3 X2 -3  x4+7 I
d) e e — Haz una prueba para asegurarte del resultado que g
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Estrategia: Razonamiento inverso

La estrategia del razonamiento inverso, también llamado suponer el problema resuelto, se aplica
en la resolucién de problemas de los que conocemos el resultado final. Se trata, entonces, de
determinar un valor inicial o una serie de operaciones que nos conduzcan hasta ese resultado.

La estrategia consiste, basicamente, en tomar el resultado como punto de partida e ir retroce-
diendo hasta llegar a la situacion inicial.

Halla un nimero tal que al dividirlo por 5, multiplicarlo por 12 y sumarle 256 nos dé 844.

< Comprensién del enunciado Luego, nos situamos en la posicion final y sehala-
mos con flechas las operaciones inversas a las ante-

riores que nos llevaran hasta la posicién inicial.
— Anotamos las diferentes operaciones que debe- -5 x 12 + 256

mos efectuar con el niUmero inicial y el resulta- e " .

do final que debemos obtener.

— Leemos de nuevo el enunciado del problema.

2 | B
? | = =
2|+ 5x12 + 256 = 844
x 5 +12 - 256
P Planificacién de la resolucién — Calculamos el nimero correspondiente a cada
Para resolver este problema aplicaremos el méto- casilla.
do del razonamiento inverso.
Para ello, seguiremos estos pasos: ﬁS/ 49 588 1 844 ’
— Dibujaremos un esquema con las operaciones que N A P
hay que efectuar para llegar al resultado final. <5 =12 _ 256

— Empezando por el final, resolveremos las opera-
ciones inversas hasta llegar al nUmero buscado.
> P Revision del resultado y del proceso seguido

Ejecucion del plan de resolucion
. Comprobamos que, efectivamente, si partimos de
— Elaboramos un esquema y sefialamos con flechas 245 y efectuamos las operaciones indicadas, ob-
las sucesivas operaciones que hay que efectuar tenemos como resultado 844:

partiendo del numero inicial, hasta obtener como
resultado 844. 245 +5x 12 + 256 = 844

Asi, el nUmero buscado es 245.
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Actividades G_

92 personas. ¢, Cuantos pasajeros llevaba el tren al

Utiliza |la estrategia anterior para resolver los siguientes ' -
llegar a la primera estacion?

problemas.

m En el recorrido del tren desde Chimbacalle hasta E]l Jaime tiene una cierta cantidad de dinero. La di-

la Nariz de Diablo viaja un cierto nimero de pasa- vide entre tres y coge una de las partes para com-
jeros. En la primera estacién suben 15 y bajan 9. prar una pelota de basquet y jugar con sus ami-
Al salir de la segunda estacion, el numero de pa- gos. Poco después, su abuela le da una canti-
sajeros es el doble del que llevaba al entrar en ella dad equivalente a la que le queda, de modo que
y, en la tercera estacion, sube un grupo de 20 ex- al final tiene 32 ddlares. ¢ Cuanto dinero tenia ini-
cursionistas y no baja nadie, quedando en el tren cialmente?



En resumen

Un polinomio en una variable x es una expresion algebrai- B Un polinomio es miiltiplo de otro si se obtiene multiplican-
careduciblealaformaa x"+a, X" "+..+a;x+a,enla do este Ultimo por un polinomio.
ue los coeficientes a,, a,_y, ..., @, &, SOn ndmeros reales . . . C
g 1 es un nimero naturnal -t o Un polinomio es divisor de otro si al dividir el segundo en-
y ' tre el primero la divisién es exacta.
* El grado de un polinomio es el mayor de los grados * El teorema del resto establece que el resto de la divi-
de sus términos. sién del polinomio P(x) entre x - a es igual al valor numé-
rico del polinomio P(x) para x = a.
" Elvalor numérico del polinomio ) para x = es el ni- * Si el polinomio P(x) es divisible por x - a, a es una raiz del
mero que se obtiene al sustituir la variable x por el nime- >! POl P ’
. o polinomio P(x).
ro a y efectuar las operaciones indicadas.
* Factorizar un polinomio consiste en expresarlo como pro-
Un polinomio est4 ordenado y en forma reducida si se re- ducto de otros polinomios del menor grado posible.
ducen los monomios semejantes y se ordenan de mayor a Un polinomio es irreducible si no puede descomponerse
menor grado. en producto de dos factores de grado mayor o igual que 1.
* La suma de dos polinomios se obtiene al sumar los mo- ¢ F' ma.xu:;o °°rg”" divisor de vanozpqlmo(rjmc;sgs tocljlo po-
nomios semejantes de ambos polinomios. inomio de grado maximo que sea divisor de todos ellos.
* La resta de dos polinomios se obtienen al restar los mo- * El F“"'".m dcomt:jn mylltrqulo de varios IFt)'o I||nc(;mloz es tﬁdo
nomios semejantes de cada uno de ellos. polinomio de grado minimo que sea mdltiplo de todos ellos.
. N . Una fraccién algebraica es el cociente en el que el nume-
» Para multiplicar dos polinomios debemos multiplicar cada rador es un polinomio cualquiera y el denominador es un
uno de los términos de uno de ellos por cada uno de los tér- olinomio distinto de 0 y
minos del otro y sumar los términos semejantes. P ) P(x) R(x)
» Dividir el polinomio P(x) entre el polinomio Q(x) consiste en Bl Las fracciones algebraicas Q(x) y S(x) son equivalentes
hallar los polinomios C(x) y R(x) de modo que se cumpla: 8 cuml_? 3n que P - S() =
)
P6) - Q) i+ Rt ” | _ _
£ q | ol io divi de la f Antes de efectuar operaciones con fracciones algebrai-
N €aso de que el polinomio divisor sea de |a forma cas, conviene simplificarlas y, en los casos de la sumay de
x-d gq!emos aplicar |a regla de Ruffini para efectuar la resta, reducirlas a minimo comun denominador.
la divisién. ’
Polinomios el cociente de dos F . loebrai
ey —_
origina las racciones algebraicas
tribut solemos expresarlos I
son atrioutos con ellas
) ue pueden ser
importantes C°$° aep efectuamos las
* * Polinomios ordenados . ,
y reducidos Fracciones Operaciones con
Grado Valor numérico equivalentes fracciones algebraicas
del polinomio del polinomio 1
> parax =a con ellos * Suma
efectuamos las *Resta
*  Multiplicacion
o R
Operaciones Bl
con polinomios
]
* * si el divisor es
* Suma * Division ~—— delaformax-a, L Regia de Ruffini
« Resta aplicamos la

* Multiplicacion

nos permite definir

Y

Mudltiplos

Y

Divisores
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Ejercicios v problemas integradores

¥ Carlos, en su terreno, construye una vivienda con su respectiva area
verde. Como conoce el area total del terreno y de la construccién, Car-
los desea saber el area del espacio verde.

} 5x2 + 8 |
Espacio verde
@
Casa x+5 s x+12
(O]
—— x+8 —

¢ En el grafico se observa que existen 3 rectangulos. Recuerda que el
area de un rectangulo es igual a base por altura.

e Primero calculamos el area de la casa aplicando la férmula:
Aua=b-h=(x*+8)(x+5)= x*+5x*+8x + 40
e Segundo calculamos el area del garaje:

Aprge=0 - h=(x+12) 2x - 1) = 2x* + 28x — 12

e Ahora calculamos el area total del terreno:
Agieo =D -h=(5x*+8) (x + 12) = 5x®+ 60x* + 8x + 96

e Para hallar el area del espacio verde restamos las areas de la casa 'y
garaje del area total del terreno:

Pespacio verde = Aterreno - Aoasa - Agaraje
Aeciovade = 9X° + 60x° + 8x + 96 — (x® + 5x2 + 8x + 40) — (2 + 23x — 12)

e Como tenemos signos de agrupacioén precedidos por menos, debe-
mos cambiar los signos de los términos que se encuentran dentro
de los paréntesis:

Aacioverse = DX+ 60X + 8x + 96 — x* — 13x° - 40 — 2x* - 23x + 12

¢ |Luego reducimos términos semejantes, y asi determinamos el area del
espacio verde:
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Il Una pintura de Guayasamin tiene un marco de 20 dm por 12 dm. Si la
pintura vista ocupa un area del 84 dm?. ;Cual es el ancho del marco?

20 dm

12 dm

Area = 84 dm?

— http://1.bp.blogspot.com

¢ | a pintura tiene forma rectangular. Su area es igual a base por altura.

e Como se desconoce la distancia que existe entre la pintura vista y el
marco, lo representamos con la variable x.

e Ahora, representamos la altura de la pintura vista con la siguiente ex-
presion algebraica: 12 — 2x, y para la base 20 - 2x.

e Para calcular el valor de la variable x, sustituimos las expresiones al-
gebraicas en la férmula de area:

Apinturavista= b-h
84 = (12 — 2x) (20 - 2¥)

e Al desarrollar se obtiene la siguiente ecuacion 4x?— 64x + 156 = 0,
dividimos para 4 y queda x> — 16x + 39 = 0.

¢ Al resolver por el método de descomposicién en factores, encontramos
los valores de x =3y x = 13.

e Al reemplazar x = 3 en la altura de la pintura vista 12 — 2x, la altura es
6 dmy labase es 20 - 2x es 14 dm.

® Pero si reemplazamos x = 13 en la base de la pintura vista 20 — 2x la base
es — 6, recordando que no existen distancias negativas, por lo tanto la
respuesta correcta es x = 3 dm.

R: El ancho del marco es 3 dm.

Practica

e La columna de un puente tiene de ancho x + 2 y su altura es el doble
del ancho. Encuentra su areay su perimetro.
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Ejercicios

Operaciones con polinomios

E Escribe tres monomios diferentes.

m Escribe polinomios de primero, segundo y tercer
grado en la variable real x.

m Sea el polinomio P(x)= x® - 7x + 6, calcula el valor
numérico de P(x) para:

a) x=1 b) x=2 c) x=-3

Obtén las respectivas conclusiones.

EH calculael resto, al dividir el polinomio
x®—5x2 + 11x - 15 entre el polinomio x — 2.

E& caicula el resto al dividir el polinomio
x*+ 2x3 — 3x2 + 5x + 15 entre el polinomio x + 3.

Si se suman dos polinomios, uno de segundo grado y
otro de tercer grado, ¢ el resultado puede ser otro poli-
nomio de primer grado? Argumenta tu respuesta.

m Si se multiplican dos polinomios, uno de tercer gra-
do y otro de primer grado, ¢ el resultado puede ser otro
polinomio de segundo grado? Explica.

E Si se dividen dos polinomios de quinto grado, ¢el
resultado puede ser un polinomio de primer grado?

m ¢ Cual es el mayor grado del resto al dividir un poli-
nomio de cuarto grado entre un polinomio de se-
gundo grado?

Eﬂ Sean los polinomios P(x) = x3— 7x + 6,
Q) =2x3—x2 + 6x y R(x) = —x2+ 4x —1. Calcula:

a) P(3)
b) R(-3)
c) P(4) -Q(1)
m Sean los polinomios P(x) =x*—x , Q(x) = 2x* - x?+ 6x. Cal-

cula:
a) P( J2 )
b)Q(- v/3)

O P(3)-Q(y2)

EE Sean los polinomios P(x) = x® — 7x + 6,
QM) =2x® —x2 +6xy R(x) =—x2+ 4x — 1. Calcular:

a) P(x) + Q(x)
b) R(X) - Q(x)
c) Px) - Qkx) + R(x)
B Resuelve las siguientes divisiones y determina el residuo:
a)+ax—-1)+x+1)

b) (x®— x>~ 5x +21) + (x = 7)

oroblemas

m Comprension de conceptos y conocimiento de procesos 4%

En tu cuaderno

c) @x*+6x3+14x+2)+ (-2x +3)
m Sea x un numero real, expresa mediante un polinomio:
a) El cubo del numero.
b) El cuadrado del siguiente niumero.
c) El producto del numero con el siguiente.

d) El cuadrado del nimero multiplicado con el cua-
drado del anterior.

e) La diferencia de cubos del nimero con el siguiente.

Divisibilidad de polinomios

m En una division de polinomios el divisor es 3x® — 4x?
+ 3x -2y elresto es —2x + 3. Halla el dividendo.

En una divisién de polinomios el dividendo es
3x* — 5x® + 6x2 +3x — 2; el cociente, 3x* + x + 5 y el
resto es 12x — 7. Halla el divisor.

m Halla dos raices del polinomio x® - 7x + 6.

EE Al dividir el polinomio P(x) = ax + b entre x — 1 se ob-
tiene de resto 2 y al dividirlo entre x — 2 se obtiene
de resto 5. Halla el polinomio P(x).

m ¢ Cudles de los siguientes polinomios son multiplos de
2x - 47
a)2x®-6x°+8
b) x3 — 2x?

C)2x?> + 6x - 4
d)x?+3x-2

El ¢ Cudles de los siguientes polinomios son divisores de
3x% + 18x% + 33x + 18?

a)x -3 C)3x°+3x+6
b) x + 1 d) x% - 4x -1

E Factoriza los siguientes polinomios.
a)x® - 2x% + x
b)x®+x2-9x -9
c)x*-9

E Factoriza los siguientes polinomios:

a)2x -6
b) x? — 2x
c)2x®-6x+8

d) 3x* - 6x3 + 12x?
m Factoriza los siguientes polinomios:

a) 25 — x?
b) 4x2 -9



C) 25x% — 16y?
d) 16x* - 81y*

E Factoriza los siguientes polinomios:
ax’+4x+4
b) 9x2 - 6x + 1
C) 25x7 + 70x5 + 49x°
d) 36x2 — 60xy + 25y

@ Factoriza los siguientes polinomios:
a)x?+4x + 3

b) x? + 3x — 28
c)x?-2x-15
d)x>—-6x + 8

Factoriza los siguientes polinomios:
a) 5x2 + 36x + 7
b) 2x% + 3x - 2
C) 2x2 — xy — 28y?
d) 60x° — 124x° + 63x*

Fracciones algebraicas

@ Simplifica las siguientes fracciones algebraicas.
2x2 -6x+4 2x? -6x+4
a —————— o) P H
2x2 -5x+3 2x? -6x+4

E Reduce a minimo comln denominador:

a) X 3x +1
x2 -4 x2 -3x+10
b) 2X 1+ x
X2 —x-12 X2 +2x-3
mCaIcuIa:
1, 8x
X—6 2
5 2X
+
X2 +x-6 X2 +2x -3
2x+2 X-3
c)

XS —2x2 —9x+18 X3 —x2 —14x + 24

Bl Calcula estas divisiones.
a) 3x2 +1 L X +1
2x2 +1 4x+3

X2 +4x -3  x2 -2x+1

b) +
2x -3 X2 +3x-4

///// s

V

Dt

Aplicacion en la practica ’ ’4;, .
7/,

@ Determina el valor de k para que el resto de la divi-
sion (2x® +x2 —x+ k) + (x — 1) sea 1.

E Determina el polinomio de grado 1, P(x), si sabemos
que P(1) =1y P(2) = 4.

m Determina el valor de k para que el polinomio
x% - 2x2 + kx + 18 sea divisible por x — 3.

@ Halla un polinomio de grado 3 que sea divisible por
x -3 yporx+1,yque se anule para x = 2.

m Halla el polinomio de grado 2 si sabemos que el
coeficiente de x es nulo, P(1) =3y P(2) = 13.

Expresa mediante un polinomio la cantidad de dine-
ro que podran reunir tres amigos si el dinero que tie-
ne el segundo amigo es igual al cuadrado del que
tiene el primero menos el quintuplo de dicha cantidad
y el que dispone el tercero es igual al cuadrado de la
décima parte del que tiene el segundo.

— ¢Qué cantidad de dinero podran reunir si el pri-
mer amigo dispone de $ 10?

@ unam.mx/Preparatoria8/polinomi/index.html. Exami-
na la explicacion que se ofrece sobre polinomios, gra-
do, raices y factorizacion de un polinomio.

Conéctate a la pagina http://dinamica.fciencias.

Mas a fondo
m Suma estas fracciones algebraicas.
2x3
X5 +9x* +21x% —17x2 —102x - 72
y
X2 —X
x* +6x% +8x2 -6x-9

Halla los valores de a y b que verifican esta igualdad:

ax-1) -x+2)+b(x+3)=3x> +8x+9

En una division de polinomios el dividendo es
x4+ 6x%-4x%2 + ax + by el divisor es x? + 6x — 1. De-
termina los valores de a y de b para que:

a) La division sea exacta.

b) El resto de la divisién sea 5x - 1.
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Autoevaluacion

L
Coevaluacion

a) Escribe un polinomio para expresar su area.

b) Halla el area de la figura six = 3 cm.

xX=17.

2x% +

a) X2 +3x+2

La siguiente figura esta formada por un cuadrado y
cuatro triangulos equilateros.

Indica el resultado de multiplicar los polinomios
2x2 +7x+3yx?-1.

. ;,Cudl es el resto de la division del polinomio
X3+ 2x% - 4x — 6 por x2 — x - 2?

. Indica el valor numérico de x® + 2x2 — 5x — 6 para

. ¢,Cudl de los siguientes polinomios es divisor de

Si logras resolver el 70 % de estas actividades individuales y grupales, puedes avanzar.

9x% + 13x + 67

b) x2 - 3x -2

o) x2+2x+3

Buen Vivir

Educacion, cultura y saberes ancestrales

. ¢Cual de los siguientes polinomios es multiplo de

2X2 + 7x + 67
a)2x3+5x2-x-6
b) 2x® + 5x> - x + 6

c)2x®*-5x2+x-6

. a) Halla un polinomio tal que al sumarlo con el poli-

. 1 .
nomio 3x? + ?x + 4 dé como resultado el po-
linomio x3 + 8x% + 7.

b) Halla un polinomio que multiplicado por el polino-
mio 3x2 + x dé como resultado 3x* + x® — 15x2 - 5x.

. Factoriza estos polinomios.

axi+x>-9x-9 b) 5x° + 15x? - 65x — 75

. ¢ Cual es el maximo comun divisor de los polino-

mios x® — 10x2 + 31x - 30 y x® - 5x2 - 4x + 20?

. ¢ Cudl de las siguientes fracciones algebraicas es

x2 -4

equivalente a la fraccion———— ?
X2 +3x+2
2 _ —
X 3 b) X -2 9 X +1
X2 +3x-2 X +1 xX-2

Una de las expresiones artisticas que ha genera-
do mayor interés dentro y fuera del Ecuador es la

pintura naif de los indigenas de Tigua. Esta comu-
nidad andina de la provincia de Cotopaxi, es un mu-
seo viviente, porque la mayor parte de sus habi-
tantes combina la pintura sobre pieles curtidas de
borrego con el trabajo ancestral de la tierra y crian-
za de animales. Sus tematicas de la vida cotidia-
na son bellos paisajes, montafas con parcelas mul-
ticolores, campesinos arando con bueyes, condo-
res con rasgos humanos en un cielo azul marino,
mujeres hilando y pastando animales; sin descuidar
el colorido de las fiestas costumbristas, o los mi-
tos y leyendas de la madre tierra.

Actividades

EB Intercambiemos criterios con los companfe-
ros/as que conozcan las comunidades de Ti-
gua, para sistematizar la cosmovision indige-
na, la relacién con los recursos naturales, y la
mitologia andina.

A Consultemos por Internet los origenes de las

pinturas de Tigua, su tematica y los diversos
objetos en los que se pintan sus obras.

B ¢ Cual serd la razén por la que las pinturas de
Tigua atraen a turistas extranjeros?

[ 4 | ¢ Conoces otras expresiones artisticas propias
de nuestro pais?, qué podemos hacer para
conservarlas?, ;qué para promoverlas? Plantea
alternativas al respecto.




Cronica matematica

Ajuste de curvas mediante polinomios

En ciencia, tecnologia y economia, a menudo, se uti-

lizan los polinomios para obtener una expresién ana- y
litica que relacione dos variables distintas. Se su-

pone que y esta ligada a x a través de un polinomio

de grado n:

y=P(x =a,+a;X+a,x*+...+a,x"

Conociendo los valores que adopta y para determi-
nados valores de x, pueden hallarse los valores de
los coeficientes de los distintos monomios.

Algunos ejemplos de ajuste por polinomios se dan en
la relacién del nivel de agua y el tiempo de almace-

namiento en una presa, la relacion entre los kilovatios- <
hora consumidos y el tiempo, la relacion precio/tiem-

po de un producto en el mercado, o bien en la cali- Estas curvas son la representacidn grafica de algunos poli-
bracion de distintos instrumentos de medida. nomios de distinto grado que pasan por tres puntos dados.

La regla de los signos

Dado un polinomio P(x) en forma reducida y con sus monomios ordenados de mayor a menor grado, se dice que
hay un cambio de signo cuando dos monomios consecutivos son de signo contrario. Contando los cambios de
signo, puede conocerse el numero de raices positivas y negativas de P(x) segun esta regla enunciada por
Descartes:

— El nimero de raices positivas de P(x) es igual al nUmero de cambios de signo de P(x) o bien a uno de los valores
obtenidos al ir restando sucesivamente dos unidades a dicho numero.

Por ejemplo, P(x) = x” + 3x® — 4x% - 12x* — x® - 3x? + 4x + 12 presenta dos cambios de signo, por lo que P(x) pue-
de tener dos o ninguna (2 - 2 = 0) raiz positiva.

— El numero de raices negativas de P(x) es igual al numero de cambios de signo de P(-x) o bien a uno de los valo-
res obtenidos al ir restando sucesivamente dos unidades a dicho numero.

Por ejemplo, P(-x) = —x” + 3x5 + 4x5 — 12x* + x3 — 3x? — 4x + 12 presenta cinco cambios de signo. Por tanto, P(x)
puede tener cinco, tres o una raiz negativa.

Nota: Si al aplicar esta regla se deduce que hay dos o0 mas raices, éstas pueden coincidir. Considera, por ejemplo:
P(x) = (x + 2)2 = x2 + 4x + 4, que no presenta cambios de signo, por lo que no tiene raices positivas. En cambio,
P(-x) presenta dos cambios de signo, por lo que P(x) puede tener dos o ninguna raiz negativa. En este caso las dos
raices jcoinciden entre sil Decimos que x = -2 es una raiz doble.

Demuestra tu ingenio

e Determina el nimero de raices de estos polinomios aplicando la regla de los signos.
a) P(x) = x® - 3x* - 10x® + 52x2 - 72x + 32 c) x*-50x? + 625
b) P(x) = x° — 6x* — 2x3 + 36x2 + x — 30 d) x®-3x*+3x% -1

Seguidamente halla todas las raices y comprueba si los resultados obtenidos anteriormente eran correctos. Ten
en cuenta que puede haber raices dobles.
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Un antiguo procedimiento para determinar la altura de una
montana, como el Cotopaxi, es el llamado método de do-
ble observacién, que consiste en observar la cumbre des-
de dos lugares situados en el mismo plano vertical que ésta.

Dos ciudades distan 9,28 km y entre ellas existe una monta-

h fa cuya cima esta en el mismo plano vertical que ellas. Si des-
de estas ciudades se observa la cima bajo angulos de ele-

vacién de 21,8° y 68,2°, ¢cual es la altura de la montafia?




Angulos notables
Razones trigonomeétricas

Revisaras tus conocimientos sobre los angulos y su medida, conoceras las razones trigonométricas de un angulo
cualquiera y las relaciones que se establecen entre éstas.

b]#7») Destrezas con criterios de desempeiio

e Reconocer angulos complementarios; suplemen- e Reconocer medidas en radianes de angulos nota-
tarios; coterminales y de referencia en la resolu- bles en los cuatro cuadrantes.

cion de problemas. e Utilizar el lenguaje geométrico para interpretar y

e Calcular medidas de angulos internos en poligo- transmitir informacion.

nos regulares de hasta seis lados para establecer . .
e Aplicar los conceptos elementales de la trigono-

atrones. . . .

P metria a la resolucion de problemas de la vida co-
e Definir las razones trigonométricas en el triangulo tidiana.

rectangulo. . . L .

9 e Apreciar las importantes aplicaciones de la trigo-

e Aplicar las razones trigonométricas en el calculo nometria en la determinacion de alturas y distan-

de longitudes de lados de triangulos rectangulos. cias.
e Realizar conversiones de angulos entre radianes e Valorar el uso de recursos tecnolégicos como la cal-

y grados. culadora y el ordenador en el trabajo con razones

trigonométricas.

% Prerrequisitos

Recuerda e Decimos que dos triangulos c
ABCy A'B'C' son semejantes , ,
¢ Un angulo puede interpretarse de dos maneras y ] AB

. si tienen los angulos iguales y S
diferentes: :
los lados proporcionales.
Es laregion del plano limitada | ygptice Lado Eval i6n di Lo A
por dos semirrectas que tie- valuacion diagnostica

. . o A
nen el mismo origen. e Expresa 35° 17’ 26" en forma incompleja de se-
Lado gundos y 32 046" en forma compleja.

e Calcula el valor de la hipotenusa de un triangulo rec-
tangulo cuyos catetos miden 25 cmy 32 cm.

Es la region del plano barrida Posicién
por una semirrecta que gira final
respecto de su origen desde
una posicion inicial hasta una

Posicién

inicial e Enuncia los criterios de semejanza de triangulos.

o] ) . .
posicion final. _ _ — ¢ Como se enuncian estos criterios en el caso
Semirrecta generatriz ., ,
de triangulos rectangulos?
e Calcula las medidas que fal-
¢ Un tridangulo rectangulo es aquel que tiene un tan en la figura de la derecha. &
P . o
angulo recto. Sus lados reciben ~
nombres especiales: * Representa en un sistemade !
Hibot lad 1o al 2 Hivot coordenadas cartesianas los
ipotenusa: lado opuesto al an- ipotenusa
P P puntos (0, 0), (-1, -4) y (-5, 2).
gulo recto. Cateto

— Dibuja un triangulo con vértices en estos puntos
y calcula las longitudes de sus lados.

Catetos: cada uno de los lados
que forman el angulo recto. Cateto

Derechos de la naturaleza
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EJ Operaciones con angulos

Dos angulos reciben diferentes nombres segun su posicién. Observa:

Angulos consecutivos Angulos adyacentes

Lado comun

Lado comtn

N ~ . ’ ra . A A A 1
Los angulos Ay B tienen en comun el vértice y uno Los angulos C'y D son consecutivos y sus lados
de los lados. no comunes forman un angulo llano.

Los angulos pueden sumarse, restarse, multiplicarse por un nimero natural y dividirse por un nimero
natural. Veamos cémo efectuar grafica y numéricamente estas operaciones.

Suma Resta

Para sumar dos angulos, se transporta uno a continuacién | Para restar dos angulos, superponemos el menor al ma-

>
+
é\

del otro de manera que resulten angulos consecutivos. yor de modo que tengan un lado y el vértice comunes.
A-60° o A-e0° A
~ A+ B =80° ~ A -B=40°
B =20° B =20°
Multiplicacion por un nimero natural Divisiéon por un numero natural

2A 2A
A |
Dividir un angulo por un nimero natural es hallar otro an-

Para multiplicar un angulo por un niumero natural, su- - . . . .
) o . . gulo que multiplicado por dicho numero dé el primero.
maremos tantas veces el angulo como indica dicho nu- ~

mero. A~ B o
B=120° = 30

~ . A . Recuerda que en el caso particular en que dividimos el
A=30 2-A=60 angulo en dos partes iguales, la semirrecta obtenida
es la bisectriz del angulo.

A N ejemplo fil
Dados los angulos Ay B, efectua grafica y numeéricamente:
; a A«B ¢ 3B i o A
g b) A—B d) A:4
S Resolucién grafica: Resolucion numérica:
g Transportamos los angulos de la manera conveniente. a) 60° +25° =85°
g b) 60° - 25° = 35°
é AA+é A A-B @ 3B C) 3.925° = 75°
3 ? . 5 ') -
d 4 d - 15°
114 a b c 2 ) 1




Dado un angulo, podemos definir su angulo complementario y su angulo

suplementario de esta manera:

Angulos complementarios

Angulos suplementarios

Angulos
complementarios

6 A«

Los angulos A y Bson complementarios porque suman 90°.

B =90°

Angulos suplementarios

} N . C+D=180°
D

Los angulos c y Dson suplementarios porque suman 180°.

1.1. Relaciones angulares

Veamos a continuacion las relaciones entre angulos y las propiedades que nos permiten determinar si
dos angulos son iguales o si son suplementarios sin necesidad de efectuar ninguna operacion.

Angulos opuestos por el vértice

Los angulos A y C tienen el mismo
vértice y los lados de uno son la pro-
longacion de los del otro. Son an-
gulos opuestos por el vértice.

También los angulos B y Dson opues-
tos por el vértice.

E} Dos angulos opuestos por el vértice son de igual medida.

A y Dson adyacentes, por tanto, A +D =180

A=180°-D) ~ A
A “lA-C
C=180°-D

Del mismo modo se obtiene B-D.

c yf)\ son adyacentes, por tanto, C+D=180°.

Angulos de lados paralelos

Los dos angulos son agudos.

Los dos angulos son obtusos.

Un angulo es agudo y el otro, obtuso.

N

>
>

A-B A-B

A
B

Dos angulos de lados paralelos son iguales si los dos son agudos o si los dos son obtusos, y son
suplementarios si uno es agudo y el otro es obtuso.

Angulos de lados perpendiculares

Los dos angulos son agudos.

Los dos angulos son obtusos.

Un angulo es agudo y el otro, obtuso.

POV AN

A+C-=-90° }
B+C=90°

} A+ B=180°

Dos angulos de lados perpendiculares son iguales si los dos son agudos o si los dos son obtusos, y
son suplementarios si uno es agudo y el otro es obtuso.
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Al cortar dos rectas paralelas por una recta secante se determinan ocho angulos. Estos angulos guardan entre si
diferentes relaciones segun la posicién que ocupan. Observa:

Angulos determinados por dos paralelas y una secante

Correspondientes Alternos internos

Alternos externos

Opuestos por el vértice

DyF

CyE

AyG ByA

Dos angulos co- E) Dos angulos alter- Dos angulos alter- Dos angulos opues-

rrespondientes nos internos son nos externos son tos por el vértice

son iguales. iguales. iguales. son iguales.
Adyacentes Conjugados internos Conjugados externos

Cyb
GyA

(¢
o>
™
m>

o> O

Y
y

m> ™

>
>
>

>

W >>

< <
o I

E) Dos angulos adyacentes son suple-
mentarios.

E) Dos angulos conjuga-

dos internos son su-
plementarios.

E) Dos angulos conjuga-

dos externos son su-
plementarios.

Actividades

Kl Razona y responde:

— ¢ Todos los angulos consecutivos son adyacen-

tes? ;Y al revés?

/%

Ed Justifica las relaciones entre angulos alternos in-
ternos y alternos externos a partir de las relaciones

— ¢ Todos los angulos suplementarios son adya-

centes? ;Y al revés?

Determina numéricamente sus valores.

A = 40
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[ 2 Dibuja el angulo complementario y el suplemen-
tario de cada uno de los siguientes angulos.

entre angulos correspondientes y entre angulos
opuestos por el vértice.

B Enla figura de la derecha, determina los pares de

angulos iguales.

0>
>

—Justifica tu respuesta.

w>

m>



PA Angulos internos en poligonos regulares

Recordemos que un poligono es la figura plana limitada por lados rectos.

Un poligono es regular si todos sus lados y sus
angulos internos son de igual medida.

El poligono de menos lados es el triangulo y si
es regular se trata de un triangulo equilatero (y

equiangulo).

Como la suma de las medidas de los angulos inter-
nos de todo triangulo es 180°, se deduce que los
angulos internos del triangulo equilatero miden 60°.

Asor 60

El poligono regular de cuatro lados es el cuadra-
do; si trazamos una diagonal desde cualquier vér-
tice, se forman dos triangulos. La suma de las
medidas de los angulos internos de los dos trian-
gulos, que a su vez es la suma de las medidas de
los angulos internos del cuadrado, es 360°, de
ello se deduce que cada angulo interno del cua-
drado mide 90°.

El poligono regular de cinco lados, el pentagono " Jioe
regular, forma tres triangulos al trazar dos dia- 2 ; \\__\
gonales desde cualquier vértice, con ello se afir- (s | m;g
ma que la suma de las medidas de los angulos /
internos de los tres triangulos, que correspon- / .
den a la suma de las medidas de los angulos in- ;‘w /
ternos del pentagonos de 540° y se deduce que —&_ Y |
cada angulo interno
i . mide 108°.
20 120°
4 El poligono regular de seis lados, el hexagono re-
gular, forma cuatro triangulos al trazar tres diago-
,{\m, 20, nNales desde cualquier vértice, con ello conclui-
A mos que la suma de las medidas de los angulos
internos del hexagono es 720° y cada angulo in-
gz 120 terno mide 120°.
La suma de los angulos de un poligono de n lados es igual a:
180° - (n -2)
Actividades &

I Verifica con la formula el valor de las medidas de los angulos internos
para en triangulo equilatero, cuadrado, pentagono regular y hexagono

regular.

A Calcula la suma de los angulos de un eneagono. ;Cuanto mide cada an-
gulo si se trata de un poligono regular?

Calcula cuanto mide cada uno de los angulos de un pentagono regular. Con
ayuda de un graduador, traza un pentagono regular de 3 cm de lado.

MUCHO 0JO |||

La suma de los angulos de
un triangulo es 180°.

Para comprobarlo, recorta
un triangulo y procede del
mismo modo que se indica
en la figura.

=

R 2

=

Sea cual sea el triangulo,
siempre podras formar un
angulo llano, es decir de
180°.
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MUCHO OJO

Equidistar: que esta a la
misma distancia.

Angulo

central SR

Apotema
Centro

Punto interior del poligono
que esta a la misma distan-
cia de todos sus vértices.

Apotema

Segmento que une el cen-
tro del poligono con el pun-
to medio de cualquier lado.

Angulo central

Angulo con vértice en el
centro del poligono cuyos
lados son semirrectas que
pasan por dos vértices
adyacentes.

Actividades

Centro, apotema y angulo central de un poligono regular

Los poligonos regulares exclusivamente tienen elementos caracteristicos,
estos son: el centro, las apotemas y los angulos centrales.

El centro del poligono regular es el punto interior del mismo que equidista
de todos los vértices.

La apotema del poligono regular es el segmento de recta que une el cen-
tro del mismo con el punto medio de cualquier lado, la apotema y su lado
correspondiente son perpendiculares.

El angulo central de un poligono regular tiene por vértice el centro del
mismo y por lados dos segmentos de recta que unen el vértice con dos
vértices adyacentes del poligono.

Observa que todas las apotemas de un poligono regular miden lo mismo,
es decir son congruentes entre si.

Diremos que hay tantos angulos centrales como lados del poligono.

Puesto que todos los angulos centrales suman 360° y son iguales, tene-
mos que la medida de cada uno de ellos se calcula al dividir los 360° para
el numero de lados del poligono.

Razona porque en el caso del hexagono regular, si se trazan sus diagona-
les, se forman seis triangulos equilateros.

ejemplo
Calcula el valor del angulo central de un pentagono regular.

a=360°+5
a =72°

IEX Dibuja un cuadrado y halla su centro. A continua-
cion, dibuja un angulo central y una apotema.

LF

m Halla las medidas de los angulos senalados en el
siguiente octégono regular.

¢Cuanto mide el angulo central? ;Qué relacién
existe entre la apotema y el lado del cuadrado?

EX Determina el valor del angulo central de un octé- '

gono regular.

m ¢ Es posible que el angulo central de un decago-
no regular mida 30°? Razona tu respuesta.

A



ElMedida de angulos

Si consideramos los angulos como region del plano, conviene
observar que dos rectas perpendiculares en el plano for-
man cuatro angulos iguales. Cada uno de estos angulos es

un angulo recto.

A partir del angulo recto, se definen las unidades de medi-

MUCHO 0JO ||

Los angulos p

ueden clasifi-

carse segun su amplitud o

medida en:
da de angulos.
La unidad de medida que utilizamos habitualmente para medir angulos es el gra- | Angulo reocm:
do sexagesimal (°). %
Angulo agudo:
<90°

Un grado sexagesimal es el angulo obtenido al dividir el angulo recto
en 90 partes iguales.

Un angulo recto mide, por tanto, 90° y el angulo central de una circunferencia > 90
mide 360°. Angulo nulo:
La unidad de medida de angulos en el Sl, que también se utiliza con frecuen- 0°
cia, es el radién (rad). ]
Angulo llano:
180°
Un radian se define como la medida del angulo
central de una circunferencia que abarca un Angulo completo:
arco de longitud igual a la del radio. A 360°

Puesto que la longitud de la circunferencia es 2xr, ésta

contiene 2z veces la longitud del radio, luego:

360° = 2% rad

Angulo obtuso:

Tr LT

Esta equivalencia permite pasar de grados a radianes y viceversa, tal y como

se muestra en el ejemplo siguiente.

ejemplo
Efectua las transformaciones de unidades angulares.
a) De 45° a radianes. b) De j_;r rad a grados sexagesimales.
27 rad o
450 = 4552120 - T g 57 =BT . 860 s
360% 4 12 127 onsad
Actividades % Z

m Indica cuanto miden, en grados sexagesimales, los
angulos interiores de:

a) Un triangulo equilatero.

b) Una escuadra y un cartabon.

m Pasa estos angulos de grados a radianes.

a) 12°

— A continuacion, pasa de radianes a grados.

d ~ rad
©

b) 180° c) -60°

e) %‘rad f)1,57

rad
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3.1. Angulos orientados

Si consideramos los angulos como giros, cabe tomar en consideracion el sen-

tido del giro.

Si el sentido de giro es con- A

trario al movimiento de las ‘_
o

agujas del reloj, el angulo

Si el sentido de giro coinci-
de con el del movimiento de
las agujas del reloj, el angu-

e

es positivo. A lo es negativo. A
Para representar un angulo orientado, utilizamos y MUCHO 0JO m
un sistema de coordenadas cartesianas.

. & Los ejes de coordenadas dividen
Hacemos coincidir el lado origen del angulo con el S = el plano en cuatro regiones que
semieje positivo de las abscisas. La posicién del lado : reciben el nombre de cuadrantes
trem nders la amolit | 4naul | y que se enumeran segUn se in-
exiremo dependera de la amplitud del angulo y de 0 aﬂm origen. X dica en la figura siguiente.
su signo. |
. e . y
Los angulos se clasifican segun el cuadrante al que pertenece su lado extre-
mo. Asi, por ejemplo, el angulo de 150° es un angulo del segundo cuadrante y ° >
el angulo —-45° del cuarto cuadrante (fig. 1). oo 0 I X
3.2. Reduccioén de un angulo al primer giro
Al considerar los angulos como giros, es posible defi- y
nir angulos mayores de 360°.
y / N 5
Consideremos, por ejemplo, un angulo de 420°. Para ™
girar 420° hemos de efectuar una vuelta completa y AN 0 as X
60° mas 20,
. o |/ X
Asi pues, la representacion de un angulo de 420° —
coincide con la de un angulo de 60°, y decimos que 60° B Fig. 1
es el resultado de reducir al primer giro el angulo
de 420°. Es decir el angulo de 60° es coterminal con el de 420°.
Luego, para reducir un angulo al primer giro, dividiremos la medida del angulo
entre 360° para saber cuantas vueltas completas contiene. El resto de la division
nos proporciona el angulo equivalente del primer giro.
ejemplo £
Reduce al primer giro un dngulo de -2295°, represénta- Situamos el lado origen del y
lo e indica a qué cuadrante pertenece. angulo sobre el semieje po-
sitivo de las abscisas y gi-
Efectuamos la division entre 360°. ramos 135° en el sentido de
las agujas del reloj. - ]
2295 g J ) J 3. cuadrante ] O _1350 X
135 6 = _2295° — — 6 - 360° — 135° Observa que el angulo re-
presentado pertenece al

Luego, el angulo de -2295° equivale al de -135°.

Actividades

tercer cuadrante.

/%

m Representa e indica a qué cuadrante pertenece cada uno de estos angulos, reduciéndolos al primer giro en caso

necesario.

a) 257° b) —73° c) 420° d) 135°

e) —270° f) 1845°

g) -870°




PiRazones trigonométricas
de un angulo agudo

En un tridngulo rectangulo pueden establecerse ciertas relaciones entre un an-
gulo agudo y sus lados. La trigonometria es la parte de las matematicas que
trata de la relacion entre las longitudes de los lados y las amplitudes de los an-

gulos de un triangulo.

Fijate en el angulo agudo o que hemos in- i
dicado del triangulo rectangulo OAP de la Hipotenusa
figura de la derecha. Los cocientes entre S ppuesto
las longitudes de dos lados cualesquiera a
de este triangulo se denominan razones O Cateto contiguo A
trigonométricas de . al angulo

Seno Coseno Tangente

Larazén entre la longitud
del cateto opuesto al an-
gulo a y la de la hipote-
nusa se llama seno del
angulo a y se escribe
sen a.

AP
sena = ——
OP

La razén entre la longi-
tud del cateto contiguo al
angulo a y la de la hipo-
tenusa se llama coseno
del angulo a y se escribe
cos a.

OA
cosa = ——
OoP

o} A

O A

La razén entre la longi-
tud del cateto opuesto al
angulo a y la del cateto
contiguo se llama tan-
gente del angulo a y se
escribe tg a.

AP
tana = ——
OA

LAS TIC Y LA MATEMATICA

Considera ahora los triangulos OA'P'y OA"P" de
la figura de la derecha. Ambos son semejantes a
OAP por ser triangulos rectangulos y tener el an-

gulo o comun.

Entonces se cumple que la razén entre la longi-
tud del cateto opuesto al angulo a vy la de la hi-
potenusa es la misma para cada uno de los trian-

gulos, es decir:

AP

A!P!

AH PH

OP

OP'"  OP"

= Senaua

Luego el seno del angulo a es independiente del triangulo rectangulo escogido. Lo
mismo sucede con su coseno y con su tangente.

Observa que las razones trigonométricas de un angulo son adimensionales, ya
que estan definidas como el cociente entre dos longitudes.

Ademas, se pueden definir sus razones trigonométricas inversas.

Cosecante

Secante

Cotangente

1
sena

CsC a =

sec a =

cCos a

cot a =

tana

Las calculadoras cientificas
poseen teclas que permiten ob-
tener las razones trigonométri-
cas de un angulo.

Si queremos calcular, por ejem-
plo, sen 53° 15’ tecleamos:

sinfs oo fsf ]

En la pantalla aparece:

0.8012538

Asi, sen 53° 15’ = 0,801.

Para calcular el coseno o la tan-
gente, sustituimos la tecla del
seno por las correspondientes
del coseno y de la tangente.

También podemos hallar el va-
lor de un angulo conocida una de
sus razones trigonométricas. Asi,
si sen a = 0,75; debemos apli-
car su funcién inversa que el arc
sen.

agesen (serfa) = arc sen (0,75)
a = arc sen (0,75)
a =48,59037789

En la calculadora tecleamos:

(stirT)sinfo § - 7 Qs J-]

En la pantalla aparece:

[48.590837189]

Asi, 48,590 es un angulo cuyo
seno es 0,75.

La funcion inversa del coseno es
el arc cos, de la tangente es el
arc tan y para encontrar el va-
lor del angulo, procedemos de
forma similar al ejemplo del sen
QoL
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4.1. Razones trigonométricas de los angulos de

T
6’4y3

Existen tres angulos agudos cuyas razones trigonométricas pueden obtenerse
a partir de construcmones geomeétricas sencillas. Son los angulos de 30°, 45°
y 60°0 & 6 - 4 y 3 en radianes.

Razones trigonométricas de los angulos de —— 6 y g
Consideremos un triangulo equilatero de lado | Asi pues, las razones trigonométri- | Y, las razones trigonométricas del
la unidad. La altura lo divide en dos trian- | cas del angulo de 30° son: angulo de 60° son:
gulos rectangulos iguales cuyos angulos 1
agudos miden ” 7‘ — J3
It 2 1 T 3
e T T2 sen—-=—2— - 2
3 1 2
> 3 1
n 2 3 no2 A
COS —(—=—"—=—— e
6 1 2 cos 3 1 2
Aplicamos el teorema de Pltagoras aunode 1
esos triangulos para hallar el valor de h. . > 1 3 \/3_
2 tan——= = = T 2
tan—=—-—=1/3
- |12 = L Y £ 6 \/3_ 3 3 3 1 \/7
2 4 2 2 >

Razones trigonométricas del angulo de %

Consideremos un cuadrado de lado la uni- | Aplicamos el teorema de Pitagoras a uno de estos triangulos para hallar
dad. La diagonal del cuadrado lo divide en | ¢| valor de d.

dos triangulos rectangulos iguales cuyos an- —
gulos agudos miden 45°. d=y*+t = J2

‘ Asi pues, las razones trigonométricas del angulo de 45° son:
L
1 4 d > 1 V2 =
T 1 \/E T 1 2 T 2
\\\ SenT=_=T COST=_=T tanT=—=1
T 2 2 J2
1 1 2
ejemplo [

Expresa las razones trigonométricas del angulo a de la figura.

v

Calculamos la medida del lado AP: AP = .,/52 —42 =,/9 =3

sena = 3 cos a = 4 tana = 3 o>
5 5 4
csCcw = El sec o = S coto = 4 o
3 4 3 0 4cm A

Actividades G_

m Los catetos de un triangulo rectangulo miden 6 cm IE Construye un triangulo rectangulo sabiendo que la

y8cm. tangente de uno de sus angulos agudos es % .

Calcula las razones trigonométricas de sus angulos
agudos.



4.2. Resolucion de triangulos rectangulos

Los datos y las incognitas hacen referencia a la figura 2.

Primer caso: Dados la hipotenusa y un cateto

Segundo caso: Dados dos catetos

Datos Incognitas Férmulas Datos Incégnitas Férmulas
a c c =.a? - b? b a a=.b? +c?
b B senB -2 c B tanB - £
a Cc
A ~ A
A ¢ cos C = b A c tanC = <
a b
Resuelve el triangulo rectangulo cuya B Resuelve el triangulo rectangulo cu-
hipotenusa mide 5 cm y uno de sus yos catetos miden 12cmy 5 cm. c=5c B
catetos, 4 cm. a=5cm
Losdatossonb =12cmyc=5cm.
Los datos sona =5 cmy f’\ =4cm. Debemos calculara, By C. C b=12cm A
Debemos calcularc, By C. C b=4cm A
c=+52-42 =9 =3cm a=4122 +52 =169 =13cm
~ 4 " 4 A A 12 A R
senB=E=>B=arcseng:>B=53,13° tanB=?=>B=67,38
A 4 n o A 5 A °
cosC=—=C = 36,87 tanC = — = C = 22,62
5 12
Tercer caso: Dados la hipotenusa y un angulo agudo Cuarto caso: Dados un cateto y un angulo agudo
Datos Incégnitas Férmulas Datos  Incégnitas Férmulas Datos  Incognitas Férmulas
—a-cosC b b
a b b=a-cosC b a a- _ b a a- —
6‘ c c=a~sen6 sen B cosCA
N A N N é Cc C = b 6 c c=b-tanC
A B B=90°-C ~
N tanB ~
A N N A B B=90°-C
C C=90°-B
. ) B
F?esuzlye f Intr/anrgn q(ljo gecf;zng LZO Resuelve el triangulo rectangulo uno B
guy a 'p,z e Iusa Ide705 yuno de cuyos catetos mide 4 cm y el an- d
€ sus anguios es ae /U~ a=3cm gulo opuesto es de 50°.
AN
— — (o]
Los datos sona = 3 cm yg =70°% A Los datossonb=4cmy § = 50°.
Debemos calcular b, c y B. c A Debemos calcular a, ¢ y /C\ C b=4cm A

b=3-cos70°=1,03cm
c=38-sen70°=2,82cm

N
B =90° - 70° = 20°

as= L =5,22cm
sen 50°

C= =3,36cm
tan50°

N N
C =90° - B =90° - 50° = 40°

El teorema de Pitagoras y las razones trigonométricas nos permitiran, una vez
conocidos algunos de los lados o de los angulos de un triangulo rectangulo, ha-
llar los restantes; es decir, resolver el triangulo.

La tabla siguiente resume los diferentes casos que pueden presentarse en la re-
solucion de triangulos rectangulos.

Distribucion gratuita - Prohibida la venta

123



Aplicaciones. Determinacion de alturas y distancias FIJATE

A cont|nua.0|on, verer’nos unos ejgmp!Qs de una de las ap!lcacpnes mas importan- El 4ngulo que forma la visual con
tes de la trigonometria, la determinacion de alturas y de distancias. el plano horizontal que pasa por

. el ojo del observador se llama
ejem plo E angulo de elevacion si el pun-
to observado esta por encima
de dicho plano, 0 angulo de de-
presion si el punto esta por de-
bajo.

El angulo de elevacion del extremo superior de un obelisco observado desde un
punto del suelo situado a 45 m del pie del obelisco es de 30°. Calcula la altura del
obelisco.

Sea h la altura del obelisco. Si aplicamos trigonometria, tenemos que:

o h B
tan30° = i ‘4 ?ﬁ:
3 | A> :

Sustituimos tan 30° por su valor —— y despejamos h. B
3 Angulo Angulo
de elevacion de depresion
3 3
£=L=>h=45~£=25,98
3 45 3
Asi pues, la altura del obelisco es de 25,98 m.
ejemplo

Dos excursionistas que distan entre si una distancia de 20 km observan el punto mas alto de una montafia que esta en
el mismo plano vertical que ellos bajo angulos de 35°y de 42°. Halla la altura de la montana y la distancia que separa el
punto mas alto de la montana de cada uno de los excursionistas.

Sean h la altura de la montafa y x la distancia AD. Resulta evi-
dente que DB es igual a 20 - x.

Si aplicamos la trigonometria en los triangulos rectangulos ADC
y CDB, tenemos que:

tan 35° = i
X
tan42° = h
20 - x

Al sustituir tg 35° y tg 42° por sus valores y resolver el siste-
ma, obtenemos el resultado siguiente: h = 7,88; x = 11,25.

Asi pues, la altura de la montafa es de 7,88 km.

Si aplicamos el teorema de Pitagoras en los triangulos rectangulos ADC y CDB, podremos hallar AC y BC, que corres-
ponden a las distancias que separan el punto mas alto de la montafia de cada uno de los excursionistas.

AC = {AD? + DC?> = AC =,/ 11,25% +7,88%2 =13,74

BC = DB? + DC> = BC = ,[8,75° + 7,882 = 11,78

Por tanto, al excursionista situado en el punto A le faltan 13,73 km para alcanzar el punto mas alto de la montanfa,
mientras que al excursionista situado en el punto B le faltan 11,77 km.

El procedimiento que acabamos de desarrollar recibe el nombre de método de doble observacion.

Actividades ﬁ_

Calcula la altura de un edificio si situados a 20 m de éste observamos su extremo superior bajo un angulo de
elevacioén de 54°.

m Desde un faro se observa un barco bajo un angulo de depresion de 20°, y si el barco se aproxima 500 m al faro
el angulo pasa a ser de 26°. ;Qué distancia separa el barco del faro en la segunda observacién?
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EJ Razones trigonométricas de un angulo
cualquiera

Una vez definidas las razones trigonométricas de

un angulo agudo, veamos como podemos definir Y

las razones trigonométricas de otros angulos.

Representamos el angulo o en un sistema de

coordenadas cartesianas y consideramos un pun- ?

to cualquiera P de su lado extremo.

Si (x, y) son las coordenadas del punto Py r es

su distancia al origen de coordenadas, definimos

las razones trigonométricas del angulo o de la
siguiente forma:

A
El seno de a es la razon entre la ordenada y del punto sen y
Py su distancia r al origen de coordenadas. =

~

| N
El coseno de a es la razén entre la abscisa x del punto cOS o = X
Py su distancia r al origen de coordenadas. r

tan o =L

cisa x del punto P. X

A
? La tangente de a es larazén entre la ordenaday y la abs-

Veamos que estas definiciones no dependen del punto P escogido.

En efecto, si consideramos otro punto P’ del lado extremo del angulo o, obte-
nemos el triangulo OP'A’ semejante al OPA (fig. 2); entonces se verifica:

!

y' y X' X y y
— ="—=sena — = — =cosa — = — =tana
r' r r' r X' X
Es decir, el valor de las razones trigonométricas no varia.
ejemplo [

Calcula el valor de las razones trigonométricas del angulo o. cuyo lado extremo pasa
por el punto P (4, 3).

En primer lugar, aplicamos el teorema de Pitagoras en
3 @9 g triangulo rectangulo OAP para calcular r.
r=+42 +32 =5
2\ Entonces, se tiene que:
\ A

4 3
o X seno = — ; cosa =— ; tano=—
5 5 4

Actividades ﬁ_

m Sabiendo que las coordenadas de un punto P del lado extremo de un angulo son
P (-4, -6), calcula el valor de las razones trigonométricas de dicho angulo.

FIJATE

La forma en que hemos defini-
do las razones trigonométricas
en este apartado coincide con
las dadas anteriormente en el
caso de un angulo agudo, ya
que si P(x, ¥) es un punto del
lado extremo de un angulo agu-
do, el origen de coordenadas O,
el punto Py la proyeccion de
P sobre el eje de abscisas son
los vértices de un triangulo rec-
tangulo cuyos catetos miden x
ey, y cuya hipotenusa mide .

<1

B Fig.2

Angulo sen cos  tan

0° 1 0
g0 1 W3 B
2 2 3
4o N2 2
2 2
. N3 1
goc Y3 1
2 2 3
20° 1 0 -

B Tabla 1. A partir de las definiciones de
esta pagina, podemos hallar las razo-
nes trigonométricas de 0° y 90° para com-
pletar la tabla.
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5.1. Circunferencia goniométrica
Como hemos visto, el valor de las razones trigonométricas de un angulo o no
depende del punto que tomemos sobre su lado extremo.

En particular, podemos considerar un punto P de su lado extremo situado so-
bre una circunferencia de radio 1 centrada en el origen de coordenadas (fig. 3).

Esta circunferencia recibe el nombre de circunferencia goniométrica.

Vamos a ver cédmo la circunferencia goniométrica nos permite obtener grafica-

mente de forma sencilla las razones trigonométricas de cualquier angulo.
Seno Coseno Tangente
X y' oy )
Sena=L=L=y COSOl = — = — =X tana=—=—,=—=y
rooo1 1 X X 1

El seno del angulo coinci-
de con la ordenada del
punto del lado extremo del
angulo cuya distancia al
origen vale 1.

El coseno del angulo coin-
cide con la abscisa del
punto del lado extremo del
angulo cuya distancia al
origen vale 1.

Observa en el triangulo
OP A, el segmento
OA =x =1.Latangente del
angulo coincide con la or-

denada del punto del lado
extremo del angulo cuya
abscisa vale 1.

La figura siguiente muestra como podemos obtener segmentos representati-
vos del seno, del coseno y de la tangente de angulos de cualquier cuadrante.

yA y) yi yA
,,,,,,,,,, I tan a
1sen o tan a sen a o 2 &
o cos a, cos o
[e) COS & X cosa O X o X o X
sLn o | N\Sena
tan o
1 1
tana o~ |
ejemplol] EERSNE

Dibuja en una circunferencia goniométrica todos los angulos cuya tangente sea 0,8.

Sobre una cuadricula trazamos una circunferencia de radio 10 cuadraditos y que con-
sideramos que representa la unidad (fig. 4).

Contamos 8 cuadraditos hacia arriba sobre la recta tangente que pasa por A’, que
representan el valor de 0,8 y dibujamos los lados extremos.

Medimos los angulos con un transportador y obtenemos: 39°y 219°.

Actividades

/5

m Indica sobre una circunferencia goniométrica los segmentos representativos del
seno, del coseno y de la tangente del angulo de 150°.

39

B Fig. 4




5.2. Propiedades y relaciones de las razones trigonométricas

Veamos ahora algunas propiedades de las razones trigonométricas que afec-
tan a su valor y su signo, asi como las relaciones que existen entre las razones
trigonométricas de un mismo angulo o de angulos distintos.

Valor y signo de las razones trigonométricas

Sabemos que si representamos un angulo o cualquiera sobre un sistema de
coordenadas, el valor del seno y el del coseno coinciden respectivamente con
la ordenaday la abscisa del punto P del lado extremo cuya distancia al origen vale
1 (fig. 6). Y puesto que las coordenadas de dicho punto estan comprendidas
entre -1y 1, podemos afirmar que:

-1<sena=1 -1<cosa=1

Ademas, el signo de las razones trigonométricas del angulo o depende Unica-
mente del signo que tengan las coordenadas de P; es decir, del cuadrante al que
pertenezca el angulo o (tabla 2).

Relaciones entre las razones trigonométricas de un angulo

Sepamos ahora qué relaciones pueden establecerse entre las razones trigono-
métricas de un mismo angulo.

Consideremos la circunferencia goniométrica y, por ejemplo, un angulo o del pri-
mer cuadrante (fig. 5). Los catetos del tridangulo rectangulo coloreado miden
y =sen ayx = cos a. Si aplicamos el teorema de Pitagoras a este triangulo, se
tiene: sen? o + cos? a. = 1

Puesto que obtendriamos el mismo resultado si el angulo perteneciera al se-
gundo, al tercero o al cuarto cuadrantes, podemos entonces afirmar que para
cualquier angulo . se verifica:

sen?o +cos?a =1
Esta expresion se conoce como férmula fundamental de la trigonometria.
Por otro lado, se tiene que:

sena =y
sena
coso = X = tano =
cos a
y
tana = —
X
ena

s
Las expresiones sen?o. + cos?a. =1y tana =
cos a

nes trigonométricas de cualquier angulo, en valor absoluto, una vez conocida
una de ellas. Para determinar su signo es necesario considerar el cuadrante al
que pertenece dicho angulo (tabla 2).

permiten calcular las razo-

Cuadrante sen cos tan
_:I_ + + +
I
o - - 7
I
H Tabla 2.
1A
@ selzncx
—1 COSs o 1
-1
W Fig. 5
FIJATE

Escribimos sen? o, para indicar

(sen )2

— Sustituimos el valor de sen o en la expresion.
sen®o +cos?a=1 = (-0,6)> +cos?a =1
Si despejamos cos a y operamos, tenemos que:

cosa =.1-(-0,6)> = cosa==x0,8

Sabiendo que o es un angulo del tercer cuadrante y que sen o. = -0,6, calcula cos o. y tan .

— Finalmente, calculamos tan o.

ejemplo i

Puesto que a pertenece al tercer cuadrante, sabe-
mos que cos a = -0,8.
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5.3. Angulos coterminales

Con un segmento de recta que tiene un extremo fijo en el origen del plano car-
tesiano, podemos formar una clase de angulo que utiliza como lado origen el eje
positivo de las abscisas y desplaza al segmento de recta hasta algun punto en
el plano.

Entre el eje de las abscisas y el segmento de recta desplazado se forman infinitos
numero de angulos, que tienen los mismos lados de origen y de fin, por lo que
son conocidos como angulos con las mismas terminales o coterminales.

FiIJATE

Los angulos coterminales pue-
den ser positivos o negativos y
tener mas de 360° o (2 1t rad)

ejemplo i
Encuentra dos angulos coterminales al angulo de 30° g rad) Luego, graficamos los angulos que tengan los mis-
Graficamos el angulo de 30° ( T d) mos terminales que el angulo del paso anterior.

—ra
y 6 y
T S RNEP
o] X 1
=] ] X

5.4. Angulos cuadrantales

A los angulos que forman una abertura entre dos ejes coordenados del plano cartesiano se los conoce como

angulos cuadrantales o equivalentes a cuadrantes.

Para formar un angulo, podemos emplear un segmento de recta fija en el origen del sistema coordenado.
Este segmento de recta lo giramos en sentido antihorario para formar angulos positivos y, en sentido horario,

para formar angulos negativos.

Para formar angulos cuadrantales, tomamos como lado origen el eje positivo de las abscisas y desplazamos

el segmento de recta hasta que intercepte con otro eje coordenado.

Angulo cuadrantal de 0° 0 360° (27 rad) Angulo cuadrantal de 90° (/2 rad)

o b
X X

Angulo cuadrantal de 180° (r rad) Angulo cuadrantal de 270° (3w/2 rad)

y

[ 4\
X X

Para encontrar las relaciones trigonométricas de los angulos cuadrantales, utili-
zamos la circunferencia de radio uno, observa:

128

% En la representacion anterior, el cos(a) corresponde al valor de la abscisa del | ‘ |

< punto P,y el sen(a) al valor de la ordenada del mismo punto. 1\ cos(@) /‘1

;§ \\ /
~_Actividades A ﬁ_
§ m Encuentra tres angulos coterminales de los siguientes angulos.

n

% a) 60° ( 3 rad) b) 120° 2375 rad C) 45° ( rad)

3



ejemplo [

Encuentra las relaciones trigonométricas del angulo cuadrantal de 90° (1/2).

a) Graficamos en un circulo de radio uno, el angulo

o= rad.

P(O,1) 41

sen (o)

b) Observamos las coordenadas del punto P.

0
1

X
y

c) Asociamos las funciones trigonométricas a cada va-
lor de la coordenada encontrada en el paso anterior.

8

<
I

sen(%)=1

Para calcular la funcién tangente de un angulo cuadrantal, podemos utilizar
los valores calculados para el coseno y para el seno del mismo angulo y la

relacion:

sen ()

tan(a) = o5 ()

ejemplo fE]

Encuentra el valor de la tangente que corresponde al angulo cuadrantal de /2.

T
a) Usamos la relacién entre las razones trigonométricas y los valores que previamente encontramos para el SN (E)

T
y para el €0S (5) :

c) En este caso, como no podemos dividir un nimero

7
b) tan T _ sen(E) para cero, el valor de latan (% no esta definido.
2 cos(l)
2
_1 . o
=7 ~ no existe la division para cero.
Actividades ﬁ_

m Usando el circulo de radio uno, encuentra los valores de las funciones trigonométricas de los angulos cuadran-

tales y completa la tabla en tu cuaderno:

a sen (o) cos (o) tan(a)
0° (0 rad) o .
90° (w/2rady | L. indefinido
180° (krad) | ... -1
270° Bm/2rad) | e s

Con un circulo de radio 3, encuentra la relacion entre las funciones trigonométricas del angulo a y los valores del
punto P en los ejes coordenados. Comprueba tu respuesta, encontrando los valores que calculaste para las fun-
ciones trigonométricas de los angulos cuadrantales.
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5.5. Reduccion al primer cuadrante

La tabla siguiente nos muestra como las razones trigonométricas de cualquier
angulo siempre coinciden, excepto en el signo, con las de algun angulo del

primer cuadrante.

Reduccién del segundo cua-
drante al primer cuadrante

[

sen (m - a) = sen o
Cos (1t — a) = —Cos a

tan (n - o) = -tana

Reduccioén del tercer cuadrante
al primer cuadrante

P=m+a
y'=-y
X =-X

sen (t + o) = -sen o
COS (7 + ) = —COS a

tan (m + o) = tana

Reduccioén del cuarto cuadrante
al primer cuadrante

: y =y

(2.

sen (2w - o) = —sen o,
Cos (2m — a) = cos a
tan 2n - o) = -tana

Estas relaciones permiten calcular las razones trigonométricas de cualquier
angulo, conociendo las de los angulos del primer cuadrante.

ejemplo [

Calcula las razones trigonométricas
5n
de un angulo de e rad.

Se trata de un angulo del segundo cua-
drante. Por tanto:

5n 7
sen —g—=sen (c _T) =

Actividades

ejemplo i

Calcula las razones trigonométricas
4
de un angulo de 3 rad.

Se trata de un angulo del tercer cua-
drante. Por tanto:

4 T
sen—3~ =sen (n+T)—

. 5

=-—S8en 3 = - 2

ejemplo 5
Calcula las razones trigonométricas

n
de un angulo de 4 rad.

Se trata de un angulo del cuarto cua-
drante. Por tanto:

a

I .
sen—, =sen (2w - 2 )

T
=—sen—; =-

o[

7n T
Cos™, =cos(@n-"4 )=

n 2

=CO0S =5
n T
tanT =tan (2n—T)=
T
=-tan— = -1

/%5

m Indica qué angulo del primer cuadrante nos servira para calcular las razones tri-
gonométricas de cada uno de los angulos siguientes.

a) % rad b) 22—” rad

c)17n
——rad
12

d) 25n 7
4

12

rad €) ——rad

@ Calcula, utilizando siempre un angulo del primer cuadrante, las razones trigono-

métricas de estos angulos.

a) 3_31: rad b) 5_75 rad C) 5_3'[ rad d) 7_J'|: rad e) T rad
4 4 3 6 3 ;
m Halla todos los angulos comprendidos entre 0 y 2x rad que verifican cos a = — 5



Una finca tiene forma de triangulo acutangulo.

Dos de sus lados miden 3 km y 6 km, y su area es
5,4 km?. Halla el perimetro de la finca y las medidas
de los tres angulos del triangulo.

. » Comprension del enunciado

Un triangulo acutangulo tiene tres angulos agudos. Su pe-
rimetro es la suma de las longitudes de los lados y su area
es igual a la base por la altura dividido entre 2.

» Planificacion de la resolucion

— Representaremos mediante letras los elementos del trian-
gulo: angulos y lados.

— A partir del area, determinaremos una altura. Sabemos
que la altura divide el triangulo en dos triangulos rec-
tangulos y podremos aplicar el teorema de Pitagoras para
hallar los lados de ambos triangulos.

— Una vez conocidos los lados, podremos hallar el perime-
tro de la finca. Los angulos podran ser hallados a partir
de sus razones trigonométricas usando la calculadora.

» Ejecucion del plan de resolucion

Dibujamos el triangulo y

procedemos a calcular los ¢
parametros desconocidos. |, _ y@\\
6-h th
A=54=—=54 A : A
2 Al T 6-x 1B
2-5,4
=h= 6 =18 x=-.32-18 =24

a=18+362 -4

Con estos datos hallamos el perimetro de la finca y el va-
lor de los angulos: P=4+3+6=13

6-x=6-2,4=3,6

1,
,6

oo

sen A = % — A-3687° tanB = — B=2657°

w

N

C =180° - (36,87°+ 26,57°) = 116,56°

El perimetro de la finca es 13 km y los angulos del triangu-
lo miden 36,87°, 26,57° y 116,56°.

» Revision del resultado y del proceso seguido

Repasamos los calculos y comprobamos que las respues-

¢ Como calcularias la altura de una casa de
| la cual no puedes acceder a su pie?

p Comprension del enunciado

Recuerda el método de doble observacion que hemos
desarrollado en el ejemplo 8.

» Planificacién de la resolucion
Aplicaremos el método de doble observacion:

— Nos situamos delante de la casa y medimos el angu-
lo a. que forma la horizontal con la visual al punto
mas elevado, C.

— Nos alejamos en linea recta segun la direccién AD una
distancia d hasta situarnos en un punto B arbitrario,
y repitiendo el proceso anterior obtenemos el valor del
angulo f.

— Medimos la distancia d y con estos datos ya podemos
resolver el problema.

C

» Ejecucion del plan de resolucion

Procedemos seguin hemos planificado y supongamos que
obtenemos los valores: a = 36°, f = 16°y d = 25 m. De-
notamos por h la altura de la casa y por x la distancia
de A a D. Si aplicamos trigonometria, tenemos que:

tan36° = - Al resolver el sistema, obtenemos:
X x =16,30; h = 11,84

tan16° =
X+ 25

Luego la altura de la casa es de 11,84 m.

) Revision del resultado y del proceso seguido
Repasamos los calculos y comprobamos que la respuesta

Actividades

tas son las correctas.

Dos personas salen nadando de un mismo punto
de la playa y sus trayectorias rectilineas forman
un angulo de 30°. Si sus velocidades son 5 km/h
y 6 km/h, ¢a qué distancia se encontraran trans-
curridos 3 minutos?

es la correcta.

Eﬂ Una persona situada en la ribera de un rio obser-
va un arbol en la ribera contraria bajo un angulo
de 56°. Si se aleja 15 m, lo observa bajo un angu-
lo de 17°. § Cuanto mide el arbol?
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En resumen

° Dos 4ngulos son consecutivos si sélo tienen en comdn el vértice y un lado. Son adyacentes si son consecutivos y sus lados no

n .
comunes forman un &ngulo llano.

°  Dos angulos son complementarios si suman 90°. Son suplementarios si suman 180°.
La unidad de medida que utilizamos habitualmente para medir 4ngulos es el grado sexagesimal (°). Se define como el dngulo
obtenido al dividir el angulo recto en 90 partes iguales.

La unidad de medida de angulos en el Sl, que también se utiliza con frecuencia, es el radian (rad). Se define como la medida del angu-
lo central de una circunferencia que abarca un arco de longitud igual a la del radio.

La relacion entre ambas unidades es:

N
Q
afd
S
7y

360° = 2z rad
&/
LIV _ apartirde un Razones trigonométricas _
— triangulo rectangulo, de un angulo agudo
definimos pueden esen?a +cos?a =1
deducirse {3 tana = _sen b
las relaciones cos a
Trigonometria —> -
cuyo valor
puede | Gircunferencia
representarse ety
) réficamente goniometrica
al considerar gratic
mediante la

los angulos como Razones trigonométricas __

giros podemos de un angulo cualquiera
definir |

una de las aplicaciones
mas importantes de la siempre con las de

trigonometria es el un angulo agudo mediante la

y y

Célculo de distancias y angulos

que pueden relacionarse

Reduccion al primer cuadrante

La trigonometria nos permite relacionar las longitudes de Ml
los lados y las amplitudes de los angulos de un triangulo. / iy

P i

[ e Pl

\

\ N

seno =y

>

coso=x tana=y’

Consideramos las siguientes razones trigonométricas

de un angulo agudo: Las razones trigonométricas de un angulo verifican, entre
Ap otras, estas relaciones:
sena = cosa= tana = OA sen?a +cos?a=1 (férmula fundamental
de la trigonometria)
sen a
La circunferencia de radio 1y centrada en el origen de co- tana = cos a

ordenadas, que nos permite representar graficamente el va-
lor de las razones trigonométricas de cualquier angulo, re-

. . . L El procedimiento de reduccioén al primer cuadrante nos
cibe el nombre de circunferencia goniométrica.

proporciona unas relaciones que nos permiten calcular las

132

La circunferencia goniométrica nos permite obtener grafi-
camente las razones trigonométricas de cualquier angulo.

razones de cualquier angulo, conocidas las de los angu-
los del primer cuadrante.



Ejercicios v problemas integradores

e | Desde una altura de 4 metros, Marco observa la inundacion
provocada por las fuertes lluvias en Quito, con un angulo de de-
presién de 30°. Calcular la distancia horizontal en la que se
encontraba el trolebus de la acera.

Solucién

e Segun la gréfica, tenemos un triangulo rectangulo, para ha-
llar la distancia horizontal aplicamos la funcidon trigonomé-
trica tangente.

30°

60°

4m

X

e Conocemos la altura del triangulo que son 4 metros y el angulo que
forma la visual del observador con el trole que es 60°-

tan 60° = X
4
X=6,93m

e Ahora, calculamos la distancia horizontal (a):

a

tan 30° = —
4

a=231m

e Para calcular la distancia que se encuentra el trole de la acera resta-
mos la distancia a de x.

6,93 m-231m=4,62m

R: El trolebls esta a una distancia de 4,62 m de la acera en la
inundacion.

I Juan y Rebeca se encuentran en la plaza de San Francisco, separados
por una distancia de 30 metros. Los dos observan la parte mas alta de
la iglesia con angulos de elevacion 35° y 42°, respectivamente. Halla la
altura de laiglesia y la distancia a la que se encuentran cada uno de ellos
de la parte mas alta de la iglesia.

http://www.lahora.com.ec
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Solucion

¢ En la grafica se observa dos triangulos rectangulos. Representamos con
X la distancia desde Juan hasta el punto D y, de este punto hasta donde
se encuentra Rebeca, es 30 — x. La altura la sefalamos con la h .

e Aplicamos la funcion tangente y se obtiene

h
tan 35°= 0

h
o —m8M8M8M8M
tan 42°="34""

e Al calcular los valores de tangente de cada angulo y resolver el siste-
ma de ecuaciones se obtiene los siguientes resultados x = 16,88 m y
h=11,82m.

R: La altura de la iglesia es de 11,82 m

e Para calcular la distancia de la parte mas alta a cada uno de ellos, de-
bemos utilizar la funcién trigonométrica seno, asi tenemos
h
sen 42° = AC reemplazando valores se obtiene AC = 17,665 m

h
sen 350 = a , reemplazando valores se obtiene CB = 20,61 m

R: Juan se encuentra a una distancia 20,6 m y Rebeca se encuen-
tra a una distancia de 17,665 m de la parte mas alta de la iglesia.

Practica

Carlos quiere calcular la altura del condominio donde vive, si se ubica
a 5 metros de la base del edificio y observa con un angulo de 73 a la
terraza del mismo.

El avidn en que viaja Pablo se encuentra 2 300 m de altura sobre Qui-
to, cuando comienza su descenso para aterrizar. ; Qué distancia debe
recorrer el avidn antes de tocar la pista si baja con un angulo de de-
presion de 25°?



Ejercicios y problemas |}

m Comprension de conceptos y conocimiento de procesos e

Angulos internos en poligonos regulares

B Los angulos interiores de un poligono miden 106°,
60°, 110° y 84°. ; Cuantos vértices y cuantos la-
dos tiene? ¢ Es céncavo o convexo?

30 Dibuja un pentagono y un hexagono convexos. Cal-
cula mentalmente:

a) El nimero de diagonales de un pentagono vy el
de un hexagono.

b) La suma de los angulos de un pentagono y de un
hexagono.

c) El nUmero de ejes de simetria de un pentagono
y de un hexagono.

Angulos

Observa los siguientes angulos y haz una estima-

E cién de sus medidas. Comprueba después con el
graduador si los valores que has estimado son
correctos.

Wiy
L)

¢ Cuantos angulos llanos son 360 grados sexagesi-
males?

Adyacentes Consecutivos

Completa:

/\ N\ .
EA Traslada los angulos Ay B atu cuaderno y realiza
grafica y numéricamente las siguientes operaciones:

35 partir de los angulos A y B del ejercicio anterior,
efectula las actividades indicadas.

— Representa graficamente el angulo 2 ‘A+B.
— Dibuja el angulo complementario del angulo A
— Dibuja el angulo suplementario del angulo B.

— Clasifica los angulos 2\\, complementario de ,/4\, B

0 7~ e
y suplementario de B segun sean agudos, rec-
tos, obtusos o llanos.

Calcula mentalmente las siguientes operaciones
e indica el resultado en grados sexagesimales.

— Un angulo llano + un angulo recto

—Un angulo completo - tres angulos rectos +
+ dos angulos nulos

—Dos angulos rectos - un angulo completo +
+ tres angulos llanos

Cuatro angulos rectos - dos angulos nulos
4

Medida de angulos
¢Qué significado tiene el signo de un angulo?
— Representa graficamente los siguientes angulos.
a)-15° Db)-60° ¢)30° d)-90° e)150°

m Convierte de grados sexagesimales a radianes.

a) -45° b)135° c¢)225° d) 300°
— A continuacion, convierte de radianes a grados.
47 14 4
e)-14n f)— g9 —n h) —
9 15 3
E Indica a qué cuadrante pertenece cada uno de es-
tos angulos.
a) 677.”rad C) Arad e) - ﬁrad g) 377”rad
9 9 2 2
b) =25 g d) 287M g f)  4mpg h) - BT pg
18 36

Razones trigonométricas de un angulo agudo

m ¢ Es posible que el seno de un angulo agudo sea
mayor que 1? Razona tu respuesta.

m Averigua si existe alguna relacion entre la cosecante
y la secante de dos angu-
los complementarios.

10 cm
EE Calcula el seno, el cose-
no y la tangente del an-
gulo a de la figura de la de- o
8cm

recha.

En tu cuaderno
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m Sabiendo que cos o = 3, ;cudl es la longitud del

iy S .
lado x en este triangulo rectangulo?

— Calculasen ay tana

12cm

m Calcula las razones trigonométricas de los angulos
o, B,y y d de estos triangulos rectangulos.

Q
0 N\
4 cm
2,4cm

6 cm 5cm

m Los catetos de un triangulo rectangulo miden 5 cmy
8 cm. Calcula las razones trigonométricas de los an-
gulos agudos de dicho triangulo.

m Resuelve el triangulo ABC, rectangulo en A, en los ca-
S0s siguientes:

a)a=20cm,b=16cm
b)c=10cm,b=5cm
c) b=5cm, C=40°
d) c=8cm, C=50°
Un escaparate esta formado por dos prismas trian-

gulares regulares de cristal. Halla el angulo formado
por las aristas basicas de los dos prismas.

T

4m

Razones trigonométricas de un angulo
cualquiera

m Calcula las razones trigonométricas de los angulos re-
presentados a continuacion.

m Halla las razones trigonométricas de los angulos si-
guientes, utilizando para ello, un compas, una regla
graduada y un graduador.

Distribucion gratuita - Prohibida la venta

a) 317" rad b) 147" rad c) 137" rad d) 717" rad
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— Comprueba los resultados que has obtenido con los de
tu calculadora.

m Calcula las razones trigonométricas de un angulo o
que pertenece al cuarto cuadrante y cuyo seno es

N
2

sena =

m Relaciona las razones trigonométricas de los angu-
los siguientes con las de un angulo del primer cua-
drante.

a) ﬂ rad b) 62771 rad C) 357'” rad d) _ 117” rad
10 45 18 18

E Halla las coordenadas del punto P de la circunferen-
cia si su radio mide 5cm.

E Calcula el valor exacto de la expresion 5 sen o +
+2 cos o —7 tan asiaes un angulo que pertenece al

y
segundo cuadrante cuyo coseno es e

m Completa la siguiente tabla si en cada uno de los
casos o, corresponde a un angulo menor que 2 11 rad .

sen o _£ £ \/2_
2 2 2
cosa | Y2 V8 1
2 2 2
tan o _£ |
3
o

Aplicacion en la practica

E& Material concreto: Construye el tangram de la fi-
gura y halla la amplitud de los angulos que forman
los vértices de cada una de las siete piezas.




m Calcula el area de un octagono regular inscrito en una
circunferencia de 4 cm de radio.

El campanario de una iglesia proyecta una sombra de
70 m en el mismo instante en que un bastén de 1 m
proyecta una sombra de 0,8 m. Resuelve los aparta-
dos siguientes:

a) ¢Cuanto mide el campanario?

b) ¢Qué angulo forman los rayos solares con el suelo?

Eﬂ ¢ A qué distancia de la pared hemos de colocar el
pie de una escalera de 6 m para que alcance una al-
turade 4 m?

E ¢Qué angulo formard la escalera del problema ante-
rior con el suelo? Y con la pared?

m Dos radares que distan entre ellos 15 km detectan
un avién que se encuentra en el mismo plano verti-
cal bajo angulos de 42° y 56°. Calcula la altura a la que
vuela el avion y la distancia del avion a cada uno de
los radares.

A D B

m Desde la torre de un faro se observa un barco con un
angulo de depresion de 35°. Al aproximarse el barco en
linea recta 500 m al faro, el angulo pasa a ser de 70°.

Calcula la distancia que separa el barco del faro en
la segunda observacion y la altura de éste.

@ Un arbol esta sujeto mediante dos cuerdas atadas a la
parte superior de su tronco. Observa la figura y halla la
altura del tronco y la distancia entre los puntos Ay B.

Formen grupos. Deben visitar un parque préximo a su
centro escolar y medir las alturas de varios arboles
usando la trigonometria.

—Una vez en el parque, escojan algunos arboles de
distintas alturas. Cerca de ellos, claven en el suelo
una estaca de forma que sobresalga aproximada-
mente unos 150 cm. Midan su altura exacta.

— Entre todos y al mismo tiempo, marquen en el
suelo los extremos de las sombras de los arboles
escogidos y de la estaca.

— Midan las longitudes de las sombras.

— Con los datos necesarios para determinar las al-
turas reales de los arboles. Piensen cdmo hacerlo
y calculen las alturas.

m Visita la pagina http://www.phy6.org/stargaze/Mtrig1.
htm. Te explica para qué sirve la trigonometria con
ejemplos reales y como se determin la altura del Eve-
rest, el pico mas alto del mundo, usando la trigono-
metria.

Mas a fondo

@ Una avioneta sobrevuela una pista de aterrizaje arras-
trando un planeador. Sabiendo que ambos aparatos
estan unidos por un cable que forma 30° con la hori-
zontal y la fuerza que actua sobre el planeador es de
10000 N, ¢,cudl es el valor de la componente horizontal
de dicha fuerza?

Indicacion. Si la linea so-
bre la que actua una fuer-
za no es horizontal, ésta
puede descomponerse en
dos componentes, una
horizontal y otra vertical.

m Un avién que vuela siguiendo la direccién N a una
velocidad de 1200 km/h se ve inmerso en una tur-
bulencia que se desplaza hacia el E a una velocidad
de 120 km/h. Calcula qué angulo forma su trayecto-
ria con la direccién E.

Sabiendo que el peso del cuerpo que reposa sobre
la rampa o plano inclinado representado en la figura
es de 80 N, calcula el valor de la fuerza que se ejer-
ce perpendicularmente al plano o normal (F,), y la fuer-
za paralela al plano o tangencial (F,).

" P=80N

m Halla dos éngulosAA\ y B del primer cuadrante que cum-
plan:
senA +2cosB =1
2senA —cosB =1

. AN N
Indicacioén. Efectua los cambios sen A =x; cos B =,
y a continuacion resuelve el sistema obtenido.
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Autoevaluacion

Si logras resolver el 70 % de estas actividades individuales y grupales, puedes avanzar.

Expresa las medidas de estos angulos en radianes.
a) Un angulo llano.

b) Las dos terceras partes de un angulo recto.

c) Un angulo de una vuelta 'y 75°.

Reduce estos angulos al primer giro.

a) 414° b) 1095° c) 905° d) —402°

. Averigua, con los datos de la figura, cual es la longitud
de la hipotenusa del triangulo rectangulo.

30°
6.cm

De un triangulo rectangulo se conocen el cateto
a=14 cmy el angulo A = 70°. Halla los restantes an-
gulos y lados.

Buen Vivir

Calcula cos o sabiendo que o es un angulo del pri-
mer cuadrante y que sen o. = 0,6.

Si sabemos que o es un angulo del segundo cua-
drante y que cos o =-0,70, calcula tan ..

Un cable de 26,50 m de longitud, que sujeta un pos-
te vertical, forma con la horizontal un angulo de 50°.
Determina la altura del poste.

Una persona situada en la ribera de un rio ve un ar-
bol en la orilla opuesta bajo un angulo de 60°. Al
alejarse 20 m en linea recta, lo observa bajo un
angulo de 30°. Calcula la altura del arbol y la an-
chura del rio.

Naturaleza y ambiente sano

Los parques son el pulmén de las ciudades por
ser espacios verdes dedicados al esparcimiento y
la diversién de sus habitantes. Estos parques son
el lugar ideal donde los nifios socializan con otros a
través de sus juegos. Sin embargo, estos espa-
cios deben cumplir ciertas condiciones de seguri-
dad para evitar accidentes: que los materiales de
los juegos infantiles no sean peligrosos, mucho me-
nos conductores de electricidad y que no des-
prendan astillas que puedan ocasionar heridas en
los nifios, con el suelo blando de césped o arena re-
moviday limpia para amortiguar los golpes en caso
de caidas, cerramiento con vallas y a 30 metros
del tréfico que impidan la salida tanto de nifios como
de instrumentos de juego, no circular vehiculos al
interior del parque; y sobre todo, otras de higiene,
como agua potable de facil acceso, baterias sani-
tarias limpias y en buen estado,
y recipientes para arrojar la basura de manera
ecologica.

Actividades

EB Consulten en Internet cuantos parques, areas
ecoldgicas o zonas verdes existen en el pais,
y qué porcentaje de la superficie total esta des-
tinado a este propdsito.

B3 visitenun parque un domingo cualquieray re-
corran al trote o en bicicleta un sendero que sa-
liendo de un sitio, les permita circunvalar una
parte del parque hasta llegar al mismo punto

de partida.

EX Realicen una encuesta en el aula para deter-
minar cémo se divierten los domingos: a) en
el parque; b) en el campo y la naturaleza;
c) jugando futbol; d) viendo television; e) jue-
gos electrénicos. Saquen el porcentaje de cada
uno y coloquen en la cartelera.

[ 4 Pongan en marcha una campana escolar para
fomentar la actividad fisica y el uso adecuado
de parques y areas verdes.
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Cronica matematica

Nacimiento y primer desarrollo
de la trigonometria

El término griego trigonometria significa ‘medida de trién-
gulos’. Aunque este vocablo se utilizé por primera vez
en el siglo XVI, la trigonometria tiene sus origenes en las
antiguas astronomias babilonia y griega.

Enels.lla. C., Hiparco de Nicea adopté el sistema ba-
bilonico de dividir el circulo en 360 grados y tabulo los
valores de la cuerda de la circunferencia en relacién con
el arco para una serie de angulos.

Ptolomeo, en el s. Il d. C, amplié
las tablas de Hiparco utilizando el A
hoy llamado teorema de Ptolomeo.

Para distintos valores del angulo r
central (20, en la figura adjunta), Pto-
lomeo hallaba la longitud de la cuer-
da AB.

Alinicios del s. VI, el matematico in-
dio Varahamihira modificé el sis-
tema de Ptolomeo y relaciono el an-
gulo central a con la longitud de la semicuerda (AM en
la figura), magnitud mas acorde con la actual defini-
cién de seno.

Posteriormente, los arabes adoptaron de la cultura in-
dialas funciones senoy coseno, asi como sus inversas.
También describieron la tangente y la cotangente, de for-
ma analoga al estudio de longitudes de sombras que ya
habia realizado Tales de Mileto en el s. VI a. C. La civi-
lizacion arabe elaboré las tablas trigonométricas mas
precisas de su época, sistematizé la trigonometria
tanto plana como esférica y presenté la trigonometria
como una ciencia independiente de la
astronomia.

Demuestra tu ingenio

El sextante

El sextante es un instrumento para medir angulos,
generalmente el angulo de un astro con el horizon-
te. El sextante tiene forma de sector circular. Su lado
curvo contiene una escala graduada de 0° a 60°,
la sexta parte de la circunferencia, de ahi su nom-
bre. En el vértice de unién de los dos lados rectos
hay una barra oscilante que en su extremo supe-
rior lleva un espejo para recoger la luz del astro.
En la parte central del sextante hay un espejo fijo con
la mitad izquierda transparente y la derecha, re-
flectante. Alineado con este espejo hay un anteojo
con filtros para la proteccion ocular.

Posicion real de la estrella

€=

Posicion de la
imagen reflejada
en el instrumento

Para medir el angulo de un astro, se orienta el sex-
tante en la linea del horizonte. Después se mueve
la barra oscilante hasta lograr ver el astro a través
del anteojo por reflexiones sucesivas de la luz del
astro en el espejo de la barra y en la mitad reflec-
tante del espejo fijo. Cuando esta imagen del astro
esta alineada con la linea del horizonte vista a tra-
vés de la mitad transparente del espejo fijo, la par-
te inferior de la barra oscilante sefala, en la escala
graduada, el valor del angulo.

La trigonometria permite resolver numerosos problemas practicos. Indica como te las ingeniarias para resolver los siguientes.

a) Calcular el angulo del Sol sobre el
horizonte a partir de la longitud de
un baston y la de la sombra que éste
proyecta sobre el suelo.

b) Medir la altura de una torre si sélo
podemos obtener directamente lon-
gitudes sobre el suelo y el angulo
que forma la visual a la parte mas
alta de la torre con el suelo.

¥
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¢) Medir la anchura de un rio si solo po-
demos medir longitudes sobre la ori-
lla en la que nos encontramos y los
angulos formados por las visuales a
un punto de la otra orilla.
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En el Parque Acuatico del Puyo hay una piscina de 15 m de largoy 5 m
de ancho, la profundidad en uno de sus extremos es de 3 m y en el otro
extremo de 2 m. Durante los meses en los que no se utiliza se quiere pin-
tar su interior. ST

Calcula el costo total que supone
realizar esta reforma si:

— Se quieren dar dos capas de

pintura. w &
m,

— La pintura que necesitamos
cuesta $ 5 el litro y tiene un rendimiento de 0,5 | cada metro cuadrado.

Fijate en que antes de pintar tenemos que vaciar la piscina y al terminar vol- _-‘;.
verla a llenar. Esta operacion repercutira en el costo final de la reforma (el | &
precio del litro de agua es de $ 0,01).

i wy a4 -



Areas y volumenes
de cuerpos geométricos

Media aritmética

En este tema ampliaras tus conocimientos sobre los cuerpos geométricos y la forma de calcular sus areas y volu-
menes. Asi como también resolverds problemas utilizando la media aritmética.

Destrezas con criterios de desempeno

e Calcular areas laterales de conos y piramides en e Calcular la media aritmética de una serie de datos

la resolucion de problemas.

* Calcular volumenes de piramides y conos con la apli-
cacion del teorema de Pitagoras.

* Aplicar el teorema de Pitagoras en el calculo de are-
as y volumenes.

reales.

* Apreciar, en diferentes ambitos de la vida cotidiana,
los aspectos que pueden ser expresados por me-
dio de la geometria.

* Tener una predisposicion a aplicar las nociones

geométricas a situaciones cotidianas.

%J Prerrequisitos

Recuerda Evaluacion diagnéstica

* Los poligonos regulares son los que tienen to-
dos sus lados y angulos iguales.

* Observa los angulos poliedros de estos cuerpos e
indica cual de ellos es convexo y cual es cdncavo.

* La distancia entre un punto y un plano es la lon-
gitud del segmento perpendicular PQ intercep-
tado por el plano.

a b

* Escribe las formulas que permiten calcular las
areas de las figuras planas sencillas.

* La distancia entre dos planos paralelos es la e ;Cual es la unidad de volumen derivada del me-
longitud del segmento perpendicular PQ inter- tro? Escribe tres multiplos de esta unidad.

ceptado por los planos. * Completa en tu cuaderno:

Cada unidad de volumenes...... veces mayor que
la inmediatamente inferiory ... veces menor
que la inmediatamente superior.

* La edad, en afos, de los participantes en un cam-
peonato de ajedrez es la siguiente: 16, 21, 45, 36, 30,
18, 29, 27, 18, 47, 22 y 40. Calcula la media arit-
mética de estos datos.

e Determina cudl es el valor que mas se repite en
la siguiente serie de cifras: 1, 5,6, 7, 3,4, 7, 2,
8,2,6,3,7,36,1,8,3,5/1,4,7,9,3,1,5, 3,
4,7,2y5.

Uso del tiempo libre

Art. 381. El Estado protegera, promovera y coordinara la cultura fisica que comprende
el deporte, la educacién fisica y la recreacion, como actividades que contribuyen a la
salud, la formacién y desarrollo integral de las personas; impulsara el acceso masivo
al deporte y a las actividades deportivas a nivel formativo, barrial y parroquial. 141
Constitucion de la Republica del Ecuador, 2008.

Distribucion gratuita - Prohibida la venta




Distribucion gratuita - Prohibida la venta

142

FIJATE

Debemos distinguir las diagona-
les del poliedro de las diagonales
de las caras.

Diagonales del poliedro (D):
cada uno de los segmentos que
unen dos vértices situados en ca-
ras diferentes.

Diagonales de una cara (d): cada
uno de los segmentos que unen
dos vértices no adyacentes si-
tuados en la misma cara.

FIJATE

El poliedro de la figura es concavo,
pues las caras rayadas no pue-
den apoyarse sobre un plano.

N

K} Cuerpos geométricos

1.1. Poliedros

Como ya sabes, un poliedro es la regién del espacio limitada por poligonos. Sus
elementos son:

. Caras e Caras: cada uno de los poligonos.
i ¢ Aristas: cada uno de los lados de los poli-
Aristas
gonos.
. e Vértices: cada uno de los puntos en los que
Veértices :
se cortan las aristas.

Las caras que concurren en un mismo vértice forman un angulo poliedro.
Atendiendo a estos angulos, podemos clasificar los poliedros en convexos y con-
cavos.

Poliedro convexo: to- Poliedro céncavo: al-
dos sus angulos po- guno de sus angulos
liedros son conve- poliedros es conca-
XO0S. vo.

Observa que:
¢ Si un poliedro es convexo, todas sus caras pueden apoyarse sobre un plano.

e Si un poliedro es concavo, alguna de sus caras no puede apoyarse en un
plano.

Relacion de Euler

Todos los poliedros convexos cumplen una propiedad, conocida como relaciéon
de Euler, que relaciona el nUmero de caras, aristas y vértices.

Todo poliedro convexo cumple que el numero de caras, C, mas el nimero
de vértices, V, es igual al numero de aristas, A, mas 2.

C+V=A+2
Actividades O_
KB Contesta las siguientes preguntas. A Observa estos poliedros. ¢Son b
Justifica tus respuestas. convexos? Comprueba si cum-
a) Un poliedro convexo tiene 4 caras plenlarelacion de Euler y, a con-
y 6 aristas. ¢ Cuantos vértices tie- tinuacion, indica si las siguientes
ne? afirmaciones son ciertas. a

b) Un poliedro convexo tiene 6 vér-
tices y 12 aristas. Cuéntas ca-

ras tiene?

c) Un poliedro tiene 9 vértices, 20
aristas y 12 caras. ¢ Es convexo?

a) Todos los poliedros cumplen
la relacion de Euler.

b) Existen poliedros céncavos
que cumplen la relacién de
Euler.




A continuacion, centraremos nuestra atencion en poliedros regulares, prismas,
piramides y troncos de piramide.

Poliedros regulares

Un poliedro es regular cuando sus caras son poligonos regulares e iguales
entre si, y en cada vértice concurre el mismo numero de aristas.

A diferencia del plano, donde existen infinitas formas poligonales regulares, en
el espacio solo se dan cinco poliedros regulares. Observa:

Tetraedro Octaedro Icosaedro Hexaedro Dodecaedro
o cubo
4 triangulos 8 triangulos | 20 tridngulos | 6 cuadrados | 12 pentdgonos
equilateros equilateros equilateros regulares
Prismas

Los prismas son poliedros en los cuales dos caras son poligonos iguales y
paralelos entre si, y las demas caras son paralelogramos. En la figura 1 pue-
des observar sus elementos.

La distancia entre los planos que contienen las bases es su altura.

Los prismas se nombran segun los poligonos que forman sus bases: triangu-
lares, cuadrangulares...

Ademas, los prismas se clasifican en rectos y oblicuos.

Un prisma es recto si las aristas latera- Un prisma es oblicuo si las aristas late-
les son perpendiculares a las aristas ba- | rales no son perpendiculares a las aris-
sicas. tas basicas.

Un prisma es regular si es recto y sus bases son poligonos regulares.

Actividades

CONTRAEJEMPLO

Este balon de futbol, a pe-
sar de estar formado por
pentagonos y hexagonos
regulares, no es un polie-
dro regular.

Altura
Cara lateral

Arista basica

B Fig. 1

FIJATE

Si seccionamos un prisma, rec-
to u oblicuo, por un plano para-
lelo a sus bases, la seccion del
prisma que obtenemos es un po-
ligono igual que sus bases.

[ 3| ¢,Son convexos los poliedros regulares? ; Cumplen la 5 | Explica qué son la diagonal de un poliedro y la dia-
relacion de Euler? gonal de una de sus caras.

[ 4 ¢ Es regular este polie-
dro? Justifica tu res-

a) Dibuja un cubo e indica la diagonal de una de sus
caras y la diagonal del cubo.

puesta. b) ¢ Cuantas diagonales tiene un prisma cuadrangu-
lar? ¢Y cuantas diagonales tiene cada una de
Observa que esta limi- sus caras?
tado por triangulos equi-
lateros e iguales entre si. 6 | ¢ Son convexos los prismas? ¢ Cumplen la relacion de
Euler?
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Vértice

Arista
lateral
Altura
Cara

lateral

Arista

basica '

Base

B Fig. 2

FIJATE

La seccién de una piramide rec-
ta u oblicua por un plano parale-
lo a la base es un poligono se-
mejante a la base de razén de

, X
semejanza k = =

Este resultado se obtiene apli-
cando el teorema de Tales a los
triangulos sefialados en la figura
siguiente:

Piramides
Las piramides son poliedros en los cuales una cara es un poligono cualquiera
y las otras son triangulos que tienen un vértice comun.

En la figura 2 puedes observar sus elementos.
La distancia entre el vértice y el plano que contiene su base es su altura.

Como en el caso de los prismas, las piramides se nombran segun el poligono
que forma su base: triangulares, cuadrangulares...

Las piramides también se clasifican en rectas y oblicuas.

Una piramide es recta si todas sus caras
laterales son triangulos isésceles.

Una piramide es oblicua si no todas sus
caras laterales son triangulos isésceles.

Una piramide es regular si es recta y su base es un poligono regular. La apo-
tema de una piramide regular es la altura de cualquiera de sus caras laterales.

Troncos de piramide

Observa en la siguiente figura como, al seccionar una piramide por un plano
paralelo a su base, obtenemos otro cuerpo geométrico llamado tronco de
piramide.

Base
Cara
V lateral
>
' Base

Actividades

¢Cuando es concava una piramide? ;Puede ser

concava una piramide regular? ;Cumplen la rela- I;fA\‘\\ f
cion de Euler las piramides regulares? /j,’ W\
e 9cm
B Halla las medidas de las aristas de las bases de U Y
un tronco de piramide, si sabemos que el tronco ik 3cm
se ha obtenido al seccionar la piramide de la de- /.

recha por el plano que indicamos.



1.2. Cuerpos de revolucion

Los cuerpos de revolucion son los cuerpos geométricos que se obtienen al girar una figura plana 360° alre-

dedor de un gje.

Cilindro, cono y esfera

Los tres cuerpos de revolucion mas sencillos son el cilindro, el cono y la esfera.

Base

Altura

Base Generatriz

rectangulo sobre uno de sus lados.

superficie cilindrica.

Un cilindro se obtiene al girar 360° un

La superficie que lo delimita se llama

Generatriz

T Vértice — al
‘ -

Base

Altura

Un cono se obtiene al girar 360° un
triangulo rectangulo sobre uno de sus
catetos.

La superficie que lo delimita se llama
superficie conica.

T Radio

Una esfera se obtiene al girar 360°
un semicirculo sobre su diametro.

La superficie que lo delimita se llama
superficie esférica.

Secciones de los cuerpos de revolucion

La seccién de un cilindro o de un cono por un plano paralelo a la base es un circulo. La seccién de una esfe-
ra por un plano siempre es un circulo. Ademas, si el plano pasa por el centro de la esfera, la seccién obteni-
da se llama circulo maximo y la circunferencia
que lo delimita, circunferencia maxima.

Observa los cuerpos de revolucion que se ob-
tienen al seccionar el cono y la esfera.

q—

a b c .
Al seccionar un co- Hemisferio Al seccionar una esfera por
é B no por un plano un plano que pasa por su
7\ Generatriz paralelo a su base, centro, se obtienen dos se-
se obtiene otro Semiesfera  Miesferas. La parte de la
cuerpo geometri- ¢ superficie esférica que de-
Base co que se llama limita una semiesfera se lla-
tronco de cono. Hemisferic M@ hemisferio.
Casquete Al seccionar una esfera por Segmento Al seccionar una esfera por
&y esferico un plano que no pasa por su o % dos planos paralelos, se
<@ > Segmento  centro, se obtienen dos bases obtiene un segmento es-
esférico segmentos esféricos. La férico de dos bases. La
parte de la superficie esfé- égf’;ca parte de la superficie es-
rica que delimita un seg- férica que lo delimita se lla-
Casquete mento esférico se llama - ma zona esférica.
esferico casquete esférico. v
Actividades / Z

[ 9 | Dibuja el cuerpo de revoluciéon que
se obtiene al girar 360° cada una de
estas figuras planas alrededor del

Trabaja en tu

eje indicado.
cuaderno.
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MATERIAL CONCRETO

Globo terraqueo

Eje terrestre

ecuador \\ : Huso * Meridianos: semicircunferencias maximas con extremos en los polos.

Polo

Zona e Zona: parte de la superficie terrestre comprendida entre dos paralelos.

Esfera terrestre

En geometria, una esfera es un cuerpo limitado por una superficie curva cerra-
da, cuyos puntos equidistan de otro interior llamado centro de la esfera. En la
vida cotidiana hay muchos objetos y elementos que nos recuerdan a una esfe-
ra. La Tierra es un claro ejemplo. La esfera que representa la Tierra se llama
esfera terrestre.

Fijate en sus elementos: ]

¢ Eje terrestre: linea imaginaria alrededor de la cual gira la Tierra en su
movimiento de rotacion. Su interseccién con la superficie esférica son dos
puntos llamados polos.

e ecuador: circunferencia maxima contenida en un plano perpendicular al
eje terrestre.

¢ Paralelos: circunferencias obtenidas al seccionar la esfera por planos pa-
ralelos al plano del ecuador.

¢ Huso: parte de la superficie terrestre comprendida entre dos meridianos.

Ivieridiano
de Greenwich

Latitud de Greenwich.
Norte

Longitud de meridiano que pasa por A, comprendido entre el ecuador y dicho punto.
Este

Por cualquier punto de la superficie terrestre pasan un meridiano y un parale-
lo. Esto nos permite determinar la posicion de un punto sobre la esfera terres-
tre asociandole un par de numeros: su longitud y su latitud.

Para determinarlos, se toma como meridiano origen el que pasa por la ciudad
inglesa de Greenwich, denominado meridiano de Greenwich, y como paralelo
origen, el ecuador.

La longitud de un punto A es la medida del angulo que forma el plano del
meridiano que pasa por ese punto con el plano que contiene el meridiano

e La longitud se mide de 0° a 180° en direccion Este y Oeste desde el me-
ridiano de Greenwich.

La latitud de un punto A es la medida del angulo correspondiente al arco

e | a latitud se mide de 0° a 90° en direccién Norte y Sur desde el ecuador.

ecuador Latitud . - .
Longitud Sur Para indicar las coordenadas geograficas de un punto cualquiera de la su-
Oeste perficie terrestre, escribimos primero su longitud y, a continuacion, su lati-
tud. Asi, las coordenadas geograficas del punto A son (73° O, 40° 42’ N).
F|'JATE Debido al movimiento de rotacion de la Tierra, la hora del dia varia de un lugar

Existen tres tipos de hora:

— La hora solar (o local), deter-
minada por la incidencia del
Sol en cada meridiano y que
varia en cada punto segun su
longitud.

— La hora local media, determi-
nada por el meridiano medio
del huso horario correspon-
diente.

— La hora oficial, que es la que
fija el gobierno de un pais para
Su uso, y que puede diferir en
un nimero entero con la hora
local media.

a otro y viene determinada por el meridiano.

Puesto que la Tierra tarda 24 horas en dar una vuelta sobre si misma, se ha di-
vidido la superficie terrestre en 24 husos, llamados husos horarios, cada uno
de los cuales abarca 15° de longitud. De esta forma, todos los lugares situa-
dos en un mismo huso horario adoptan la misma hora.

Cuando pasamos de un huso horario a otro, debemos avanzar el reloj 1 h si
viajamos hacia el Este o retrasarlo 1 h si viajamos hacia el Oeste.

Actividades G_

m Busca un planisferio en un atlas e indica las coordenadas geograficas de las
siguientes ciudades: Paris, Tokio, Rio de Janeiro, Quito, Guayaquil.

m ¢Cual es la diferencia de hora solar entre las ciudades del Tena y Puerto
Baquerizo?



1.3. Teorema de Pitagoras en el espacio

A partir del teorema de Pitagoras, podemos obtener distintas relaciones métri-
cas entre diferentes elementos de un cuerpo geométrico que nos permitiran cal-
cular areas y volumenes de cuerpos geométricos. Fijate en los siguientes

ejemplos.

ejemplo i
Calcula el valor de la generatriz del cono de la figura.
La generatriz del cono es la hi-

figura.

ejemplo 4

Calcula el valor de la altura de la piramide regular de la

potenusa del tridngulo rectan- La altura de la piramide es uno de
gulo cuyos catetos son la altu- los catetos del triangulo rectangu- 25cm
ra del conoy el radio de la base. lo cuya hipotenusa es la apotema de
— Calculamos el valor de la ge- e g la pltramlds yl CL:)yo otro cateto es la h

neratriz aplicando el teorema e apotema de la base.

de Pitagoras al triangulo an- w — Calculamos el cateto y la altura.

terior. 14 . €

C=— =
g=+122 +52 =13 5 o 2 14 cm
= 2 _72 _

Asi, la generatriz del cono mide h=y25% -7% =24
13 cm. La altura de la piramide mide 24 cm.

MATERIAL CONCRETO .

ejemplo [

Calcula la diagonal de un cubo de 3 cm de arista.

— Dibujamos un cubo en el
que representamos el enun-
ciado del problema.

nal del cubo es la hipote-
nusa del triangulo rectan-
gulo cuyos catetos son la d
arista del cubo y la diagonal
de su base.

Observamos que la diago- 3

Construye este cubo y comprueba tu resultado.

Actividades

— Aplicamos el teorema de Pitagoras y calculamos la dia-

gonal de la base del cubo.

d=\/a2 + a2 =\/2a2 =\/Ea

— Aplicamos de nuevo el teorema de Pitagoras y calcu-

lamos la diagonal D del cubo.

D = \/d2 +a? = \/2a2 +a2 = \/332

D=3 (3-=5,2

Asi, la diagonal del cubo mide 5,2 cm.

_ J3a

ER caicula el valor de x en cada uno de estos cuerpos
geométricos.

3cm

14 ¢ Cuanto mide el radio de

m Calcula el valor de la dia-

gonal del prisma de la fi-
gura.

12 cm

la base del segmento es-
férico obtenido al sec-
cionar una esfera de ra-
dio 5 cm por un plano
que dista 4 cm del cen-
tro de la esfera?
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Desarrollo plano

-

B Fig. 3

H Areas

Conoces a varios cuerpos geométricos, por ejemplo el cubo, los prismas,
ahora estudiaremos las piramides y los conos.

Existen las piramides y las piramides truncadas, también los conos y conos
truncados; en el caso de los cuerpos truncos debemos observar que estos
tienen dos bases (inferior y superior) mientras que las piramides y conos nor-
males tienen una base inferior y por clspide a un vértice.

En los cuerpos truncos trataremos a los que tienen sus bases paralelas.
Una piramide es regular si su base es un poligono regular.

Las piramides tienen varias caras laterales, que son triangulos en los cuerpos
normales y trapecios en los truncadas.

Como ya sabes, el area de un cuerpo geométrico es la medida de la superficie
que lo delimita.

En los cuerpos geométricos hablamos del area lateral, la cual se obtiene al
sumar todas las areas de las caras laterales y del drea total cuando se suma
al valor del area lateral el area de la base o las bases.

2.1. Areas de la piramide y piramide truncada

Figura

Patrén plano Area lateral y area total

Piramide

e Area lateral: |a superficie lateral esta formada por
triangulos.

A = Area de sus caras laterales

lateral

* Area total: se obtiene sumando el 4rea lateral y el drea
de la base.

A total — A lateral T A base

Ab,

Ab,

Piramide Truncada

* Area lateral: la superficie lateral esta formada por
trapecios.

A = Area de sus caras laterales

lateral

e Area total: se obtiene sumando el area lateral y el
area de las dos bases.

Atotal =A lateral T A b1 +A by




2.2. Area del cono y del cono truncado

Figura Patrén plano

Area lateral y area total

Cono

* Area lateral: la superficie lateral es un sector cir-
cular de radio la generatriz del cono y de longitud
de arco la longitud de la circunferencia de la base.

lateral —

9
Apou=2Zar—~=ar-g
y4

* Area total: se obtiene sumando el area lateral y
el area de la base.

Aga=TU-g+ari=mar-(g+r

total

«Q

Cono Truncado

e Area lateral: la superficie lateral es un trapecio
circular.

@xR+2mnr)-g
2

A =ng-(R+r)

lateral —

* Area total: se obtiene sumando el area lateral y
el area de las dos bases.

Aca =79 (R+r)+nR?+mr?

generatriz de 12 cm.
Organicemos los datos:

Reconozcamos las A
férmulas respectivas:

lateral

Calculemos el area
lateral:

Calculemos el

ejemplo £

Calcula el area total de un cono truncado que tiene una base inferior de radio 5 cm, base superior de radio 2 cm y su

r=2cm; g=12cm

=ng-(R+r)
Apa =79 (R+r)+nR?+mr?

Alateral=n g (R+r) =0 12(5+2) = 263,89

A =79 - R+r)+aR?+mr?

area total: o =T 12-(542) + 7w - 5%+ 7 - 22
Aw =113+ m = 400
Ao = 400 cm?
Actividades G_

E8 Relaciona cada poliedro regular con su patron pla-

no y con la férmula que permite calcular su area.

dodecaedro octaedro cubo

icosaedro tetraedro

c /\i \}a e /gi

A=5\/§a2

A =6a?

A= 2\/532

A =30adap

A=J§a2

16 a) Calcula el area lateral y el area total de cada uno

de estos poliedros.

'
7cm \‘i;?
“‘iiiii”Gcm
3cm 4cm 6cm
b ®

b) Calcula las areas laterales y las areas totales de
estos cuerpos de revolucion.

3
3cm t
a b

10cm
12cm
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FIJATE

A la izquierda tenemos un mon-
ton de monedas perfectamente
alineadas; a la derecha las mis-
mas monedas no alineadas. Evi-
dentemente, ambos montones
ocupan el mismo volumen.

La formalizacion de este principio
es, precisamente, el principio de
Cavalieri.

Actividades

K] Volumenes

El volumen de un cuerpo geométrico expresa el numero de veces que el cuer-
po contiene una unidad de volumen.

Asi, para calcular el volumen de este ortoedro, contaremos la cantidad de uni-
dades de volumen de 1 cm?® que contiene. Observa:

Voo = 6 4 + 5 = 120 cm?

ortoedro
Fijate en que el nimero de unidades de volu-
men que contiene coincide con el producto del
1cm3 area de su base por su altura. Por lo tanto:

6 vV

ortoedro

=A - altura

base

No siempre podemos deducir la formula del volumen de un cuerpo geométrico
cubicandolo. El siguiente principio nos servira para obtener los volumenes del
resto de los cuerpos geométricos estudiados: prisma, cilindro, piramide, cono
y esfera.

3.1. Principio de Cavalieri
Observa los dos cuerpos geométricos de la figura.

¢ Tienen la misma altura.

¢ | as secciones por planos parale-
los a las bases tienen la misma area.

Estas condiciones permitieron asegurar / E

a Bonaventura Cavalieri, matematico del : / /
I

siglo xvi y discipulo de Galileo Galilei, J 7 4
que estos dos cuerpos
geomeétricos tienen el mismo volumen.

Principio de Cavalieri

Si dos cuerpos geométricos de la misma altura cumplen que las seccio-
nes por planos paralelos a sus bases tienen la misma area, entonces es-

Escribe la formula para calcular el volumen de un cubo

de arista a.

tos cuerpos tienen el mismo volumen.

KB Observa estos cuerpos geomeétricos. Aplica el princi-
pio de Cavalieri y razona si tienen el mismo volumen.

KB Caicula los volimenes de los siguientes ortoedros:

I
I
3 @ i 5cm

2cm




3.2. Volumenes de prismas y cilindros

La imagen muestra un ortoedro, un prisma recto, un prisma oblicuo y un cilin-
dro que tienen la misma area de la base, A, y la misma altura, h.

\
>\

&
Y
w
&

2

N

A
/" Abase

Observa que en estas figuras las secciones siempre son iguales al area de la
base. Por tanto, podemos afirmar que las secciones por un plano paralelo a
sus bases tienen la misma area:

A=A =A=A,

Asi, por el principio de Cavalieri, los cuatro cuerpos tienen el mismo volumen,
que podemos calcular a partir del volumen del ortoedro.

% v =V =V

prisma recto = prisma oblicuo cilindro ortoedro
El volumen del ortoedro es el area de su base por su altura.

Vortoedro = Abase “h

Por tanto, podemos concluir que:

El volumen de un prisma o de un cilindro es igual al area de su base por su
altura.

%

prisma ~

Apse ' h

base

V

ciIindro=A ~h=mnr?-h

base

ejemplo 14
Halla los volimenes de los siguientes cuerpos geométricos.

a) Un prisma recto de altura 150 cm y base un cuadrado de lado 20 cm. ;Obtendrias
el mismo resultado si el prisma fuera oblicuo?

b) Un cilindro de radio 8 cm y altura 34 cm.

a) Calculamos el area de la base y aplicamos la formula del volumen del prisma.
Apse = @2 =202 =400 cm?
A, ... - h=400-150 =60000 cm?®

Si el prisma fuera oblicuo, se obtendria el mismo resultado en virtud del principio de
Cavalieri.

%

prisma = Mpase

b) Calculamos el area de la base y aplicamos la formula del volumen del cilindro.
Appee =r? =7+ 8%2=201,1 cm?
Vindro = Apase * 1 =201,1 - 34 =6837,4 cm?

Actividades &

m Calcula el volumen de cada cuerpo geométrico de la figura 4.

base

=
o
=
- /7
a ‘4cm
€
o
=)
7cm ‘ 4 cm
b
E £
S 3/
- o
c
B Fig. 4
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B Fig.5

@ 4

La piramide de Keops es la mayor
de las tres piramides de Gizeh, en
Egipto, la Unica de las siete mara-
villas del mundo antiguo que auin si-
gue en pie. Busca sus dimensio-
nes y calcula su volumen. Para ello
puedes conectarte a la pagina
http://www.egiptologia.com/
sociedad/piramides/jufu/jufu.htm.

FIJATE

La razén entre las areas de dos
poligonos semejantes es igual al
cuadrado de la razon de seme-
janza.

= €
o (8]
o o
- /__V5cm
a 3 ¢cm b 5cm
&
v
S/5
~/ O
c
B Fig. 6

3.3. Volumenes de piramides y conos

Para obtener las férmulas de los voliumenes de las piramides y de los conos,
deducimos en primer lugar la del volumen de una piramide recta de base cua-
drada a partir de la formula del volumen de un cubo.

En la figura 5 puedes observar que el cubo de arista a se descompone en seis
piramides rectas iguales cuyas bases son cada una de las caras del cubo y

a
cuya alturaes h = 5 Por tanto:

%

1
piramide recta — —__
de base cuadrada 6

v,

cubo base

-1
6

A partir de este resultado, vamos a obtener el volumen de las piramides y el de
los conos en general.

En la siguiente figura se muestran una piramide recta de base cuadrada, una
piramide triangular recta, una piramide triangular oblicua y un cono que tienen la
misma area de la base, A y la misma altura, h.

base?’

Puesto que cada seccidon es semejante a la base correspondiente con razon
. X
de semejanza k = e se cumple que:

P

base base base base

Por consiguiente, las secciones por un plano paralelo a sus bases tienen la
misma area.

Asi, por el principio de Cavalieri, los cuatro cuerpos tienen el mismo volumen,
que podemos calcular a partir del volumen de la piramide recta de base cua-
drada.

1

V,=V,=V,=V,= LA, h
3

base

Por tanto, podemos concluir que:

El volumen de una piramide o de un cono es igual a un tercio del area
de su base por su altura.

Vpirémide=i Abase . h Vcono = lAbase . h = i T [‘2 . h
Actividades ﬁ_

m Calcula el volumen de cada uno de los cuerpos geométricos de la figura 6.



3.4. Volumen de la esfera

En el siglo Il a. C., Arquimedes determiné el volumen de una esfera relacionandolo
con el volumen de un cilindro y el de un cono. Veamos el procedimiento que
utilizé.

Consideramos un cilindro y un cono cuyos radios sean r y cuyas alturas sean
iguales a los radios, y una semiesfera de radio r.

Observa la relacién entre el radio de sus bases y el radio de las secciones por
un plano paralelo a dichas bases.

r. X
rh=r S ="=r,=x r2=r2-x?
roor

Asi, las areas de las secciones por planos paralelos a sus bases son:

A=mnr? A, =nx? A;=m(r?-x? r

Esdecirr A;=n(r?-x%)=nr’-nx?=A,-A,

Las secciones de la semiesfera por un plano paralelo a la base son iguales a
las del cilindro menos las del cono. Asi, si aplicamos el principio de Cavalieri a m Fig.7
la semiesfera y al cuerpo que resulta de extraer el cono del cilindro (figura 7),
tenemos que:
4

semiesfera

V

cilindro - cono

Por tanto, el volumen de la esfera es:

Vestera = 2 Viemiestera = 2 (Vcilindro— cono) =2 (Vcilindro - Vcono) = @

1 1 2 4 ¢ Sabes de cudl de sus descu-
=2|nrer—-—mnr2r|{=2|nr® ——ard (=2 —nard = —anurs brimientos Arquimedes se mos-
3 3 3 3 traba més orgulloso? Inférmate en
la pagina http://www.arrakis.

El volumen de una esfera es igual a cuatro tercios del nimero x por su es/~mcj/arquimed.htm

radio al cubo.
4
Vesfera = ? nrd

Actividades @_

2cm

EA calculalos volumenes de la semiesfera, del cilindro 'y
del cono representados en la figura. -
: . £
— ¢Como se relaciona el volumen de la semiesfera N I
con el de los otros dos cuerpos geométricos? Jus-
tifica tu respuesta.
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Area de la esfera

La obtencion del area de la

esfera no es tan sencilla como la de otros cuerpos

geomeétricos. Esto es debido a que no tiene desarrollo plano, a diferencia del

cilindro y el cono.

Veamos como obtener el area de la esfera a partir de su volumen.

Recubrimos la superficie esférica con triangulos iguales y consideramos las
piramides con vértices en el centro de la esfera cuyas bases son estos trian-
gulos y cuya altura es el radio de la esfera. Asi, obtenemos que el volumen de
la esfera puede aproximarse sumando los voliumenes de dichas piramides.

%

esfera

1

3

+A, +..|r=
b1 b2 )

Por otro lado, hemos visto que V,

La
3

1

1
=V, +V,+...= gAb1-r+ ?Abz-r+...=

r

esfera

4
_ 3
sfera — e

Por lo tanto, igualando las dos formulas obtenemos:

Despejando el area de la esfera, tenemos que A

lAesfera'r= inrs
3

=4 xr?

esfera

El area de la esfera es igual a cuatro veces el niUmero m por su radio al cua-

drado.

Assira =4 r?

esfera

Calcula el drea
de una esfera de
5 cm de radio.

— ¢Cual sera el
drea de un
huso esférico
que abarca
15° sobre la
superficie de
la esfera?

Actividades

ejemplo [&

Aplicamos la féormula con la que obtenemos el area de
la esfera.

A =4nr’=4752=314,16

esfera

El area de la esfera es 314,16 cm?.

— Veamos qué fraccion de la superficie esférica repre-
senta el huso esférico de 15°.
Puesto que la superficie esférica tiene 360°:

360 +15=24

Asi, la superficie esférica puede dividirse en 24 husos
como el de la figura. Por lo tanto:

A =A +24 =314,16 + 24 = 13,09

huso esférico esfera

El area del huso esférico es 13,09 cm?.

/5

EX] calcula el area de una esfera de 7 cm de radio y el area de un huso esférico que abarca 36° sobre su superficie

esférica.

A El volumen de una esfera es 288 & cm®. ¢Cual es su area?



3.5. Calculo aproximado de volimenes

No siempre podemos calcular de una forma exacta el volumen de un cuerpo
geomeétrico, pues quiza no tenga una forma regular que nos permita aplicar
las ecuaciones estudiadas anteriormente. En cambio, en muchos casos si po-

demos realizar una aproximacion.

Obtén el volumen aproximado de cada uno de estos ob-
jetos. Expresa el resultado en cm?.

~45cm -
N/
©
24cm
20cm 50cm
==

ejemplo
— El cuerpo geométrico que mas se parece a la copa
es el cono. Asi, aplicando la férmula del volumen de un
cono:
V - —mrth=-"r.45".6=~127
copa 3 3
El volumen aproximado de la copa es 127 cm?.

— El cuerpo geométrico que mas se parece a la caja de
herramientas es un prisma de base rectangular. Asi,
aplicando la férmula del volumen de un ortoedro:

V =A .. h=50-20-24=24000

caja de herramientas
El volumen aproximado de la caja de herramientas es
24000 cm?.

base

Otras veces deseamos obtener el volumen de un cuerpo con forma regular
pero no tenemos instrumentos de medida para hacerlo. En estos casos tam-

bién podemos hallar su volumen de forma aproximada.

Halla una aproximacion
de la capacidad de la
jarra sin utilizar ningtn
instrumento de medida.

Expresa el resultado en
litros.

Un palmo equivale, apro-
ximadamente, a 20 cm.

20cm

Actividades

ejemplo [}
El cuerpo geométrico que mas se parece alajarra es el ci-
lindro.

Por otro lado, podemos considerar que el radio del cilin-
dro mide 5 cm y su altura, 20 cm.

Aplicamos la férmula del volumen de un cilindro:
Vara=m-r*h=m-5%-20 = 1571
Por otro lado se cumple que:
1571 cm?®=1,571 dm?3=1,5711

Asi, el volumen aproximado de la jarra es 1,571 I.

E Averigua las capacidades aproximadas del tazon y de la

cuchara. Expresa dicha aproximacion en litros.

Como ayuda ten en cuenta lo siguiente:

— Media esfera es una buena aproximacion a la forma

del tazon.

— El cuerpo geométrico que mas se parece a la cuchara

es un ortoedro.
— Un dedo mide aproximadamente 1,5 cm.

B3 calcula aproximadamente la capacidad en litros de cada

uno de estos objetos.

a) Un envase tetra brik de un jugo de frutas.

/%

1
6 dedos 5 dedo
3 dedos

4 dedos

b) Una botella pequefa de refresco.
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MUCHO 0JO ..

Promedio es el punto en que algo
se divide por la mitad o casi por
la mitad.

FIJATE

Un dato es un antecedente ne-
cesario para llegar al conoci-
miento de algo.

Puede ser una cantidad, un
valor, un documento, un hecho,
etc.

Distribucion gratuita - Prohibida la venta

156

Il Media aritmética

Para que el agua de una piscina se mantenga limpia, se deben colocar liquidos
limpiadores en una cantidad que depende del volumen de agua que esta contenga.

El agua de una piscina se mueve continuamente por las corrientes de aire del
lugar; por esta razon, la profundidad varia en cada punto de la piscina al trans-
currir el tiempo. Si medimos la profundidad de esta piscina en un mismo lugar
pero en distinto tiempo, la medida sera distinta, pese a que el ancho y el largo
de esta no varian cuando se mueve el agua.

Para que la variacion en la altura no impida que podamos calcular el volumen del
agua, podemos encontrar un valor representativo de la altura del agua en el
tiempo, usando una herramienta matematica conocida como media aritmética.

A\ W

A la media aritmética también se la conoce como promedio o media.

Cada dato representa la observacion de un lugar y la media aritmética indica el
centro alrededor de las observaciones.

Datos

Media
aritmética

El valor de la media aritmética puede ser un dato observado o no.

Actividades

/g

E Comenta con tus compaferos y companeras en qué problemas creen que se
puede aplicar la media aritmética y por qué.

Escribe dos ejemplos en los que se pueda encontrar la media aritmética.



Si en un mismo lugar de la piscina medimos la atura del agua en varias ocasiones
y deseamos calcular la altura promedio del agua, debemos realizar lo siguiente:

1. Enumeramos las medidas de la altura del agua.

Numero Medida Numero Medida Ndmero Medida
de medida [m] de medida [m] de medida [m]
1 3,10 4 3,10 7 3,15
2 3,15 5 3,12 8 3,12
3 3,11 6 3,13 9 3,10

2. La media aritmética se calcula sumando todas las medidas que realizamos
y dividiendo esta suma para el numero de medidas tomadas:

Suma de las medidas realizadas
Numero de medidas hechas

Media =

3,10 +3,15+ 3,11 + 3,10 + 3,12 + 3,13 + 3,15 + 3,12 +3,10
9

Media =

28,08

Media = =3,12

ejemplol
Calcula la distancia promedio que un grupo de estudiantes debe recorrer para llegar desde sus respectivos hogares
hasta el colegio.

a) Enumeramos la distancia que cada uno recorre para llegar al colegio.

Nuamero Medida Numero Medida Nuamero Medida
de medida [km] de medida [km] de medida [km]
1 5,0 5 2,5 9 1,5
2 3,5 6 5,0 10 4,0
3 1,2 7 6,1 11 6,4
4 41 8 7.9 12 8,0

b) Usamos la formula de la media aritmética, para calcular la distancia promedio que recorren los estudiantes:

Suma de las medidas realizadas
Numero de medidas hechas

Media =

50+356+12+41+25+50+6,1+79+156+40+64+8,0
12

Media =

Media = ﬂ =46
12

c) La distancia promedio que los estudiantes recorren para llegar al colegio es 4,6 km.

Actividades G_

E Consulta cuanto falta para el cumpleanos de cada uno de tus compaferos y companeras. Calcula el nimero de
meses promedio que faltan para que los estudiantes de tu curso cumplan anos.

m Investiga los afos de fundacion de cinco ciudades del Ecuador; luego; encuentra el afio promedio de esas fundaciones.

15
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4.1. Resolucion de problemas utilizando la media aritmética

Para analizar los datos que recogimos en un experimento o una observacion, po-
demos agruparlos segun sus clases o tipos, utilizando una tabla de frecuencias.

Suma de las medidas realizadas
Numero de medidas hechas

Media =

Suma de cada: (Clase de dato multiplicado por su frecuencia)
Suma de las frecuencias

Media =

ejemplofili]

De una investigacion sobre la cantidad de leche que producen las vacas de un rancho durante 50 horas, se obtuvieron
los siguientes datos.

Realiza una tabla de frecuencias y calcula el promedio de litros de leche por hora.

0/1/ 3/ 6/3 3/6/5/2/3|2 3 5|/6/4]|1
5/ 3/ 4/1/2/1/4/0/4/1, 514|524
3|1/ 656/4/2/6|3|/5/2/ 3|0/ 1 23|1]2

a) En la primera columna escribimos cada valor obtenido. En la siguiente, registramos la frecuencia:

Litros producidos por hora Datos Frecuencia
0 X X X 3
1 XX XXXXXXX 9
2 XXXXXXXX X 9
3 XXXXXXXXXX 10
4 XX XXX XX 7
5 XXXXXXXX 8
6 X X X X 4

b) Para calcular la media aritmética con los datos agrupados en una tabla de frecuencias, usamos la férmula dedu-
cida anteriormente:

0-3+1:9+29+310+4-7 +58+64
3+9+9+10+7+8+4

Media =

Media = ﬁ =2,98
50

Actividades A
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m Utilizando una tabla de frecuencias, encuentra la media aritmética de los siguientes datos:

151283 12 |11 |17 9 |22 | 8 [16|22| 8 23 11 |17 |23 | 17
1215 15|11 |22 |15 |15 |12 21| 9 | 8 12 /27 | 15| 9 | 15

E Organicen un grupo que investigue y recolecte cincuenta datos de un tema que les interese; luego, calculen el
promedio de los datos recolectados. Por ejemplo, puedes calcular el promedio de partidos de futbol que se jue-
gan cada dia en América.



En una investigacion estadistica, los datos que se obtienen pueden ser distintos entre si. Para utilizar este tipo
de datos, los debemos agrupar por intervalos.

c) Por lo general se construyen seis intervalos.

b) La distancia de cada intervalo debe ser la misma.

a) Cada intervalo debe tener dos numeros que indican el principio y el fin de éste.

ejemplo fi!

En un curso vacacional se ha clasificado a los asistentes seguin sus edades. Para calcular el valor medio de cada inter-
valo, debemos tomar en cuenta los siguientes parametros:

Calcular el promedio de edades de los asistentes al curso vacacional.

a) Calculamos los valores medios de cada intervalo.

Intervalo Valor medio Distancia del intervalo Frecuencia
05 a 3,5 % =2 35-05=3 7
B35 a 6,5) 3’5‘2“—6’5 =5 6,5-35=3 20
65 a 9,5 6=52;9’5 -8 95-6,5=3 15
9,5 a 12,5) w=11 12,5-9,5=3 12
[12,5 a 15,5) M:M 155-12,5=3 8
[15,5 a 18,5] w=17 18,5-155=3 23
Con los valores medios de cada intervalo, es posible calcular el promedio de los datos tomados.
ejemplo [¥

b) Usamos los valores medios y la frecuencia de cada intervalo en la famula de la media aritmética.

Media =

Media =

Suma de cada: (valor medio multiplicado por la frecuencia del intervalo)

Suma de las frecuencias

2:7+520+815+11-12 +14-8 + 17-23

869

7+20+15+12+8+23

Media = —— = 10,22
85

c) La edad promedio de los asistentes es 10,2 afios.

Actividades

pesos en intervalos y encuentra el promedio.

12,3 12,5 | 13,1 | 13,9 | 14,56 | 14,4 | 12,7 | 152 | 16,7 | 15,9
13,8 13,5142 | 14,8 149 126 | 13,8 | 17,5 | 17,9 16,4
178172153 16,8 | 17,3 | 155 | 16,7 | 17,9 | 153 | 12,8
15,6 | 142 | 16,5 | 15,8 | 16,4 | 16,9 | 16,5 | 152 | 17,0 | 17,5

/%

m En la muestra de cosecha de una exportadora de mangos, se han calculado los siguientes pesos. Organiza los
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Una empresa comercializa dos tipos de latas de refresco.

e |a lata estandar tiene forma ci-
lindrica, de radio 3,2 cmy al-
tura 10,35 cm. El precio de un
refresco estandar es de 45 cts.

¢ | alata maxi es semejante a la
estandar, pero tiene un vo-
lumen de 500 cm®. El precio
de un refresco maxi es de 60
cts.

— ¢Qué tipo de lata sale mas rentable al consumidor?

— La empresa desea envasar 1000 I. ;Con cual de los dos
tipos de lata necesitara menor cantidad de aluminio?

p Comprension del enunciado

Las latas estandar y maxi son semejantes. De la primera cono-
cemos las dimensiones y de la segunda el volumen. Sera mas
rentable para el consumidor aquella que tenga una relacion
precio/volumen menor y tendra menor coste para la empresa
aquella que tenga una relacién superficie/volumen menor.

» Planificacion de la resolucion

En primer lugar, calcularemos el volumen de la lata estan-
dar. La relacion entre los voliumenes de ambas latas nos per-
mitira obtener la razén de semejanza.

A continuacion, calcularemos el area de la lata estandar. A
partir de la razén de semejanza, hallaremos también el
area de la lata maxi.

Finalmente, calcularemos las relaciones precio/volumen y
superficie/volumen para ambas latas y deduciremos cual es

nor cantidad de aluminio para contener los 1000 litros.

» Ejecucion del plan de resolucion

— Volumen de la lata estandar:
Vo=nr?-h,=n-320%-10,35 =
=333 cm?

— Cociente entre volumenes y razén
de semejanza:

V, _ 500 _

Vv 333

e

1,56 =k =3[1,5 =1,145

2nr@

— Avreas totales:

A,=2mr, (9, + r)=2n-320(10,35+ 3,20) = 272,44 cm?

A,=k?A,=1,1452 . 272,44 = 357,18 cm?

— Relaciones precio/volumen y superficie/volumen:

p_e=£=0,135 cts. : p_m=ﬂ=o,12£
V, 333 cmd Vo 500 cm?®
A A
'e _ 272,44 _ 0,82 Cm_1 i m - 357!18 = 0,7-1 Cm_1
Ve 333 "V, 500

La lata maxi sale mas rentable al consumidor. Esta misma lata
requerira menos aluminio para envasar los 1 000 litros.

la més rentable para el consumidor y la que empleara me- » Revision del resultado y del proceso seguido

Repasa los célculos efectuados y comprueba que son

Actividades

correctos.

m Un escultor ha realizado una estatua en bronce que
representa a un célebre investigador cientifico, de
cuerpo entero, sosteniendo un tubo de ensayo.

— Si el investigador tiene una estatura de 1,72 my
la estatua una altura de 2,15 m, ¢cual es el fac-
tor de escala?

— En la estatua, el cientifico aparece con un lente cir-
cular cuya area es 43 cm2. ;Qué radio tiene el
lente real?

— El tubo de ensayo es un cilindro de radio 0,5 cm
y altura 15 cm. ¢ Qué cantidad de bronce ha sido
necesaria para reproducirlo?
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m Un arquitecto ha construido una maqueta de una
urbanizacion residencial a escala 1: 850.

— Si proyecta un hotel de una altura real de 84 m,
¢qué altura tendra el correspondiente edificio en
la maqueta?

— Si el area total de la maqueta es de 11800 cm?,
¢ qué extension total ocupara la urbanizacion?

— En la maqueta se puede ver una piscina con
forma de prisma rectangular de dimensiones
2,9 x 0,5 x 0,2 cm. ¢ Cudl sera la capacidad de la
piscina real?



En resumen

Un poliedro es una region del espacio limitada
por poligonos.
* Todo poliedro convexo cumple la relaciéon de
Euler:

El nimero de caras, C, mas el nimero de vértices,
V, es igual al numero de aristas, A, mas 2:

C+V-A+2 4

¢ Un poliedro es regular cuando sus caras son po-
ligonos regulares e iguales entre si, y en cada vér-
tice concurre el mismo numero de aristas.

* Los prismas son poliedros que tienen dos ca-
ras que son poligonos iguales y paralelos entre si,
y las demas son paralelogramos.

* Un cono se obtiene al girar 360° un triangulo rec-
tangulo sobre uno de sus catetos.

* Una esfera se obtiene al girar 360° un semicirculo
sobre su diametro.

El area de un cuerpo geométrico es la medida de
la superficie que lo delimita.

Si recortamos un cuerpo geométrico por las aris-
tas adecuadas y lo desplegamos, obtenemos su de-
sarrollo plano. El area del desarrollo plano coinci-
de con el area del cuerpo geométrico.

El volumen de un cuerpo geométrico expresa el nu-
mero de veces que el cuerpo contiene una unidad
de volumen.

o _ _ B Principio de Cavalieri:
* Las piramides son poliedros que tienen una cara Sid ciri delami i
que es un poligono cualquiera y las demas son II oS cuelrpos geometricos T a m|smaz;1 lura cum-
triangulos que tienen un vértice comun. plen que 1as secciones por pianos paralelos a sus
bases tienen la misma area, entonces estos cuer-
Los cuerpos de revolucion son los cuerpos geo- pos tienen el mismo volumen.
métricos que se obtienen al girar una figura plana O La media aritmética de una serie de datos se ob-
360° alrededor de un eje. tiene sumando todos los datos y dividiendo entre
e Un cilindro se obtiene al girar 360° un rectan- el nimero total de ellos.
gulo sobre uno de sus lados.
Areas
Prisma Cilindro Volumenes
A tora = 271 - g . .
A ot = Aateral + 2 A pase Prisma Cilindro
Aga=27r- r)
total T (g+ ) V=Abase'h V=Abase'h=ﬂ:l’2'h
Pirami o
ramide Cono Piramide Cono
A =mur-
AtotaI=AIateral+Abase lateral g V= iAbase'h V= iAbase'h= i.‘l‘lﬂl’z'h
Atotal=nr'(g+r) 3 3 3
Tronco de piramide Tronco de cono
A =ng-(R+n -4 3
A o = A era Ab1 + Abz tateral = 709 * ( ) Esfera v ? nr
Apm=ng (R+r)+nR2+nr?
Esfera A=4mr?
* Poliedros regulares
. entre ellos .
—>» Poliedros —  destacan [—> © Prismas
e Piramides
* Cilindros

Cuerpos
de revolucion

Cuerpos
geomeétricos

»

—> Areas

podemos calcular sus

> Volumenes

entre ellos
— destacan [—> ° Conos

* Esferas

—| se obtienen a partir del |—> Desarrollo plano
—| se obtienen a partir del |—> Principio de Cavalieri




Ejercicios v problemas integradores

I Elizabeth organiza una fiesta con 20 invitados, para esto necesita
21 vasos para servir gaseosa a sus invitados. ;Cuantas gaseosas de
3 litros necesitara si las dimensiones de cada vaso son de 4 cm de radio
y 14 cm de altura, pero solo llenara hasta 10 cm de altura?

—
4

10cm

e El vaso que se observa tiene una forma cilindrica

e Si el volumen de un cilindro es igual al area de la base por la altura, en-
tonces calculamos el area de la base del cilindro:

A =mr?=m4?=50,27 cm?
e Si conocemos el area de la base del cilindro entonces, el volumen es
Y =A__.-h=5027cm?- 10 cm =502,7 cm®

e Entonces el volumen aproximado de cada vaso es de 502,7 cm?

base

cilindro base

e Como se tienen 21 vasos, multiplicamos:
21 -502,7 =10 556,7 cm®

e Si cada botella contiene 3 litros de gaseosa y cada litro tiene
1 000 cm?, entonces una botella de gaseosa contiene 3 000 cm?.

e Ahora dividimos el volumen total de vasos para el volumen de la bo-
tella de gaseosa:

10 556,7 cm®+ 3 000 cm® = 3,51

R: Elizabeth necesita aproximadamente 31 botellas de gaseosa de
3 litros para servir a sus invitados.

¥ Al inicio de clases un estudiante adquiere libros y cuadernos para los
estudios durante el afno lectivo, lo basico son 7 cuadernos universita-
rios de 100 hojas y 3 libros del Ministerio de Educacion de 95 paginas.
Calcular la cantidad de papel necesario durante el afio y el espacio que
se necesita para guardar estos materiales. Si las hojas del cuaderno tie-
nen una dimension de 21 cm x 28 cm y las hojas de los libros 20,8 cm
X 28 cm.

28cm 28cm
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Las hojas de los cuadernos y de los libros tienen forma rectangular.

Si sabemos que el area de un rectangulo es base por altura, entonces
tenemos el area de una hoja del cuaderno:

A=b-h=21cm-28cm =588 cm?

Como cada cuaderno tiene 100 hojas y 2 pastas. Calculamos el area
total del cuaderno que resulta:

588 cm?- 102 = 59 976 cm?

Si el area de un cuaderno es de 59 976 cm?, multiplicamos por 7 cua-
dernos tenemos: 419 832 cm?.

Recordemos que un metro cuadrado tiene diez mil centimetros cua-
drados, entonces un estudiante utiliza 41,9832 m? de papel en cua-
dernos.

Ahora vamos a calcular el area de las hojas de los libros, realizando
el mismo procedimiento:

A=b-h=20,8cm-28 cm =582,4 cm?

Como cada libro tiene 97 hojas. Calculamos el area total del libro que
resulta:

582,4 cm? - 97 = 56 492,8 cm?.

Si el area de las hojas del libro es 56 492,8 cm? y multiplicamos por 3
libros tenemos: 169 478,4 cm?.

Si un metro cuadrado tiene diez mil centimetros cuadrados, Entonces
un estudiante utiliza 16,95 cm? de papel en libros.

Sumando las dos areas se tiene: 58,93 m?.

R: Un estudiante utiliza durante el aio lectivo 58,93 m? de papel.

El volumen de una hoja de papel es area de la base por la altura en
este caso es el grosor de hoja que equivale a 0,017 cm.

Calculando el volumen de los cuaderno se tiene
V = Area +h=419832cm?:0,017cm =7 137 144 cm®
Calculando el volumen de los libros se tiene
V = Area,,, - h = 56 492,8 cm? - 0,017 cm = 960,38 cm?®
=7 137 144 cm?® + 960,38 cm®= 7 138 104,38 cm?®
,=7,138 m®

cuaderno

Volumen

total

Volumen

total

Practica

Segun la EMAAP, una persona no debe usar mas de 150 litros diarios
de agua, pero la realidad es otra, el promedio de consumo al dia es de
240 litros diarios por persona. ¢ Cuanto consumira tu familia al mes?
Reflexiona.
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m Comprension de conceptos y conocimiento de procesos
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Cuerpos geométricos

m ¢ Puede tener un poliedro convexo el mismo numero
de caras, vértices y aristas? Justifica tu respuesta.

¢ Qué longitud y qué latitud tienen los puntos situados
en el meridiano de Greenwich? ;Y los de la linea ecua-
torial? ¢Y los polos?

m Observa los puntos A y B de la fi-
gura. Si las coordenadas geografi-
cas de A son (22° E, 45° N), ¢cua-
les son las de B?

E Dibuja la figura plana que genera cada uno de los si-
guientes cuerpos de revolucion: un tronco de cono,
una semiesfera y un casquete esférico.

m Dibuja un prisma recto cuya base sea un rectangulo
de lados 9 cm y 12 cm, y cuya altura sea 18 cm.

— ¢ Cuanto miden la diagonal de la base y la diago-
nal del prisma?

Areas

m Dibuja el patrén plano de un prisma pentagonal y el de
una piramide triangular.

m ¢, Cémo podemos calcular el area de un cubo si co-
nocemos la arista?

m ¢, Qué relacién satisfacen el area de una esferay la
de un circulo maximo?

m Obtén el area del cuerpo geométrico representado en

la figura.
1cm

e
1S
o
<
1S ‘ 12cm V/{im
o | T
N

m Calcula las areas de estos poliedros regulares:
a) Tetraedro de 4 cm de arista.
b) Octaedro de 5 cm de arista.
c) lcosaedro de 6 cm de arista.
d) Cubo de 7 cm de arista.

e) Dodecaedro de 1,8 cm de aristay 1,24 cm de
apotema.

Calcula el area de un cubo de 10 cm de diagonal.

HE
-~J

¢, Cuanto miden las aristas de un tetraedro y las de un
octaedro si el area de cada uno de ellos es de 240 cm??

La base de un prisma recto es un trapecio isésceles
de 20 cm de altura cuyas bases miden 10cmy 15 cm.
Calcula el area lateral y el area total del prisma si su
altura es de 30 cm.

I("’ o
En tu cuaderno

m La base de una piramide recta es un cuadrado cuya
diagonal mide 15 cm. Calcula el area lateral y el area
total de la pirdamide si su altura es de 17 cm.

m Calcula el area lateral y el area total de un cilindro
generado por un cuadrado de 6 cm de lado al girar
360° sobre uno de sus lados.

m Calcula las areas de estos cuerpos de revolucion:
a) Cilindro de 2 cm de radio y 7 cm de generatriz.
b) Cono de 3 cm de radio y 4 cm de altura.

c) Tronco de cono que resulta al cortar el cono ante-
rior con un plano que dista 2 cm de su base.

Volumenes

E Si un prisma y un cilindro tienen la misma altura y
sus bases tienen la misma area, ¢qué relacion cum-
plen sus volimenes?

E ¢ Qué relacién satisfacen el volumen de una esfera 'y
su area?

m Cita objetos de tu entorno que tengan forma de pris-
ma. Fijate en uno de ellos y haz una estimacion de
su area y su volumen. Después, toma las medidas y
calcula los valores exactos.

E Calcula el volumen de los conos que resultan al girar
360° un triangulo rectangulo sobre cada uno de sus
catetos si éstos miden 5cmy 12 cm.

m Calcula las areas y los volumenes de estos cuerpos.

2cm )
se %
5l : !
5 Sl
O’[ > ) 12cm
. 3cm b

Calcula el area y el volumen del
cono de la figura.

Ea Calcula las areas y los volumenes de los cuerpos
de revolucién que resultan al girar 360° las figuras
planas que se muestran a continuacion.

24

2cl

a b 1cm 1,5cm 2cm

i
o
3
2cm |2cm [ 2cm

bbb



Aplicacion en la practica

E Se quiere restaurar la fachada de un edificio como el
de la figura. Si se invierte una hora en restaurar me-
dio metro cuadrado, ¢cuanto tiempo se empleara en
restaurar toda la fachada?

£ 2cm
g
W

2cm

£

S| 10cm
~|

2
4'.3'1‘1 20m
EI -
S
~ y
12cm 3cm

m Calcula los kildmetros cuadrados de la superficie
terrestre ocupados por tierra firme sabiendo que el
70 % de dicha superficie esta bafada por agua. Re-
cuerda que el radio terrestre mide 6 371 km.

15¢cm

m Se quiere pintar la cupula semiesférica de un edificio
de 6 m de radio. Si por cada 6 m? se utiliza 1 | de
pintura, ¢ qué cantidad de pintura sera necesaria?

E ¢Qué cantidad de papel se necesita para etiquetar un
lote de 100 latas de aceite de forma cilindrica de
20 cm de altura'y 7 cm de radio, si sabemos que la eti-
queta recubre toda la superficie lateral de la lata? Si el
aceite tiene una densidad de 0,92 g/cm?®, ¢ cuantos ki-
logramos necesitaremos para llenar el lote completo?

E Un tetraedro de hierro tiene una arista de 5 cm. Cal-
cula cuél seréa su masa si la densidad del hierro es
d=7,8g/cm®

m En un museo de medidas antiguas se encuentra un
juego de pesas de 10 g, 20 g, 50 g, 100 g, 200 g,
500 g, 1 kg y 2 kg. Si todas ellas son figuras seme-
jantes y la mayor mide 8 cm de altura, ¢cudles son
las alturas de las restantes pesas?

@ Compramos un jugo contenido en un envase cilindri-
co de radio de la base 3,2 cm y altura 11 cm, y lo re-
partimos a partes iguales entre dos vasos cilindricos
de radio de la base 2,8 cm y altura 8 cm. ¢ A qué altura
llegara el refresco dentro de cada uno de los vasos?

m Material concreto: Enrollando una lamina de cartuli-
na de 40 cm x 20 cm sobre uno de sus lados pueden
formarse dos cilindros diferentes.

20cm 40cm

20cm

40cm

Calcula:
a) El volumen de los dos cilindros.
b) La relaciéon V/A,, para los dos cilindros.

Calcula la capacidad de este vaso.

8cm

-

6cm
E Calcula el volumen de la corteza terrestre sabiendo

que tiene un espesor de 50 km. Recuerda que el radio
terrestre mide 6 371 km.

(] Formen grupos vy, utilizando un atlas o un globo
terrestre, indiquen la longitud y la latitud de:

a) Su localidad
b) Sidney

c) Lima

d) Los Angeles

nadas geograficas de tu ciudad y de Madrid, donde
viven muchos ecuatorianos/as que han emigrado de
nuestro pais. ¢{Qué hora es en cada una de estas ciu-
dades cuando en la otra son las 12:00 (hora solar)?

Busca en una enciclopedia o en Internet las coorde-

P4l Haz una estimacion del area y del volumen de la pe-
@ lota utilizada en estos deportes:

a) pimpon
b) tenis

c) futbol
d) baloncesto

— A continuacion, busca informacion, en una enciclo-
pedia o en Internet, sobre las dimensiones de estos
objetos. Calcula sus areas y volimenes, y compara
los resultados con las estimaciones efectuadas.

En una carrera estudiantil de 400 metros planos, los
participantes cronometran los siguientes tiempos al
cruzarlameta: 1,0;1,2;1,1;1,5;1,3;1,4;1,2;1,6; 1,3;
1,5;1,7;1,6; 1,2; 1,3 minutos. Encuentra cual es el
tiempo promedio que tardaron estos estudiantes en
recorrer los 400 metros.

Mas a fondo

Se secciona un cono de 10 cm de alturay 4 cm de
radio por un plano paralelo a la base. Si el area de la
seccion obtenida es 13,58 cm?, ;a qué distancia se
encuentra la base del cono de dicho plano?

En una pecera de 1 m x 0,5 m se introduce un ador-
no con forma de cilindro macizo. En consecuencia,
el nivel del agua sube 0,05 cm. Si la base del cilin-
dro tiene un area de 14 cm?, ;,cudl era la altura inicial

del agua? 14cm? \_o
&
' [¢]
: | 3
.
: % .
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Si logras resolver el 70 % de estas actividades individuales y grupales, puedes avanzar.

1. ¢Cuantas aristas tiene un poliedro convexo de 12 vér- 1.
tices y 8 caras?
2. ;Cual es el nombre del siguiente poliedro? Comple- 2.
ta, en tu cuaderno, la figura con sus elementos.
L P —_ Be e 3.
2. s — T 5 s
4.
. = L
3. La siguiente tabla muestra las edades de los parti-
cipantes en un campeonato de ajedrez.
Edad Frecuencia
absoluta 5.
11 3
12 2
13 3
a 2
Sabiendo que la media de edad es 12,4 afos, cal-
cula:
a) El valor de a.
4. Calcula el area de un cubo de 24 cm de diagonal.

Buen Vivir

Determina el volumen de una esfera si su area es
de 7854 cm?.

Dos cilindros tienen la misma area lateral y sus radios
miden 3 cmy 5 cm. La generatriz del primero es 12 cm.
¢ Cuanto mide la generatriz del segundo?

Un prisma regular hexagonal tiene una arista basica de
5 cm, una apotema basica de 4,33 cm y una arista
lateral de 23 cm. Calcula el area total y el volumen.

Un cono deradio 12 cmYy altura 36 cm se divide en dos
partes al ser cortado por un plano transversal parale-
lo a la base y situado a 24 cm de distancia de ésta.
¢ Cudles son los volumenes de las dos figuras resul-
tantes?

¢ Cual es el volumen del cuerpo geométrico de la figura?

Uso del tiempo libre

Una buena forma de emplear el tiempo libre es la
natacion. Este deporte es completo y beneficioso
tanto para el cuerpo como para la mente, porque al
realizar movimientos en el agua, favorece la
contraccién de todos los musculos y mejora la
respiracion.

Los movimientos efectuados de manera simulta-
nea favorecen la circulaciéon de la sangre y la elimi-
nacidon progresiva de grasas en forma natural;
ademas de que, el ejercicio de la respiracion per-
mite recuperar la serenidad y la calma. En cuanto
a los estilos, el de espaldas, ayuda a que los mus-
culos se relajen al no soportar la carga completa
del cuerpo.

Actividades

== KW Visiten una piscina que esté cerca de su hogar
este fin de semana, para disfrutar en familia las
bondades del tiempo libre.

A Consulten los beneficios de la natacion para la
salud de quienes la practican con regularidad.

¢ Qué beneficios tienen las aguas termales
para nuestra salud? Averiglien la composicion
quimica de las piscinas de aguas termales mas
cercanas a su localidad.

¢ Existen suficientes espacios para la recrea-
cion en la localidad donde viven?

¢ Pueden la comunidad y ustedes mismos
crear espacios de recreacion? ;Coémo? Plan-
teen alternativas viables y animense a poner-
las en practlca para construir el Buen Vivir.




Cronica matematica

¢Qué volumen ocupa una peonza (trompo)?

Observa como podemos calcular aproximadamente su volumen: \
— Llenamos una probeta con un volumen de agua conocido. 100E? F s

— Introducimos la peonza.

— Miramos qué volumen ocupan ahora el agua y la peonza.

500 S
800 T

700 700

600 60D

500 x 500

— El volumen de la peonza sera la diferencia entre el volumen total y el vo- | = L: '
[
lumen que ocupaba el agua. = N
———— \%
De esta manera puedes medir el volumen de cualquier cuerpo por muy N S

irregular que sea su forma.

Los cinco poliedros regulares

Ya eran conocidos en el siglo VI
a. C. por Pitagoras y sus discipu-
los. También son llamados sélidos
platénicos, pues Platén (427-347
a. C.) identificaba cada uno de ellos
con un elemento de la materia.

El tetraedro re-
presentaba el
fuego.

El cubo,
la tierra.

El octaedro,
el aire.

Y el dodecaedro,
el universo.

El icosaedro,
el agua.

Arquimedes (287-212 a. C.)

Fue uno de los matematicos que mas se dedico al estudio de las areas y
los volumenes de los cuerpos geométricos. Suyas son las formulas:

1 4

Aesfera =4mur? Vcilindro =nr?-h Voono = gﬂl’z h Vesfera = ?nrs

Prismas y antiprismas Poliedros duales

Como ya sabemos, un prisma Si en un poliedro unimos entre si

es un poliedro en el cual dos ca- los centros de las caras, obtene-

ras son poligonos iguales y pa- mos otro poliedro que tiene tantas

ralelos entre si (las bases), y caras como vértices el primero, y

las demas son paralelogramos. viceversa. Estos poliedros se lla-

man poliedros duales. Por ejem-
plo, el poliedro dual de un octae-
dro es un cubo.

Si unimos las bases con trian-
gulos en lugar de paralelogra-
mos, obtenemos un poliedro
llamado antiprisma. En la fi-
gura aparece un antiprisma
pentagonal. i——

Demuestra tu ingenio

* Imagina que tienes una lata de pintura roja, una de pintura azul y una
gran provision de cubos de igual tamano. Si pintas los cubos de ma-
nera que cada cara quede pintada de un mismo color, ¢ cuantos cubos
diferentes obtienes?

* Hay a la venta dos sandias de tamafo diferente. Una de ellas es la
cuarta parte mas ancha que la otra y cuesta vez y media mas cara.
¢, Cual de las dos debemos comprar para que nos resulte mas
ventajoso?

16

Distribucion gratuita - Prohibida la venta

=~J



Buen vivir: Derecho a la educacioén

Bloques: Medida.

Estadistica y probabilidad

W D. Sisolo compra cinco fasciculos.
|
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Javier esta haciendo una coleccion, en fasciculos semanales, sobre la vida de los animales. Al finalizar la colec-

cion, de 80-fasciculos, quiere realizar un trabajo sobre el armadillo, uno de los animales que habita en las zonas
subtropicales del Ecuador.

Coloca en los circulos las siguientes situaciones de manera que queden ordenadas de menor a mayor probabili-

dad de disponer de informacion sobre la vida del armadillo.
® 0 0.0

A. Si compra todos los fasciculos de la coleccion.
Imposible

'y

B. Si no compra ningun fasciculo.
C. Sino compra tres fasciculos.

Seguro

-

w

>£.t



Probabilidad

Conversiones entre unidades M‘\“
del Sistema Internacional

Identificaras experimentos deterministas y experimentos aleatorios, y calcularas la probabilidad de que ocurra un de-
terminado suceso. También realizaras reducciones y conversiones de unidades del S.I.

»]&jp) Destrezas con criterios de desempeiio

e Calcular probabilidades simples con el uso de frac- e Comparar y ordenar diversas medidas expresa-
ciones. das en distintas unidades.
e Reconocer situaciones susceptibles de ser trata- e Conocer las posibilidades que ofrece el uso de la
das mediante la teoria de la probabilidad. calculadora y el computador.
e Utilizar las unidades de medida mas adecuadas a e Reconocer e interpretar el lenguaje relacionado con
cada situacién. la probabilidad que se presenta en la vida
cotidiana.

% Prerrequisitos

Recuerda e Al lanzar un dado se obtienen los siguientes
valores: 5,3,2,2,1,4,6,3,1,5,6,4,1,1,
3,2,3,2,5y6.

. a_ ¢ . .
* Dos fracciones — y — son equivalentes si cum-
plen:
a) Disp6n los datos en una tabla de distribucion
de frecuencias.
b) ¢ Qué porcentaje de resultados corresponde

a-d=b-c.

* | afrecuencia absoluta de un valor de la variable

L . . ?
estadistica es el niumero de veces que se repite al v.alo.r 27 . .
dicho valor * Las siguientes frecuencias relativas se presen-
tan en forma de porcentaje. Exprésalas en for-
La frecuencia relativa de un valor de la variable es- ma fraccionaria y en forma decimal.
tadistica es el resultado de dividir la frecuencia ab- a) 23,4 b) 76,6

soluta de dicho valor por el niumero total de datos. _ o )
¢ Indica qué situacion es mas probable.
Las frecuencias relativas pueden expresarse en for-

) i . ) a) Acertar el nimero que sale al tirar un dado.
ma fraccionaria, en forma decimal o en porcentaje.

b) Acertar en el bingo.

Art. 11.2. Todas las personas son iguales y gozaran de los mismos derechos, debe-
res y oportunidades. El Estado adoptara medidas de accion afirmativa que promue-
van la igualdad real a favor de los titulares de derechos que se encuentren en situa-
cion de desigualdad. 16
Constitucion de la Republica del Ecuador, 2008.

¢ El metro es una unidad de longitud. Tiene va- * Describe tres situaciones en tu entorno que muy
rios multiplos y submultiplos. probablemente sucederan y otras tres que muy
probablemente no sucederan.
El gramo y el litro, respectivamente, son unida- * Busca en el diccionario los significados de es-
des de masa y de capacidad. También se utili- tas palabras: experimento, aleatorio, determinis-
zan sus multiplos y sus submultiplos. ta, suceso.
Evaluacion diagndstica * Escribe las unidades de masa y de capacidad
« Comprueba si las siguientes fracciones son equi- que conozcas ordenadas de mayor a menor. P
valentes. — ¢Como pasamos de una unidad a otra? -
13 3 3 7 8
a — y— by — vy —— — i k<)
) o5 ¥ 15 ) 51 ¥ 119 Pasa 145 g a centigramos y a decagramos. :
Derechos i

©
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waa,
sos

Lanzar un dado y observar la
puntuacién de la cara su-
perior.

Kl Conceptos iniciales

1.1. Experimentos deterministas
y experimentos aleatorios

Si observamos algunos de los experimentos o fendmenos que ocurren a nues-
tro alrededor, comprobaremos que para unos de ellos podemos predecir o de-
terminar el resultado. En cambio, para otros resulta practicamente imposible pre-
decir o determinar su resultado.

Fijate en los siguientes experimentos y comprueba si es posible o no predecir
el resultado.

http://www.loteria.com.ec

3 \

17530]

Averiguar el tiempo que tar-
da un automovil en recorrer
una distancia si conocemos
su velocidad constante.

Adivinar el nUmero que sal-
dra premiado en el proximo
sorteo de la loteria de Navi-
dad.

Extraer una manzana al co-
ger una fruta de una cesta
que solo contiene naranjas.

Actividades

En los experimentos segundo y cuarto podemos determinar su resultado an-
tes de realizarlos, mientras que en el primero y en el tercero no los podemos pre-
decir. Tenemos asi experimentos deterministas y experimentos aleatorios.

Los experimentos deterministas son aquéllos en los que es posible
predecir el resultado antes de que se realicen.

Los experimentos aleatorios son aquéllos en los que no es posible
predecir el resultado antes de que se realicen.

BB indica cuales de los experimentos siguientes son aleatorios y cuales no.

a) Extraer una carta de una baraja y observar de qué palo es.

b) Calentar una olla con agua y observar a qué temperatura hierve el agua.

c) Extraer una bola de una bolsa opaca que contiene bolas azules y observar su color.

/B

d) Extraer una bola de una bolsa opaca que contiene bolas rojas, azules y violetas, y mirar su color.

e) Lanzar una moneda trucada que siempre sale cara al lanzarla.

B Escribe tres experimentos aleatorios y otros tres deterministas, diferentes de los expuestos en esta pagina.




1.2. Espacio muestral

Para estudiar un experimento aleatorio debemos conocer, en primer lugar, todos

los posibles resultados que pueden darse.

Suceso elemental es cada uno de los resultados posibles que pueden ob-

tenerse en un experimento aleatorio.

El espacio muestral, representado por la letra Q, es el conjunto de to-

dos los resultados posibles de un experimento aleatorio.

perimentos.
a) Lanzar un dado.

Experimento

b) Tirar una moneda.

c) Elegir un color para jugar al parchis.

Sucesos elementales

ejemplo k]

Indica el espacio muestral y los sucesos elementales de cada uno de los siguientes ex-

Espacio muestral

Lanzar un dado.

Q={1,23,4,5,6}

Tirar una moneda.

Q = {cara, cruz}

Elegir un color para
jugar este divertido
juego de mesa.

o ko

{rojo}, {verde}: iamarillo}, {azul}

Q = {rojo, verde, amarillo, azul}

Actividades

Notacion

La letra griega omega, Q, repre-
senta el espacio muestral de un
experimento.

FIJATE

Generalmente, al hablar de un
dado, nos referimos al dado de
seis caras con forma de cubo.

Sin embargo, también existen da-
dos con otras formas: tetraedro,
octaedro, dodecaedro...

\....-.
P ]
R *?

Escribe el espacio muestral del experimento tirar un
dado con forma de tetraedro y anotar la puntuacion

que se obtiene.

/g

A Determinael espacio muestral del experimento sacar
una bola de una bolsa opaca que contiene cinco

bolas numeradas del 1 al 5.

B Determina para cada uno de los siguientes espa-
cios muestrales un posible experimento aleatorio

realizado.

aQ={1,2,3,4,5,6}

b) Q = {rojo, amarillo, azul}

c) Q = {cc, cx, xc, xx}, ¢ = salir cara, x = salir cruz

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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Notacion

El simbolo @ se lee «conjunto va-
cio» y es el conjunto que no tie-
ne ningin elemento.

FIJATE

Un suceso A es seguro si A = Q.

Un suceso A es imposible
SsiA=0.

1.3. Sucesos

A menudo, lo que nos interesa de un experimento aleatorio es estudiar aspec-
tos particulares de dicho experimento.

Se llama suceso a cada uno de los aspectos que pueden estudiarse de un
experimento aleatorio. Se corresponde con una parte del espacio mues-
tral Q.

ejemplo
Senala distintos sucesos en el experimento lanzar un dado y observar el resultado.
Algunas situaciones que pueden estudiarse son:
A: Obtener un nimero impar.
B: Obtener un numero mayor que 2.
C: Obtener un 4.

Los resultados que caracterizan cada uno de los sucesos son:
A: Obtener un numero impar, A = {1, 3, 5}
B: Obtener un numero mayor que 2, B = {3, 4, 5, 6}

C: Obtener un 4, C = {4}.

Decimos que se verifica o que ocurre un suceso cuando al realizar un experi-
mento el resultado es uno de los que caracterizan este suceso.

De entre todos los sucesos que podemos definir al realizar un experimento alea-
torio, hay algunos que tienen caracteristicas especiales. A continuacion, descri-
biremos los mas importantes: suceso seguro, suceso imposible, suceso contra-
rio, sucesos compatibles y sucesos incompatibles.

Suceso seguro y suceso imposible

Puede ocurrir que sea cual sea el resultado de un experimento, este suceso
ocurra con absoluta certeza o bien que no ocurra.

Suceso seguro es el suceso que ocurre siempre que se realiza el expe-
rimento aleatorio. Coincide con el espacio muestral Q.

Suceso imposible es el suceso que no ocurre jamas al realizar el expe-
rimento aleatorio. Se representa por el simbolo &.

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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ejemplo

Sefiala un suceso seguro y un suceso imposible en el ex- | Observamos que este suceso contiene todos los resulta-
perimento lanzar un dado y observar el resultado. dos posibles del experimento y, por tanto, coincide con el

Consideremos el suceso A: Obtener un numero menor o

espacio muestral. Es un suceso seguro.

igual a 6, y escribimos el conjunto de los resultados favo- | Sj consideramos ahora el suceso B: Obtener un 7, este

rables a este suceso.

suceso no tiene ningun resultado favorable. Es un suceso

A={1,2,3,4,56}=Q imposible. Escribiremos:

B=g



Suceso contrario

En el experimento lanzar un dado consideramos los sucesos A: Obtener un
numero pary B: Obtener un numero impar, y escribimos el conjunto de los re-
sultados favorables a cada uno de los sucesos.

A={2, 4,6} B={1,3,5}

Observa que el suceso B esta formado por todos los resultados del experimento
que no estan en Ay, por lo tanto, estos sucesos no se verifican simultaneamente.

Sea cual sea el resultado del experimento lanzar un dado, el suceso B se veri-
ficara si no se verifica el suceso A.

El suceso contrario a un suceso A es aquel que se verifica siempre y cuan-
do no se verifica A, y se representa mediante A.

Sucesos compatibles y sucesos incompatibles

Si tenemos un experimento aleatorio con varios sucesos definidos, puede
ocurrir que, al obtener un resultado, se verifiquen simultaneamente mas de uno
de los sucesos considerados.

Dos sucesos son compatibles si pueden verificarse a la vez. En caso con-
trario, son incompatibles.

Los sucesos compatibles tienen algun resultado en comun y los incompatibles
ninguno.

ejemplo ]
Sefiala en el ejemplo 2 los sucesos compatibles e incompatibles, y el suceso contra-
rio de B.

Los sucesos A y B tienen resultados favorables comunes, 3 y 5, por lo que son su-
cesos compatibles. Los sucesos By C también son compatibles porque tienen en co-
mun el resultado 4.

Los sucesos A y C no tienen ningun resultado en comun, por lo que son incompa-
tibles.

El suceso contrario de B es el formado por los resultados que no estan en B, es
decir, B ={1, 2}.

Actividades

FIJATE

El suceso contrario de A es
A=Q-A

FIJATE

® Dos sucesos A y B son com-
patibles siA N B = .

¢ Dos sucesos Ay B son incom-
patibles siAN B ={.

B Realizamos el experimento tirar un dado con forma de dodecaedro y observar la puntuacion de la cara superior.

Describe los resultados que forman los siguientes sucesos.

A: Obtener un numero par. C: Obtener un numero impar mayor que 5.

B: Obtener un numero impar. D: Obtener un 15.

— Al realizar una prueba del experimento se obtiene un 9. Indica cuales de los sucesos anteriores ocurren.

— ¢Algunos de los sucesos anteriores son compatibles? Y contrarios? ¢Es algun suceso imposible?

/%
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F1 Concepto de probabilidad

2.1. Frecuencia absoluta y frecuencia relativa

En un experimento aleatorio no podemos conocer de antemano cudles seran los
resultados, pero es interesante saber si éstos presentan algun tipo de regulari-
dad.

Para ello, podemos repetir el experimento un elevado nimero de veces y ana-
lizar los resultados obtenidos.

Se llama frecuencia absoluta del suceso al niumero de veces que
ocurre un suceso al realizar un experimento aleatorio un nimero deter-
minado de veces.

Por otra parte, si lo que queremos es comparar el comportamiento de un su-
ceso cuando varia el nimero de realizaciones, no basta con conocer la frecuencia
absoluta.

En este caso calculamos el cociente entre la frecuencia absoluta del suceso y
el numero total de realizaciones. El valor obtenido es la frecuencia relativa del su-
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ceso.
MUCHO OJO m Se llama frecuencia relativa del suceso al cociente entre la frecuencia ab-

La frecuencia relativa de un su- soluta de un suceso y el nimero de realizaciones.

ceso esta comprendida entre

Oy1.

La suma de las frecuencias rela- ej em plO E

tivas de todos los sucesos ele-

mentales es 1. Al lanzar un dado obtenemos los siguientes resultados: 1, 5, 4,4, 6,2,3,1,3,6, 2, 1,

4,2,6,2,83 83 5,1,3 5,3 4,2, 1, 2,4, 2, 4. Calcula la frecuencia absoluta y la fre-
cuencia relativa de cada uno de los sucesos.

Construimos una tabla estadistica.

Sueso | Recuento | ERCERR | MRS
; M 5 0,167
2 M 7 0,233
s M 6 0,200
. W | 6 0,200
5 Il 3 0,100
6 Il 3 0,100

Actividades G_

Elige los nombres de ocho comparneros y compaferas de clase. Anota el numero
de veces que aparece cada vocal en los nombres y calcula la frecuencia ab-
soluta y la frecuencia relativa de cada una de las vocales.

Compara tus resultados con los de los demas y analizalos.



2.2. Definicién de probabilidad

Consideremos el experimento lanzar un dado y vamos a anotar en una tabla el
comportamiento de sus frecuencias relativas para los sucesos A: Obtener un 1
y B: Obtener un 5, al aumentar el nimero de realizaciones del experimento.

Realizaciones del experimento: lanzar un dado

Suceso

100 200 300 400 500 600
A={1} 0,200 0,180 0,160 0,173 0,162 0,163
B = {5} 0,100 0,135 0,163 0,178 0,166 0,168

Observamos que las frecuencias relativas de cada suceso tienden a estabilizarse
en torno a un determinado valor a medida que aumenta el niumero de
realizaciones del experimento.

Esto se hace mas evidente si representamos en un sistema de coordenadas
los valores de las frecuencias relativas de cada uno de los sucesos en funcion
del numero de realizaciones del experimento.

0,25
0,20
0,15
0,10

0,05 + T T T T T
100 200 300 400 500 600
Realizaciones del experimento

Frecuencia relativa

En general, el comportamiento de las frecuencias relativas que acabamos de ob-
servar en este experimento es comun a todos los experimentos aleatorios.

Este hecho se conoce como ley de los grandes nimeros y nos permite
enunciar:

Al repetir un experimento aleatorio, la frecuencia relativa de un suceso A
tiende a estabilizarse en torno a un determinado valor que llamamos pro-
babilidad, P (A), a medida que aumenta el nimero de realizaciones.

La probabilidad se considera como una medida de la posibilidad de que
ocurra un suceso.

Actividades

/5

B Considera el experimento lanzar una moneda y anota en una tabla el compor-
tamiento de las frecuencias relativas de los sucesos C: Obtener cara y X: Ob-
tener cruz para las 25, 50, 75, 100 y 125 realizaciones del experimento. {Qué
probabilidad asignarias a los sucesos C y X?

@ 4

Notacion

La probabilidad de un suceso A
se representa P(A).

FIJATE

Al aumentar el nimero de reali-
zaciones de un suceso A, su fre-
cuencia relativa, f,, tiende a ser
su probabilidad.

f, ——— > PA)

¢A qué matematico se debe la ley
de los grandes nimeros? Puedes
encontrar informacién en la pagina
http://www.educa.aragob.es/
cursofpg/msolana/Biografias.
htm
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FIJATE

¢ L a probabilidad de un suceso
imposible es 0.

e | a probabilidad de un suceso
seguro es 1.

e | a probabilidad del suceso con-
trario esigual a 1 menos la pro-
babilidad del suceso.

e | a probabilidad de un suceso
es igual a la suma de las pro-
babilidades de los sucesos ele-
mentales favorables.

e | a suma de la probabilidad de
un suceso y la probabilidad del
suceso contrario es igual a 1.

Puesto que la frecuencia relativa de un suceso A tiende a ser su probabilidad,
ésta se medira asignandole un niumero comprendido entre 0 y 1, al que repre-
sentaremos por P (A).

A —> P(A)
0 =<PA) =1

Cuanto mayor es la probabilidad, mayor es la posibilidad de que ocurra el su-
ceso al realizar el experimento.

Asi, P(A) = 0 significa que al realizar el experimento aleatorio el suceso A no
sucedera nunca; mientras que P (A) = 1 significa que el suceso A se verificara
siempre.

Los valores intermedios de P (A) se corresponden con diversos grados de cer-
teza: muy improbable, improbable...

Imposible Improbable Probable Seguro

Tan probable
‘Muy improbable ‘ como improbable ‘ Muy probable ‘

ejemplo |3

Indica qué es mas probable al lanzar un dado: sacar mas de 3 o menos de 3.

Los resultados que forman el suceso A: Sacar mas de 3 son A = {4, 5, 6}, y los que
forman el suceso B: Sacar menos de 3 son B = {1, 2}.

El suceso A tiene mas resultados que el suceso B; por tanto, el suceso A es mas
probable que el B.
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Actividades G_
[ 9 | Repite hasta cien veces el experimento lanzar una mo- B ordena de menos probable a mas probable los si-
neda, copia la tabla en tu cuaderno y anota el nume- guientes sucesos, correspondientes a distintos ex-
ro de veces que obtienes los sucesos cara y cruz. perimentos aleatorios.
) ) A: Acertar un nimero de una cifra.
Frecuencia Frecuencia
Suceso . i .
absoluta relativa B: Acertar una loteria de la localidad.
CElrE C: Obtener simultaneamente cara y cruz al lanzar
una moneda.
cruz
i i ] i D: Extraer una bola numerada de un bombo que
— Razona, a partir del experimento realizado, si es contiene bolas numeradas.

igual de probable obtener cara o cruz al lanzar una

moneda.

E: Obtener cara al lanzar una moneda.



K] Calculo de probabilidades

3.1. Asignacion de probabilidades

No siempre es posible realizar un gran nimero de veces un experimento para
determinar la probabilidad de un determinado suceso.

En el experimento lanzar un dado es légico pensar que tan facil es obtener un
1 como resultado que obtener un 6. Asi pues, los sucesos elementales {1}, {2},
{3}, {4}, {5} y {6} del experimento lanzar un dado presentan la misma probabili-
dad. Esta situacion se llama situacion de equiprobabilidad.

Cuando en un experimento aleatorio puede suponerse que los diferen-
tes sucesos elementales tienen la misma probabilidad, diremos que es-
tamos en una situacion de equiprobabilidad.

En una situacién de equiprobabilidad es posible calcular la probabilidad de cual-
quier suceso A con la llamada regla de Laplace:

Numero deresultados favorables de A

P(A) = -
Numero deresultadosposibles

Veamos un ejemplo de aplicacion de la regla de Laplace.

ejemplo
Lanzamos un dado y observamos el resultado. Halla la probabilidad de los siguientes
sucesos: A: Sacar un 1, B: Sacar mas de 4 y C: Sacar un numero par.
Podemos suponer que todos los sucesos elementales tienen la misma probabilidad,
por lo que estamos en una situacién de equiprobabilidad.

Asi pues, podemos aplicar la regla de Laplace. Para ello, determinamos los resultados
que forman los sucesos A, By C: A={1}, B={5,6}yC ={2, 4, 6}.

Puesto que el nimero de resultados es 6, tenemos que:

1 2 3
- - Cc)=" -
P(A) 5 P(B) 5 P(C) 5

[CY N

1
3

Actividades

EEl Mmaterial concreto: Construye este dado y
observa el desarrollo de un juego con dados
en la figura de la derecha.

X

— Efectua cien lanzamientos con uno de ellos 2 1 1 1
y anota el numero de veces que sale cada
signo. Calcula la frecuencia relativa de los
sucesos 1, X'y 2. ;Son equiprobables? X

— Asigna la probabilidad de obtener 7, X o
2 al tirar el dado sin necesidad de realizar
el experimento.

— Compara la frecuencia relativa de los sucesos con la probabilidad obtenida.

FIJATE

En el experimento lanzar un dado
las probabilidades de los sucesos
elementales son:

]
P =~
]
P(2)-—
]
P(6) =~

Observa que la suma de la proba-
bilidad de todos y cada uno de los
sucesos elementales del experi-
mento aleatorio es igual a 1.

@ 4

¢Cuanto dinero debes gastarte
para asegurarte un 14 en la lote-
ria? Puedes ayudarte con el enla-
ce Te puede tocar a ti... de la pa-
gina  http://aula.elmundo.es
/aula/laminas.html
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3.2. Técnicas de recuento

En muchas ocasiones, para conocer el numero de resultados posibles en un

experimento aleatorio y el niumero de resultados favorables a un suceso, utili-
MUCHO OJO m zamos las técnicas de recuento.
Las tablas estadisticas permiten Dos técnicas muy utilizadas son los diagramas en arbol y las tablas de contin-

llevar a cabo el recuento de re-
sultados a partir de la frecuen-

cia absoluta del suceso. e Los diagramas en arbol consisten en un recuento grafico de las distintas

posibilidades que presenta un experimento aleatorio compuesto de dos o mas
experimentos simples.

gencia.

ejemplo [}
En el cajon de un armario tenemos tres camisetas de distinto color (roja, blanca y azul) y dos pantalones, unos son ne-
gros, los otros grises. Si cogemos al azar una camiseta y un pantalon, ¢;qué probabilidad tenemos de llevar puesta la
camiseta roja y el pantaldn gris? Efectua el recuento de resultados posibles a partir de un diagrama en arbol.

En primer lugar, representamos la camiseta roja por C,, la camiseta Camisetas Pantalones Resultados
blanca por C, y la camiseta azul por C,. Y los pantalones negros por P,
y los pantalones grises por P,.

P, C,-P,
c,
P, C,-P,

Dibujamos el diagrama en arbol (figura de la derecha).

Designamos el suceso Llevar puesta camiseta roja y pantaldn gris como P, C,-P,
suceso A. C, < 5

C,-P
Observamos que el suceso A corresponde al resultado C, - P,. Es decir, ?
hay 1 resultado favorable. Y el nimero de resultados posibles es 6. < p

Si aplicamos la regla de Laplace, tenemos que la probabilidad del suceso Cy

Llevar puesta camiseta roja y pantalon gris es P(A) = % =0,167.

¢ | as tablas de contingencia son tablas de doble entrada entre variables es-
tadisticas. Se utilizan cuando se dispone de datos agrupados a los que pue-
de accederse por dos vias.

ejemplo L]
B La tabla 1 es una tabla de contingencia de una encuesta a 1 000 personas sobre si prac-
D D tican o no deporte. Las filas corresponden al sexo de los encuestados (Hy M) y las
columnas corresponden a si practican o no deporte (D y D). ; Qué probabilidad hay
H 300 150 de ser hombre y practicar deporte?
M 275 575 Si observamos la tabla, tenemos que el nimero de resultados totales es 1000 y que
el numero de hombres que practican deporte es 300.
W Tabla 1. Si escogiéramos una de las personas encuestadas al azar, la probabilidad de ser hom-
bre y practicar deporte seria P(HyD) = 300 = 0,30.
1000
Actividades G_
BB una rifa consiste en acertar un nimero de dos ci- BB Confecciona una tabla de contingencia de los com-
fras formado por los digitos 1, 2 y 3. ; Qué probabi- paneros y compafieras de clase en la que en las fi-
lidad tenemos de que salga el nimero 33 si pueden las aparece el sexo y en las columnas si es diestro
repetirse las cifras? ¢Y si no pudieran repetirse? o zurdo. ;Qué probabilidad hay de que al elegir al azar

un alumno sea una chica zurda?



LAS TIC Y LA MATEMATICA

Simulaciones aleatorias con la computadora

En este apartado veremos cémo utilizar una hoja de célculo para simular el experimento aleatorio lanzar
un dado.

Encendemos la computadora y abrimos el programa. Aparece una hoja de célculo vacia.

En ella vamos a escribir los comandos ne- ﬂ BlclblelflalnliToT T m N
cesarios para que aparezcan los calcu- o N,
los que observamos en la figura: J; T332 3151615 - 1é 0 1’8
e Rango A2:J11.Encadaunadeestascel- 3 5 2 3/ 3 6 3 4 6 2 4 2 17 | 0,17
das se generaun niumeroenteroalea- 4 1 5 2 5 3 3 1 2 6 5 3 22 022
torio del 1 al 6. 5 1, 6 2 2 6 3 3 3 2 4 4 10 0,10
e Rango M2:M7. Aparecen las frecuencias 6 3 6 1.3 2 5 5 2 2 6 5/16 | 016
absolutas de los sucesos elementales =7 4 6 5 4 3 5 2 1 1 1 6|17 | 017
{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}. oy > 21118 .2121413,°}/2
) 9 3 6 6 6 1 1 1 3 6 6
¢ Rango N2:N7. Aparecen las frecuencias 0 2 4 5 1 5 5 5 3 1 6
relativas de los sucesos elementales {1}, M 2 4 3 3 1 11 4 3 6
{2}, {3}, {4}, {5}, {6}. 12

Los comandos empleados dependen del tipo de programa, pero en todos ellos son muy parecidos. No-
sotros utilizaremos los comandos ALEATORIO, ENTERO y CONTAR.SI. Observa su descripcién y busca
en la ayuda del programa que uses los comandos equivalentes.

ALEATORIO() Nos da un numero aleatorio mayor o igual que 0 y menor que 1.
ENTERO(A) Nos da la parte entera de A. A puede ser un nimero o una férmula.
CONTAR:.SI(rango;n) Cuenta las veces que aparece el nUmero n en el rango escrito.

La siguiente tabla muestra los comandos que debemos introducir en cada una de las celdas.

En la celda A2 escribimos la férmula = ENTERO ALEATORIO(*6 +1).Volvemos a situarnos en la celda A2, copiamos
su contenido, seleccionamos el rango A2:J11 y pegamos el contenido del portapapeles.

En la celda M2 escribimos la formula = CONTAR.SI(A2:J11;1). En las siguientes celdas M3, M4, M5, M6 y M7 in-
troducimos la misma funcién para contar los nimeros 2, 3, 4, 5y 6.

En la celda N2 escribimos la formula =M2/100. Copiamos el contenido de la celda en las celdas N3, N4, N5, N6 y
N7. Observamos que en la celda N3 aparece =M3/100, en la N4, =M4/100, etc.

Cada vez que pulsamos la tecla F9 se reharan todos los calculos y obtendremos la simulacién correspon-
diente a lanzar cien veces un dado.

e Pulsa unavez F9 y observa las frecuencias obtenidas. Realiza el experimento lanzar un dado manualmente
y compara los valores obtenidos mediante computador y manualmente. ;Has obtenido resultados simi-
lares? ;Qué ventajas e inconvenientes crees que presenta la simulacién con computador?

¢ Pulsa diez veces la tecla F9. Anota cada vez la frecuencia absoluta de cada uno de los sucesos y suma-
las al finalizar. De este modo, hemos obtenido las frecuencias absolutas de mil lanzamientos. Calcula
las frecuencias relativas para cada uno de los sucesos y comparalas con las obtenidas anteriormente.
¢A qué numero se acercan las frecuencias relativas al aumentar el nUmero de realizaciones?
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I Magnitudes y su medida

Los chicos de la imagen realizan medidas.

La longitud de la valla es 6,57 m.

La superficie de la mesa es 1,8 m?. El
volumen del cajon es 0,025 md.

La masa de agua es 3 kg. La capacidad
delajarraes 3 1.

3 palmos

Unidad
de medida

1 palmo

e

Medidas directas
e indirectas

Una medida es directa si su
valor se obtiene directa-
mente del proceso de medi-
cion. Por ejemplo, la longi-
tud de una cuerda.

Una medida es indirecta si
se obtiene como resultado
de una operacion matemati-
ca entre medidas directas.
Por ejemplo, la medida de la
superficie de una finca.

Las expresiones 6,57 m, 3 kg, 3 I, 1,8 m? y 0,025 m® son medidas.

La longitud, la masa, la capacidad, la superficie y el volumen son ejemplos
de propiedades o caracteristicas de los cuerpos que pueden medirse. Son
ejemplos de magnitudes.

Magnitud es toda propiedad de un cuerpo que puede medirse.

Una medida es el resultado de comparar la cantidad de una magnitud
que presenta un cuerpo con una cantidad fija considerada como unidad.

Asi, cuando decimos que una mesa tiene una longitud de 3 palmos, estamos
comparando la longitud de la mesa con la de nuestro palmo: la longitud de
la mesa es tres veces mayor que la unidad empleada, el palmo.

Toda medida consta de un numero y una unidad de medida:

Numero Unidad de medida

{8/ [paimos ||

4.1. Sistema Internacional de unidades

Hemos visto que podemos expresar la longitud de una mesa en palmos. Pero,
dependiendo de la mano de la persona, el nUmero de palmos no sera el mis-
mo, aunque midamos la misma mesa.

Para evitar confusiones, es preciso establecer un sistema de unidades de ca-
racter universal.

Un sistema de unidades es un conjunto de unidades que permiten
medir las distintas magnitudes.




En todo sistema de unidades distinguimos:

* Unidades basicas. Se definen por si mismas y son independientes entre
si y del resto de unidades.

* Unidades derivadas. Se obtienen a partir de las unidades basicas.Enla ac-
tualidad se utiliza el Sistema Internacional de unidades (Sl), adoptado en la
Xl Conferencia General de Pesas y Medidas (Paris, 1960).

El Sl consta de siete unidades basicas, que puedes observar en la tabla.

Magnitud Unidad Simbolo
Longitud metro m
Masa kilogramo kg
Tiempo segundo s
Int’enslidad de corriente amperio A
eléctrica
Temperatura kelvin K
Cantidad de sustancia mol mol
Intensidad luminosa candela cd

A partir de estas unidades basicas podemos obtener unidades derivadas.
Asi, por ejemplo, al dividir la unidad basica metro entre la unidad basica segundo
se obtiene la unidad de la velocidad, que es derivada.

unidad de velocidad: —0eie___ M

=m/s
segundo s

Se lee metro por segundo.

Algunas unidades derivadas tienen nombre propio. Por ejemplo, el litro es
una unidad de capacidad y se define como la capacidad de un cubo de 1 dm

de arista.

KBl Enumera tres magnitudes distintas de las que se han citado anteriormente.

Actividades

EH Enel siguiente parrafo hay una serie de expresiones que son medidas.
Analizalas y, a continuacion, completa la tabla en tu cuaderno.

«A los 15 minutos de salir de la escuela, Laura llega a su casa, que se en-
cuentra a 200 m, se come un bocadillo de 100 g de pan con 50 g de ja-
mon y bebe 0,25 | de agua.»

Magnitud Medida Unidad

CONTRAEJEMPLO

La yarda no es una unidad
de medida de longitud del
Sl.
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K Longitud, masa, capacidad, superficie

y volumen
Como sabes, se trata de magnitudes, pues son propiedades de un cuerpo
que podemos medir.

En este apartado estudiaremos las unidades empleadas para medir estas mag-
nitudes, las diferentes formas de expresar sus medidas y un tipo especial de
relacion entre magnitudes, la proporcionalidad directa.

5.1. Unidades

Nos ocuparemos en primer lugar de la longitud, la masa y la capacidad, pues
tienen un sistema de unidades similar.

// = = Unidades de longitud

B Eduardo ha saltado una fongitud La longitud es una magnitud fisica que expresa la distancia entre dos puntos.

de 4,2 metros. La unidad de longitud en el Sl es el metro.

Pero el metro no es siempre la unidad mas adecuada para realizar medicio-
nes. Cuando queremos medir objetos muy grandes o muy pequefios, utiliza-
mos multiplos y submultiplos de éste.

Fijate en los multiplos y los submultiplos del metro.

Nombre Abreviatura Equivalencias
kilémetro km 1 km =1000 m
Muiltiplos hectémetro hm 1hm=100m
decametro dam 1dam=10m
metro m im
decimetro dm 1dm=0,1m
Prefiios del SI Submiuiltiplos centimetro cm 1cm=0,01m
. . milimetro mm 1 mm = 0,001 m
.. Equivalencia
Prefijo ;
en unidades
kilo (k) 1000 El metro, junto con sus multiplos y sus submultiplos, pertenece al Sistema
Internacional. En él cada unidad de longitud es diez veces mayor que
hecto (h) 100 la inmediata inferior y diez veces menor que la inmediata superior.
deca (da) 10
x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10
deci (d) 0,1 o o o) ~ o o
km hm dam m dm cm mm
. <~/ </ <~/ <~/ — <~/
centi (c) 0,01 =10 =10 +10 =10 =10 =10
mili (m) 0,001

Segun este esquema, para pasar de decametros a centimetros, debemos
multiplicar tres veces por 10. Asi:

1dam=10-10-10cm = 1000 cm
Del mismo modo:
1 km=10000 dm 1Tmm=0,1cm
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Para transformar unas unidades en otras empleamos los factores de con-
version.

Un factor de conversion es un cociente entre dos cantidades equivalen-
tes expresadas en diferentes unidades. Por tanto, su valor es uno y al mul-
tiplicar por él una medida, ésta no varia, aunque si cambia de unidad.

Veamos un ejemplo de su utilizacién.

ejemplo ki)

Expresa 4 hm en centimetros.

— Para pasar de hectémetros a centimetros debemos multiplicar 4 veces por
10, es decir, debemos multiplicar por 10 000. Asi, se tiene:

1hm=10000cm
— Escribimos esta equivalencia en forma de factor de conversion y operamos.
10000cm
4hm=4J:vrﬁ-—1 = 40000cm

b

4 hm equivalen a 40000 cm.

Cuando las medidas estan expresadas en unidades diferentes debemos con-
vertirlas a una misma unidad antes de operar con ellas. Observa el siguien-
te ejemplo.

ejemplo EEl
Si el segundo puesto de control de la maraton dista 101 452 dm del primero y el ter-
cero dista 1236,89 dam del segundo, ¢;cuantos metros separan el primero y
el tercer puestos?

Expresamos los 101452 dmy los 1236,89 dam en metros y efectuamos su suma.

101452 dm =10145,2 m } 101 4f2 dm + 1236,89 dam =
=

v
1236,89 dam = 12368,9 m =101452m +12368,9 m=22514,1m

El tercer puesto de control dista 22 514,1 m del primero.

Unidades para lo grande
y lo pequeno

* Para medir distancias as-
trondmicas utilizamos las
siguientes unidades:

— El ano luz, que equiva-
le a:

9,46 - 102 km

— La unidad astronémica
(UA), que se define
como la distancia media
entre el Sol y la Tierra,
y equivale a:

1,5 - 108 km
* Para medir distancias mi-
croscopicas utilizamos:

— Elmicrémetro (um), que
equivale a 0,001 mm.

El micrometro también
se llama micra.

Actividades
16 Completa en tu cuaderno: BB Indica qué cantidades son mayores que 1 km.
a 1hm=100m c) 0,1cm= .. km a) 30 dam b) 45-10"mm ¢) 76481 cm
b) 10dm = ......... hm d) 0,01 dam-=...... dm
KB Ordena de mayor a menor:
Di qué medida, en milimetros y en centimetros, 4dm ; 0,3dam ; 90 mm ; 120m ; 0,7 km
indican los puntos marcados en la regla.
AB C D E F GH B Efectia las siguientes operaciones en tu cuaderno.
21dm +37 CM = oo mm

700 dm + 0,4 km =

/g
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B La masa de Carmen es de 45 kilo-
gramos.

Unidades para lo grande y
lo pequeno

Existen dos unidades mayores
que el kilogramo muy utiliza-
das en la vida cotidiana: la
tonelada (t) y el quintal (q).

1t=1000 kg
1q=100 b~ 45 kg

Para medir masas de atomos
y moléculas se utiliza la uni-
dad de masa atomica (u).

1u=1,66-107"kg

Actividades

Unidades de masa

La masa es una magnitud fisica que expresa la cantidad de materia que con-
tiene un cuerpo.

La unidad de masa en el Sl es el kilogramo, un multiplo del gramo. Obser-
va cuales son los multiplos y los submultiplos del gramo.

Nombre Abreviatura Equivalencias
kilogramo kg 1kg=1000g
Multiplos hectogramo hg 1hg=100g
decagramo dag 1dag=10g
gramo g 19
decigramo dg 1dg=0,1¢g
Submuiltiplos centigramo cg 1cg=0,01g
miligramo mg 1mg=0,001g

Como ocurre con las unidades de longitud, cada unidad de masa es diez
veces mayor que la inmediata inferior y diez veces menor que la inmediata
superior.

x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10
V™ e Yam™ V™ V™ Ve

kg hg dag g dg cg mg
</ </ </ </ w_/ w_/
=10 =10 =10 =10 =10 =10

Para transformar unas unidades en otras utilizamos factores de conver-
sién. Veamos un ejemplo.

ejemplo 5

Expresa 5 g en miligramos.

— Segun el esquema anterior, para pasar de gramos a miligramos debemos mul-
tiplicar tres veces por 10, es decir, debemos multiplicar por 10°. Asi, se tiene:

19=1000 mg

— Escribimos esta equivalencia como factor de conversion y obtenemos los
miligramos.

1000mg

)

5g=5¢- = 5000 mg

[
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Bl Efectta en tu cuaderno las siguientes transfor- EA Un camion tiene una capacidad de cargade 2ty

maciones.

a) 125,3 dag =1 253 000 mg
b) 10654dg=..............
c) 125t =,

transporta una carga de 1230 kg. Expresa am-
bas masas en hectogramos.

— ¢Cual es la masa total del camion?

dag Trabaja en tu cuaderno.



Unidades de capacidad

La capacidad es una magnitud fisica que expresa la propiedad de un cuerpo
de contener otros cuerpos.

La unidad de capacidad mas utilizada es el litro.

Observa los multiplos y los submultiplos del litro.

Nombre

Abreviatura

Equivalencias

Miuiltiplos

kilolitro

Kl

1kl=1000

hectolitro

hi

1hl=1001

decalitro

dal

1dal=101

litro

11

Submuiltiplos

decilitro

dl

1d=0,11

centilitro

cl

1cl=0,011

mililitro

ml

1 ml=0,001 |

B Lajarra contiene 2 litros de refresco

de limén.

En este caso también se cumple que cada unidad es diez veces mayor
que la inmediata inferior y diez veces menor que la inmediata superior.

x 10 x 10 x 10 x 10 x 10
Ve Vet Y Y N

kl hl dal | dl cl ml

<~/ </

+10 +10 +10 +10 +10

x 10
Y
</
=10

Como en los casos anteriores, podemos transformar unas unidades en otras
mediante factores de conversion. Demostrémoslo con un ejemplo.

ejemplo k]

Expresa 20 ml en decalitros.

— Segun el esquema anterior, para pasar de mililitros a decalitros debemos di-
vidir cuatro veces por 10, es decir, debemos dividir por 10 000. Asi se tiene:

1 ml = 0,0001 dal

— Escribimos esta equivalencia como factor de conversion y obtenemos los
decalitros.

0,0001dal
1l

Actividades &

BX] Efectia las siguientes transformaciones. B Una persona bebe en un dia 500 ml de leche, 1 | de agua y
a) 1470,5 cl = 0,014 705 K 25 cl de zumo de frutas. Otra persona bebe 250 ml de le-
che, 1,5 de agua y 30 cl de zumo.

20ml = 20 pfl - = 0,002 dal

— Expresa en litros y en cm?® cada una de estas cantidades.

— ¢ Cual de los dos toma mas liquido en un dia?
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B El drea del estanque es de 24 m?.

Ahora, nos ocuparemos de la superficie y el volumen, cuyo sistema de
unidades se construye a partir del correspondiente sistema de longitudes.

Unidades de superficie

Llamamos superficie a la parte mas externa de un cuerpo, que lo separa de
lo que lo rodea. La medida de la extensién que ocupa una superficie se llama
area.

La unidad de superficie en el Sistema Internacional es la unidad derivada del me-
tro, el metro cuadrado (m?2).

El metro cuadrado es la medida de la superficie de un cua- -
drado de 1 m de lado.

kilometro hectémetro
cuadrado cuadrado
(k) (hm?)

im S=1m?
S=1Tm-1m=1m? AR
e dm |
Aligual que en otras magnitudes, existen también los multiplos
y los submultiplos del metro cuadrado.
multiplos J " \ submuiltiplos
N N7
7‘41_m,‘
decametro metro decimetro centimetro milimetro
cuadrado cuadrado cuadrado cuadrado cuadrado
(dam?) (m?) (@m?) () (mm?)

Unidades agrarias

Se usan habitualmente
para medir extensiones de
cultivo o de bosque.

Hectarea 1 ha=1hm?
Area 1a=1dam?

Centiarea 1 ca=1m?

FIJATE

Puesto que 100 = 102y que
10000 = 104, entonces:

x 10*

x 102 x 107

N X
km? hm? dam?

Cada unidad de superficie es cien veces mayor que la inmediata inferior y
cien veces menor que la inmediata superior.

x 100 x 100 x 100 x 100 x 100 x 100
Ve Ve V" Ve Ve Ve

km? hm? dam? m? dm? cm? mm?
w_/ —/ —/ </ </ </
=100 =100 =100 =100 =100 =100

Estas relaciones nos permiten transformar unas unidades de superficie en otras
usando factores de conversion.

ejemplo EL!

Expresa 32 km? en decametros cuadrados.

— Segun el esquema anterior, para pasar de kilbmetros cuadrados a decame-
tros cuadrados debemos multiplicar dos veces por 100, es decir, debemos mul-
tiplicar por 104, Asi se tiene:

1 km? = 104 dam?

— Escribimos esta equivalencia como factor de conversion y obtenemos los
decametros cuadrados.

4 2
32km? = 32 knt - 0 99 356000 dam?
1 ke



Unidades de volumen
El volumen de un cuerpo es la medida del espacio que ocupa.

La unidad de volumen en el Sistema Internacional es la unidad derivada
del metro, el metro cubico (m?).

Un metro cubico es la medida del espacio que ocupa un [
im

cubo de 1 m de arista.
=1 m®
V=1m-1m-1m=1m?

Observa cudles son los multiplos y los submultiplos del metro cubico.

B Lapila de cajas ocupa un volumen
de 12mé.

muiltiplos submuiltiplos
¥ N\ 7 N\
kilometro hectometro decametro metro decimetro centimetro milimetro
cubico cubico cubico cubico cubico cubico cubico
(km?®) (hm?) (dam?®) (md) @m?) (cm®) (mm?®)

Cada unidad de volumen es mil veces mas grande que la inmediata inferior
y mil veces mas pequena que la inmediata superior.

x 1000 x 1000 x 1000 x 1000 x 1000 x 1000
km?® o hm? ah dam?® ah m?3 ah e o o o - Relacién entre las
x_ x_ ~_ ~_ ~_ ~_ unidades de capacidad
<+ 1000 + 1000 +1000 +1000 + 1000 + 1000 y volumen

El volumeny la capacidad se
relacionan de una forma in-
variable.

Estas relaciones nos permiten transformar unas unidades de volumen en
otras usando factores de conversion.

En un recipiente cubico de
1 dm de arista cabe exac-
tamente 1 litro de agua.

ejemplo 1
Expresa 254 000 cm?® en metros cubicos.
Esto conduce a las siguien-
tes equivalencias entre las
unidades de capacidad y vo-
lumen:

— Para pasar de centimetros cubicos a metros cubicos debemos dividir dos
veces por 1000, es decir, debemos dividir por 108. Asi se tiene:

1 cm?®=0,000001 m3
11=1dm?
— Escribimos esta equivalencia como factor de conversion y operamos:

0,000001m?
1 cprd

0O, lo que es igual:

254000cm? = 254000 cAr? - = 0,254 m?3 1ml=1cm?d

Actividades

/%

26| Expresa en metros cubicos las medidas siguientes.
75 dmd; 8,34 dam?®; 0,015 km? ; 748 000 mm?

BEX Halla la equivalencia en cm? de estas medidas.
0,250 dm?; 27,2 m?; 1547 mm? ; 0,38 m?
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Un experimento aleatorio consiste en lanzar si-
multaneamente al aire una moneda y un dado.

a) ¢Cuantos resultados posibles pueden obte-
nerse?

b) ¢Cual es la probabilidad de obtener cara al lanzar
la moneda y el dado simultaneamente?

p Comprension del enunciado

Vuelve a leer atentamente el enunciado y anota qué se
pide en cada uno de los casos.

b Planificacion de la resolucion

a) Al tratarse de un experimento compuesto por dos ex-
perimentos simples determinaremos el nimero de re-
sultados posibles y el nUmero de resultados favorables
al suceso a partir de un diagrama en arbol.

b) Asociaremos la probabilidad del suceso al valor que tien-
de la frecuencia para un numero elevado de realizacio-
nes del experimento y la calcularemos a partir del nimero
de resultados previsibles.

» Ejecucién del plan de resolucion

a) Dibujamos el diagrama en arbol para determinar el nu-
mero de resultados posibles del experimento.

Moneda Dado Resultados

-

o
|

-

OO, WON 2000 WD

X X X X X X 00000
1
OO WON-—2LOOO0R~ODN

Asi pues, el nimero de resultados posibles es 12.

b) Designamos como suceso A: Obtener cara al lanzar la
moneda y el dado simultaneamente.

ElsucesoA={c-1,c-2,c-3,c-4,c-5,c-6}. Asi pues,
el nimero de resultados favorables a obtener cara al lan-
zar la moneda y el dado es 6.

Podemos considerar que la frecuencia relativa del su-

ceso tiende a % = 0,50. Por lo tanto, P(A) = 0,50.

» Revision del resultado y del proceso seguido

Repasamos el diagrama en arbol construido y los calculos
empleados en la determinacién de la probabilidad.

Actividades @_

Efectuamos el experimento lanzar dos monedas a la
vez. Indica los resultados posibles del experimento
y calcula la probabilidad de obtener dos caras.

Lanzamos al aire una piedra que cae dentro de este

rectangulo.
3m 1m
£
(aV)
£
¢ Qué probabilidad tenemos de que la piedra cai-
ga en el rectangulo azul?

p Comprension del enunciado

Vuelve a leer atentamente el enunciado y anota qué se
pide en él.

) Planificacion de la resolucion

Observamos la figura y asociamos la probabilidad al por-
centaje de area que ocupa el rectangulo azul.

» Ejecucion del plan de resolucion
Calculamos el area del rectangulo grande, A .
A;=4-3=12m?
Calculamos el area del rectangulo azul, A ,.
A,=3-1=3m?

Asociamos la probabilidad de que la piedra caiga en el rec-
tangulo azul a partir del porcentaje de area que ocupa el
rectangulo azul respecto al area del rectangulo grande.

ERI
12

» Revision del resultado y del proceso seguido

Repasamos los calculos efectuados.

Actividades &

E ¢ Qué probabilidad tenemos de
que un objeto lanzado al aire cai-
ga dentro del circulo interior de
este cuadrado?

B Comenta tu respuesta en clase.



En resumen

=

Un experimento determinista es aquél cuyo resultado
puede predecirse.

Un experimento aleatorio es aquél cuyo resultado no puede
predecirse.

Cada uno de los resultados posibles que pueden obtenerse
en un experimento aleatorio se llama suceso elemental.

El espacio muestral es el conjunto de todos los sucesos ele-
mentales de un experimento aleatorio. Se representa por la
letra griega Q.

Un suceso es cada uno de los aspectos que pueden estu-
diarse al realizar un experimento aleatorio y es un subcon-
junto del espacio muestral del experimento aleatorio.

Las técnicas de recuento son un abanico de recursos ma-
tematicos que forman parte de la combinatoria y facilitan el
célculo o recuento de posibilidades.

Dado un suceso A de un experimento aleatorio, su probabi-
lidad es el valor hacia el que tienden las frecuencias relativas
de A al aumentar el nimero de realizaciones del experimento.

Entre todas las propiedades de la probabilidad cabe desta-
car aquella que relaciona la de un suceso A y la de su su-

Bl Dados dos sucesos Ay B, con P(A) = 0, la probabilidad de
B condicionada a A, P(B/A), es igual al cociente:
P(ANB)

P(B/A) = )

De la probabilidad condicionada se deriva una férmula que
resulta muy Util en el célculo de probabilidades en experi-
mentos compuestos, el principio de la probabilidad com-
puesta:

P(ANB)=P(A)-P(B/A)

O Unamagnitud es cualquier propiedad de un cuerpo que pue-

de medirse.

Una medida es el resultado de comparar la cantidad de
una magnitud que presenta un cuerpo con una cantidad
fija considerada como unidad. k\

wh

O Un sistema de unidades es un conjunto de unidades que
permiten medir las distintas magnitudes.

En la actualidad se utiliza habitualmente el Sistema Inter-
nacional de unidades (SI).

Algunas unidades de uso frecuente son:

ceso contrario A. B Longitud el metro (m)
P@) =1-P@A) Masa el kilogramo (kg)
En una situacion de equiprobabilidad, la regla de Laplace Capacidad ----------------------- el litro (1)
nos permite calcular la probabilidad de un suceso A mediante Superficie el metro cuadrado (m?)
I P& = Numero de resultados favorables a A o 5
Numero de resultados posibles Volumen el metro clbico (m’)
podemos predecir . no podemos predecir
el resultado Experimento ‘ el resultado
Experimento Experimento aleatorio

determinista

| cada resultado es un |

el conjunto de todos

a partir de ellos

ellos forma el Suceso elemental se obtienen
l el nimero de todos los resultados favorables o l
posibles puede determinarse mediante las

Espacio muestral

Técnicas de recuento

Sucesos

el grado de certeza de

| Utiles para calcular la |

que ocurra es su

{ entre los que
Probabilidad destacan
en situaciones de en ocasiones, tener informacion l
equiprobabilidad, previa hace que dispongamos de
pueden esta- se calcula con * Suceso seguro
blecerse * + e Suceso imposible
sus
Probabilidad condicionada * Suceso contrario
Regla de Laplace
| e Sucesos compatibles
de cuya expresion se deriva el e incompatibles
Propiedades * )
e Sucesos dependientes

Principio de la probabilidad compuesta

e independientes
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Ejercicios v problemas integradores

2 Existe la feria de Matematica en el Colegio de Juan y Alexandra, ellos han pro-
puesto realizar un bingo (juego de azar), el cual consiste en acertar un deter-
minado numero de elementos de un total de 10 (numerados del 1 al 10). Juan
propone que sean 7 los numeros que se escriban en la cartilla, mientras que Ale-
xandra propone que sean 8 los niumeros impresos en la cartilla. Ademas se ha
previsto que con la venta de 80 boletos se financia el premio.

¢ Qué probabilidad de ganar tienes si se imprimen 7 nimeros? ;Y sison 8? ¢En
cudl de las dos propuestas se tiene mayor probabilidad de ganar?; Tendran pro-
blemas Juan o Alexandra en sus propuestas?

Solucion

Para iniciar, ratifiquemos que la probabilidad es la razén entre el nimero de re-
sultados favorables de un suceso entre el nimero de resultados posibles. En el
caso de sacar un determinado nimero del total de diez nimeros se tiene una

probabilidad P = 1
10

Ademas se observa que en el presente problema el orden con el que se extrai-
gan los numeros no son relevantes, el objetivo es que se tengan los numeros
pedidos, 7 segun la propuesta de Juan y 8 la de Alexandra.

Ahora para ayudarle a Juan, quien propone que con 7 numeros escogidos de
un total de 10, calcularemos su probabilidad de ganar.

El primer numero del juego tiene 7 resultados favorables (cualquiera de los 7 nd-
meros esperados) de un total de 10 resultados posibles (de los 10 numeros del
juego), entonces: P, = %

Para el segundo numero se tiene 6 resultados favorables (ya se obtuvo un pri-
mer numero) de un total de 9 resultados posibles (ya se extrajo un nimero), en-
tonces: P, = %

El tercer numero tiene 5 resultados favorables (ya se obtuvieron dos numeros)
de un total de 8 resultados posibles (ya se extrajo dos numeros), entonces:

5
P.= >
L)

Con el mismo razonamiento y hasta obtener el séptimo niumero tendremos las
probabilidades siguientes:

4 3 2 1
Pam 7 PomgPem 5y P=gr
Con todas las probabilidades calculadas para cada numero, calcularemos la
probabilidad compuesta: P =P, - P,- P,- P,- P;- Ps- P,
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Reemplacemos los valores:

p-—7 .6 5 4 8 2 1 _7-6:5-4.3.2.1 _ 1
10 9 8 7 6 5 4 10-9.8:7-6-5-4 120

Concluimos que un boleto de cada ciento veinte vendidos tiene la posibilidad
de ganar.

Una vez conocida la mecanica del calculo ayudemos a Alexandra, quien pro-
puso 8 numeros.

El primer niumero del juego tiene 8 resultados favorables de un total de 10 re-
sultados posibles: P, == El segundo ndmero tiene 7 resultados favorablesde
un total de 9 resultados posibles:, P, = %. Y los otros son:

6 . _ 5. _ 4. _ 3. _ 2 _ 1
PomgiPumgsPem s Pom s Pr= - Y Pe=-

Con todas las probabilidades parciales, ocho en esta propuesta, calculemos la
probabilidad compuesta: P=P -P,-P,-P,-P,-P4-P,-Pg4

Reemplacemos los valores:

-8 . . . . . . . 7

10 9 8 7 6 5 4 3 10.9.

Concluimos que un boleto de cada cuarenta y cinco vendidos tiene la posibili-
dad de ganar.

Alexandra y Juan concluyen que la propuesta de ella tiene mayor probabilidad

de ganarpues 1> _1 .
9 P 45 ~ 120

Asi mismo concluyen que la propuesta de Alexandra tiene inconvenientes, pues
deben vender 80 boletos, y para obtener el premio bastan 45. En cambio con
la de Juan si venden 120 boletos para que uno gane, le da una ganancia de 40
boletos.

Dos mineros extraen oro aluvial (procedente de los rios), el primer dia Alberto
extrae 2,89 g y el segundo dia 2,43 g ; en cambio Martin obtiene 26,1 dg de
oro cada dia, ellos desean saber quién extrajo mayor cantidad de oro en los dos
dias de labor.

Solucién

Primero debemos calcular el total de la produccién de cada minero, luego con-
vertir a una misma unidad de masa y comparar los valores.

Extraccion de Alberto:

Dia1:2,89¢g

Dia2:2,43¢g

Total: 5,32 g

Extraccién de Martin:

Dia 1: 26,1g

Dia2:26,19g

Total: 52,2 g

Transformando lo extraido por Martin a gramos se tiene 52,2 dg =5,22 g.

Comparando se determina que Alberto que extrajo 5,32 g obtuvo mas oro que
Martin quien extrajo 5,22 g.
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Ejercicios

m Comprensién de conceptos y conocimiento de procesos <

Conceptos iniciales

Indica si los siguientes experimentos son aleatorios
o deterministas, y explica por qué.

a) Repartir una mano de cuarenta y mirar las cartas que
nos han tocado.

b) Mezclar pinturas amarilla y azul, y observar qué
color obtenemos.

c) Determinar la presion a la que se encontrara un sub-
marinista a 25 m de profundidad.

EXl Escribe el espacio muestral de estos experimentos.

a) Lanzar una moneda.

b) Lanzar dos monedas.

¢) Lanzar un dado con forma de dodecaedro.
)

d) Extraer una bola de una bolsa que contiene cinco
bolas numeradas del 1 al 5.

EA Escribe el espacio muestral del experimento consistente
en hacer girar la siguiente ruleta y observar sobre
qué numero se detie-
ne la bola.

— Determina qué nu-
meros corresponden
al suceso Obtener
color rojo y numero
par en la ruleta.

EX ¢ Es cierto que dos sucesos contrarios son siempre in-
compatibles? Razona tu respuesta y pon un ejemplo.

34] Cogemos una carta de la baraja. Indica los resultados
favorables a cada uno de los siguientes sucesos.

A: Obtener tréboles.

B: No obtener una letra.

C: Obtener un 5.

D: Obtener una figura que no sea un rey.

— Indica el suceso contrario al suceso A.

E& considera el experimento sacar una bola de una bol-
sa con diez bolas numeradas del 1 al 10. Describe dos
sucesos compatibles y dos sucesos incompatibles de
dicho experimento.

oroblemas

S

En tu cuaderno

Concepto de probabilidad

¢, Cudl es la frecuencia relativa del suceso seguro?
¢Y la del suceso imposible?

Pinta de distinto color tres fichas iguales e introduce-
las en una bolsa opaca. Repite ciento cincuenta veces
la operacion de extraer una ficha, apuntar el color y vol-
ver a introducir la ficha en la bolsa.

Completa la siguiente tabla estadistica para cada cin-
cuenta extracciones. Trabaja en tu cuaderno.

Frecuen- Extracciones
Suceso .
GEE 50 100 150
Absoluta
Color 1 Relativa
Absoluta
Color 2 Relativa | o | |
Absoluta
Color 3 Relativa

— ¢Hacia qué valores se aproximan las frecuencias
relativas?

ERE] Entra en esta direccion de Internet: http://www.sho
@ dor.org/interactivate/activities/spinner3/index.html.
Comprueba la ley de los grandes numeros.

E La probabilidad de un suceso A es P(A) = 0,8. ¢ Cual
es la probabilidad del suceso contrario A ?

Calculo de probabilidades

¢ Qué significa que los sucesos elementales de un expe-
rimento aleatorio son equiprobables? Pon un ejemplo.

B8l Considera el experimento aleatorio sacar una bola
de una urna que contiene diez bolas numeradas del
1 al 10 y los siguientes sucesos:

A: Sacar un numero menor o igual que 10.
B: Sacar un numero par.

C: Sacar un numero menor que 10.

D: Sacar un 10.

E: No sacar un numero menor que 11.

F: Sacar un numero menor que 3.

G: Sacar un numero menor que 7.
Ordénalos segun la siguiente escala de ocurrencia:

imposible, muy improbable, improbable, tan probable
como improbable, probable, muy probable, seguro.




A Razona qué es mas probable al lanzar una moneda
cuatro veces: que salgan dos caras y dos cruces, 0
que salgan tres caras y una cruz.

Probabilidad de experimentos compuestos

43| Explica qué quiere decir que la posibilidad de un su-
ceso A esté condicionada a un suceso B. Relacionalo
con los sucesos dependientes e independientes. Pon
un ejemplo.

E?] Considera el experimento lanzar un dado y dos mo-
nedas. Representa los diferentes sucesos elementa-
les mediante un diagrama en arbol y, a partir de él,
calcula la probabilidad de los sucesos A: obtener
un numero mayor que 4 y dos caras y B: obtener una
cara y una cruz, sin que importe el orden.

X Consideramos dos urnas, la primera que contiene
dos bolas blancas y tres rojas y la segunda una bola
blancay cuatro rojas.

Lanzamos una moneda vy, si sale cara, elegimos al
azar una bola de la primera urna; mientras que si sale
cruz, elegimos al azar una bola de la segunda urna.
Calcula la probabilidad de:

a) Obtener bola roja.
b) Obtener bola roja, si se ha obtenido cara.

c) Obtener bola roja, si se ha obtenido cruz.

Conversion de unidades:

E Expresa en metros las siguientes medidas de lon-
gitud: 15 cm; 25 mm; 16 km; 0,1 hm; 5,6 dam.

Expresa en kilogramos:

361t-47539-6,7t-0,08t-123,4q

48] Completa en tu cuaderno:

a)5dl=.... ki d1,5hg-=... dg
b)45hm= ... cm e)371ml=..... dal
c)5Q9=. kg f) 64,3cm=... hm

EX] Ordena de menor a mayor: 3800 dag; 6,9 hg;
7800 cg; 0,89 hg; 0,036 kg.

EY Completa en tu cuaderno:

4, o
/////// /
a) 0,0000001424 km® = ..o dm? //’/
b) 0,024867 dam® = ... mm3
C) 265435 M3 = .. hm3
B Expresa en centilitros:
a)4dal5| b)619ml
1000 cl
a) 4dal = 4 ddl - = 4000cl
1 gl
100l
=5/ =500l
1/
4000 cl + 500 cl = 4500 cl
)61=16
O9ml = 9m| - —= = cl
.............. cl+...cl=......cl

Aplicacion en la practica

BEA indicaen cual o cudles de las siguientes ruletas los su-
cesos A: Obtener un 1y B: Obtener un 3 son equi-
probables.

—

Calcula la probabilidad de obtener una bola roja de
cada uno de estos sacos.

m Lanzamos un dardo aleatoriamente a la diana de la de-
recha.

Calcula, a partir de las areas, las
probabilidades de que el dar-
do se clave en el circulo rojo
o en las distintas coronas cir-
culares.
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E3 observa a tus companeros y companeras de clase,
y completa en tu cuaderno esta tabla.

Color de pelo
Sexo Oscuro Claro

Chico

Chica

— Si escogemos al azar a un compafero o com-
panera, ¢qué probabilidad tenemos de que sea
un chico de cabello claro?

E] Paula dispone de cuatro camisetas, tres pantalones
y dos pares de zapatillas.

a) Construye un diagrama en arbol que describa las
distintas posibilidades que tiene de vestirse.

b) ¢De cuantas formas diferentes puede vestirse?

Colocamos una ficha en el origen de un sistema de
coordenadas cartesianas y realizamos el experimen-
to aleatorio que consiste en lanzar un dado tetraé-
drico y sumar los puntos que no corresponden al
vértice superior.

P
«

Los movimientos que debe realizar la ficha segun la
suma obtenida se indican en esta tabla.

Suma Movimientos
6 Avanzar 1 unidad hacia el Norte.
7 Avanzar 1 unidad hacia el Oeste.
8 Avanzar 1 unidad hacia el Sur.
9 Avanzar 1 unidad hacia el Este.

R R R

ST ar e

Después de lan- .
Suceso Frecuencia absoluta

zar sesenta veces
el dado, obtene- 6 16
mos los resulta-
dos de la derecha. 7

8 14

9 15

a) Indica la posicion final de la ficha después de se-
senta lanzamientos.

b) Completa la tabla con las frecuencias relativas de
cada suceso.

c) ¢Qué probabilidad atribuirias a cada uno de los su-
cesos?

disefien y realicen mediante el computador uno de los

ﬁ Formen un grupo con dos comparfieros o comparieras,
siguientes experimentos aleatorios.

a) Lanzar una moneda.
b) Lanzar un dado (1, X, 2).

c) Sacar una bola de una caja que contiene 10 bolas
numeradas del 1 al 10.

— Efectuen el experimento cien veces y determinen
si la frecuencia relativa obtenida de cada suceso
elemental se aproxima a su probabilidad.

EE] Para llevar a cabo una actividad de plastica, Lau-
ra compra 3,20 m de cinta blanca a $ 0,80 el metro,
25,5 dm de cinta azula $ 0,60 el metroy 1 m 5 dm
de cinta verde a $ 0,90el metro.

a) ¢Cuantos metros ha comprado?

b) ¢Cual es el importe total de la compra?

[ El 10 % del agua de un recipiente expuesto al sol
se ha evaporado. Si inicialmente contenia 23 | 46 cl,
jcuantos centilitros se han evaporado? ¢ Cuantos
litros de agua quedan en el recipiente?

& un bosque de eucaliptos tiene una extension de
21 ha 14 a. Un bosque de pumamaqui ocupa una su-
perficie de 245 000 m?2. ; Qué bosque tiene mayor ex-
tension? Expresa la diferencia en centiareas.

A bi qué capacidad tiene un vaso de 0,25 dm?® de vo-
lumen si no se tiene en cuenta el volumen que ocu-
pan las paredes.

— Si el vaso tuviese unas paredes muy gruesas que
ocupasen 20 cmd, ¢ cudl seria su capacidad?



X Las medidas de unsalén rectangular son 6 m 85 cm
de largo y 4 m 43 cm de ancho. En dicho salén se
coloca un sofa de tres plazas de 2 m de largo y 0,85
m de ancho y uno de dos plazas de 1,50 m de
largo y 0,85 m de ancho tal como se observa en
la figura. Halla las medidas x e y.

6,85 m

,43

Mas a fondo

A una caja contiene bolas rojas, azules y verdes. De-
termina su composicién si contiene mas de 10 bolas
y menos de 20, y ademas sabemos que:

a) La probabilidad de sacar una bola roja es la mis-
ma que la de sacar una bola azul.

b) La probabilidad de sacar una bola verde es la mi-
tad que la de sacar una bola azul.

[ Gracias a unos estudios realizados se sabe que el
4 % de los habitantes de una provincia no tiene nin-
gun tipo de teléfono, que el 96 % tiene teléfono en
su casa y que la sexta parte de los que tienen telé-
fono en su casa también tiene teléfono celular.

a) ¢ Qué porcentaje de habitantes de la provincia tie-
ne teléfono celular?

b) Si se escoge un habitante al azar, ¢cual es la pro-
babilidad de que tenga teléfono en su casa? ;Y
de que tenga teléfono celular? ¢Y de que no ten-
ga ningun tipo de teléfono?

c) En un pueblo de esta provincia con 1500 habi-
tantes, ¢ cuantos es previsible que tengan teléfo-
no en su casa? Y que tengan teléfono celular?
&Y que no tengan ningun tipo de teléfono?

[ Se tienen tres pesos, P,, P,, P,, que cumplen:
a) La suma de los tres pesos es 1 kg.
b) El peso P, menos 10 dag es dos veces el peso P,.

c) Lasumade los pesos P,y P, entre 2 es el 50 %
del peso P,.

¢ Cual es la medida de cada peso?

Si un cubo macizo de un metro de arista tiene una
masa de 80 hg, ¢cual sera la masa de un cubo
del mismo material de 50 cm de arista?

— Expresa la densidad del cubo en unidades del
Sl

[ Formen grupos y averiguen como se median, en
nuestro pais, antiguamente la leche, el aceite y el
agua y cudles eran las medidas de volumen usa-
das. A continuacién, lleven a cabo el mismo estu-
dio con las medidas de volumen que se usan en
la actualidad.

— Preparen un informe en el que se comparen las
unidades de medida de volumen antiguas y
actuales.

— Hagan constar las razones por las que el aceite
y la leche se vendian en diferentes unidades de
medida de volumen en la antigiiedad.

— Analicen por qué ha cambiado la forma como se
vende el agua en la actualidad y cédmo se vendia
antiguamente.

— Preparen una presentacion con diapositivas y ex-
poénganla ante la clase. Comenten su opinién
acerca de las medidas de volumen y de la im-
portancia de los productos que se han utiliza-
do para esta actividad.

B ey

19

Distribucion gratuita - Prohibida la venta

(3]



luacion

Si logras resolver el 70 % de estas actividades individuales y grupales, puedes avanzar.

Efectuamos el experimento lanzar dos veces con-
secutivas una moneda y apuntar los resultados en
el orden en que aparecen. Si en la primera realiza-
cion del experimento obtenemos xc, ¢ cual de los si-
guientes sucesos se verifica?

a) A: No sacar cruz.

1. Elexperimento lanzar una tachuela y observar la po- 1.
sicion que adopta al caer es:

a) Determinista.
b) Incompleto.

c) Aleatorio.
b) B: Sacar al menos dos cruces.
2. Efectuamos el experimento sacar una bola de una

caja opaca en la que hay cinco bolas numeradas
del 1 al 5.

c) C: No sacar dos cruces.

2. Completa en tu cuaderno la siguiente definicion.

La probabilidad de un suceso es la medida del gra-
do de .. de que ocurra.

¢ Qué nombre recibe el suceso A: Sacar una bola con
un numero mayor o igual que 1?

3. Efectuamos quinientas extracciones de una bolsa 3
en la que hay una bola azul y otra blanca.

Sabemos que la frecuencia absoluta del suceso
A: Sacar bola blanca es 245.

Ordena de menos probable a méas probable es-
tos sucesos correspondientes a distintos experi-
mentos aleatorios.

A: Acertar un numero del 1 al 9.

¢ Cual sera la frecuencia relativa del suceso B: Sacar
bola azul?

B: Obtener cruz al lanzar una moneda.

C: Sacar una bola roja de una bolsa que contie-

4. Clasifica las siguientes propiedades de un objeto ne bolas azules.
segun puedan medirse o no: D: Sacar una bola blanca de una bolsa que con-

tiene bolas blancas numeradas.

a) la masa

b) la utilidad 4. Efectlia estas transformaciones.

c) la altura a)15hg = . dg d) 234t= ... hg

dj la forma b)45,6km= ... cm € 6898mi=.. ... cm?
¢) el espacio que ocupa ) 567 Ml= d f) 5700mmé=....dm°

Buen Vivir

Escoger una carrera, profesion u oficio es un paso
muy importante en la vida de una persona porque
de esto dependera el camino a seguir durante
mucho tiempo. Sin embargo, debido a la impor-

Derecho a la educacion

Actividades E

EB Visiten por grupos cuatro Centros de Educa-
cidén Superior, y pidan prospectos de opciones

tancia de la decisién, suele ser una tarea dificil. Por
este motivo, es necesario que, poco a poco, cada
uno comience a descubrir sus intereses e inclina-
ciones laborales, con un ligero examen sobre las
reales capacidades: ;como es mi personalidad?,
¢para qué me siento capaz?, ;qué me agradaria
hacer en el futuro y durante el resto de mi vida?

La etapa colegial es un momento ideal para comen-
zar porque te permite saber qué materia o rama del
saber o del arte te gusta mas; con qué carreras, ofi-
cios o profesiones se relaciona; de estas opciones,
cual te gusta mas a ti y por qué; cémo puedo finan-
ciar mis estudios. En definitiva, se trata de recono-
cer las propias potencialidades para tomar una
decisién que te permita ser feliz y realizarte.

técnicas, pedagogicas, contables, sociales y
tecnoldgicas. Intercambien con sus comparie-
ros las impresiones.

2 | ¢, Conocen la funcién del Instituto Ecuatoriano
de Crédito Educativo y Becas (IECE)? ¢ Exis-
ten otras formas de financiar los estudios?

EX consulte por Internet la situacién del mercado
laboral en nuestro pais. Realicen un foro en su
colegio para conversar acerca de la importan-
cia de la educacion especializada (técnica, uni-
versitaria) y de como esta permite el progreso
del pais. Saquen sus conclusiones y comien-
cen a pensar en aquellas opciones que sean
mas viables para su futuro.



! Croénica matematica

Sistema Métrico Decimal y Sistema Internacional

A finales del siglo XVIII, la Academia de Ciencias de Paris establece, a fin de evitar la confusion creada por la utilizacion de unida-
des de medida diferentes en cada zona del planeta, un sistema de unidades de caracter universal. Asi nace el Sistema Métrico
Decimal (SMD), cuyas unidades principales, el metro y el kilogramo, fueron definidas de esta manera:

e Metro: diezmillonésima parte del cuadrante del meridiano terrestre.
¢ Kilogramo: masa de agua destilada, a 4 °C, contenida en un cubo de 1 dm de arista.

Para obtener multiplos y submultiplos de estas unidades se multiplica o divide por 10, 100, 1 000... De aqui el nombre de Sis-
tema Métrico Decimal.

Metro y kilogramo patrén depositados en la Oficina Internacional de Pesos y
Medidas de Sévres (Francia).

En la XI Conferencia General de Pesas y Medidas (Paris, 1960) se amplié y mejord el sistema de medidas dando lugar al Sis-
tema Internacional de unidades (Sl), que en la actualidad es aceptado mundialmente, y consta de siete unidades basicas: me-
tro, kilogramo, segundo, amperio, kelvin, mol y candela.

El euro

Desde el 1 de enero de 2002 doce paises pertenecientes a la Unién Europea (Alemania, Austria, Bélgica, Espafia, Finlan-
dia, Francia, Grecia, Holanda, Irlanda, Italia, Luxemburgo y Portugal) utilizan un sistema monetario comun. Las unidades
que forman este sistema son ocho monedas emitidas en 1, 2, 5, 10, 20 y 50 céntimos de euro y en 1y 2 euros, y siete bi-
lletes emitidos en 5, 10, 20, 50, 100, 200 y 500 euros.

En Sudamérica, al momento se esta tratando de lograr un acuerdo similar que permita manejar una moneda comun.

Zurdos
Cada afio, el 13 de agosto, mas de 700 millones de personas celebran un dia muy especial: el Dia Internacional de los Zurdos.

Los zurdos naturales estan repartidos por todo el planeta de manera homogénea. Aproximadamente entre un 8 y un 13% de
la poblacién mundial es zurda. Hay mas zurdos varones (13 %) que mujeres (9 %), sin que se sepa todavia la causa.

Un chico, hijo de padre zurdo, tiene un 10 % de posibilidades de ser zurdo. Si la madre es zurda, aumenta a un 20 % las po-
sibilidades de ser zurdo. Y si los dos padres son zurdos, €l porcentaje llega al 46 %.

@ Busca informacion en Internet sobre el LRRTM1, el gen que hace a una persona mas propensa a ser zurda, segun los estu-
dios de un grupo de cientificos de la Universidad de Oxford.

Demuestra tu ingenio

Por muy alejado que creas estar de un personaje popular o famoso, hay una teoria que indica lo contrario.

La teoria de los Seis grados de separacion, inicialmente propuesta en 1929 por el escritor hiingaro Frigyes Karinthy, sefiala
que una persona puede estar conectada a cualquier otra a través de una cadena de conocidos que no tiene mas de cuatro
eslabones.

Distribucion gratuita - Prohibida la venta

Compruébalo por ti mismo.
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NuUmeros reales.

Sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas

[/

Maodulo

Ejercicios y problemas

67. a)Falsa. b) Cierta. c) Falsa. d) Cierta.
69.El intervalo comn es: ~V2 V51
‘ V2 Vs N
fv’v? - 0 2\%
71.a) 1,732; b)0,2; c)4,22.
73.a) (+5)5 ; b) (-9)°
75.8) 33 ; b)ory2 ; o)1s)2 ; d)2y2 .

Son semejantes b, ¢, d

77. ) 3a%b ﬁ; b) 38-52a5b7 3b
79. a) ;b) 117 a8 b Cm;d\w
81.a) 5 ; ;o) {3
83. a) & Wff, 0) -5 ) MBI g
f)J7_0+JE+W+J£
4

85. Los segmentos de longitudes 3- 2 cm ¥ 2+ \/g cm Son proporcio-
nales a los segmentos de longitudes 4 + \/2_ cm y 8+642 cm.

m P m.,P mom om
87. an .ad —an s (a-b)n=an-bn
m P m P m
m P ok _of
an: ad =an 9 (cona = 0) Relacion: an = {/am
LA
[ m™\a mpPp
=an a

89. \f3; 3f4; 7; dfo7; 4f25°

91.a) No es cierta. Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones

algebraicas.
b) No. Todas las ecuaciones tienen dos miembros.
c) Cierta.
93.a)x = 51 ; b) x=—ﬁ;c)x=ﬁ
158 4 99
d) Ox =-7 — No tiene solucién. e) x = 22
95.x =28 49

97.Una ecuacién de primer grado con dos incégnitas tiene infinitas so-
luciones. Una linea recta.
99.Es un sistema incompatible. No tiene solucién.

101. Primera ecuacion Segunda ecuacion
X y=x+5 X y=-2Xx+2
-1 4 -1 4
0 5 0 2 T N 8 N
A AL I N ST e 144X
1 6 1 0 o
3
L
N
La solucion es x = -1, y = 4. Se trata de un sistema compatible de-
terminado.
103. — Método de sustitucion
0x=0

Esta ecuacion tiene infinitas soluciones.
— Método de igualacién

0x=0

Esta ecuacion tiene infinitas soluciones.
— Método de reduccién

0x+0y=0

Esta ecuacion tiene infinitas soluciones.

Modulo

lucionario

105. y=4-x

El sistema es incompatible.
107. a) La solucion del sistemaes x=1,y=0

b) La soluciéon del sistema es x=-3, y=5
109. Lasolucion es , _ %,y - _%_
111. Lalongitud de los lados del triangulo es 3cm, 5cmy 7 cm.
113. Mi edad actual es 18 afos.
115. Los dos nimeros son 10y 11.
117. Las longitudes del lado menor y del lado mayor del rectangulo son

14 my 28 m, respectivamente.
119. Los numeros buscados son 24 y 8.
121. El hijo tiene 12 afios y su padre, 48 afos.
123. La base del rectangulo es a7y la diagonal 55
125. La distancia recorrida por el excursionista es:

2-504/3 +2-25./3 =150./3 dam
127. a) 100 ;b)3cm
Tn cm?®

129. x==x8 8:-8=64 (-8)-(-8) =64 — Radicacion.
131. Cristina tiene 5 afios; su madre, 25 afos, y su tia, 20 afos.
133. Tendra que mezclar 1,5 kg de las golosinas que cuestan $ 4 /kg

con 3,5 kg de las que cuestan $ 6 /kg.

Notacion cientifica.
Funcion lineal.
Funcién exponencial

Ejercicios y problemas

49. Sélo hace falta un punto. Por ejemplo, si conocemos el punto P (t, s),
la expresion algebraica de la funcion es y = s.

51. a) x 4| 0 4 ¥
y | 8] -8]-s T
T
-+ttt -ttt
T 1 X
b) X -5 0 5 o
y 6 | 6 | 6 +
s
e s e
T 1 X
x 6 | 0 6 Wi
c) T
y 3| 3| -3

53. Lineal: d; Afin no lineal: a; constante: b; no es funcién: c.

55. a) = 1 2 3 !
y 1 2 3 y=x
1
1 X
Pendiente: 1



57.

59.

61.

63.

65.

67.

69.

71.

Pendiente: -1

Y
o) X 1|23 T
y -6 [-12|-18 y=-6x |
-6+ X
Pendiente: -6 4

Compaiiia A: y = 15, funcién constante.
Compainia B: y =0,10x, funcién lineal.
Compainia C: y = 0,05x + 5, funcién afin.

a)

x o| 3|6 ¥
y 6| 3|0
1
X
Pendiente: 1
Ordenada en el origen: -6
b) X 1] 0 |1 L
y 3 1] -1 K
Il Il Il Il Il Il Il K\ Il Il Il Il Il Il
T T T T T T\ T
-t X
Pendiente: -2 T
Ordenada en el origen: 1
[9) x 2| 0| 2
y 4| 2 8
Pendiente: 3
Ordenada en el origen: 2

a) La expresion algebraica de la funcién es: y = 4x - 1.
)

b) La expresion algebraica de la funcion es: y - %x -3
ayy=5 c) y=-3x
b)y=4 dy-= %x

La expresion algebraica es: f(x) = 3x - 2.

A

a)y=X+5 ; b) szX+1_\/3—
yo b1t
3 3
Una, ya que a partir de las coordenadas de dos puntos de la recta
obtenemos su ecuacion.
Infinitas, ya que no esta determinada la pendiente de la recta.

Una, ya que a partir de las coordenadas de un punto de la recta 'y
el valor de la pendiente obtenemos su ecuacion.

73. a) La expresion algebraica de la funcién es: y = 6x + 3.

b) La expresion algebraica de la funcién es: y _ _%X_

75. La expresion algebraica de la funcién es y = 12
X

7.9y= b) X y Y
X -5 —2/25
4 ~1/10
0,5
-3 -2/15
2 175
1 2 3 4 5 6 X
-1 —2/5
1 2/5
2 1/5
3 2/15
4 110
5 2/25
79. a [ 0 1 2 3 4
An) | 5 | 845 | 1428 | 24,13 | 40,79
Bn) | 2 48 | 11,52 | 27.65 | 66,36

b) Entre las 2 y las 3 horas.

81. a) La expresion algebraica de la funcién es: P, = 2,5(1 + 0,06)",
n =0 donde P, es el nimero de habitantes en millones y n es el
tiempo transcurrido en afos.

X 0 2 4 6 8 10
y 25 | 281|316 | 355 | 3,98 | 4,48
b) Habitantes
(millones)
6
4 /
2
2 4 6 8 10X
Tiempo (a os)
83. a Area pared Importe (§) Y
) s 8 10 | 20 | 30 | 40 o0
100
Importe del &b
papelendé- | 30 | 60 | 90 | 120
lares (y) i
40
20
! 102030 40X

Arear(m?)

b) El papel necesario para empapelar toda la habitacion cuesta $ 120.

85. a) Representemos a la solucion del gimnasio “Cuerpo sano” con f,

y al “Salud y deporte” con g:

Gimnasio\Semana 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cuerpo sano f(x) 28 |28 |28 |28 |28 |35 |42 |49 |56 |63
Salud y deporte g(x) 12 |12 |18 |24 |30 |36 (42 |48 |54 |60

b) Gimnasio cuerpo sano: al aumentar el tiempo de inscripcién a
partir de la semana 5: f(x) = 28+(x-5)-7 = 7x-7

Gimnasio salud y deporte: al aumentar el tiempo de inscripcion
a partir de la semana 2: f(x)= 12+(x-2)-6 = 6x

d) En el “Cuerpo sano” pagard $ 28 y en el Salud y deporte $ 30
e) A partir de la octava semana
f) En el gimnasio salud y deporte
89. a) d, =40t
b) d,=100 - 60t
c) d=100 - 40t - 60t

91. 3 Vsido =16x +16
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200

b) x — altura del prisma cuadrangular en cm.

y — volumen del sélido en cm?.

X 1 2 3 4 5
y 32 48 64 80 96
c) y=48 cm?®

Expresiones algebraicas y numéricas.
Polinomios y fracciones algebraicas

Ejercicios y problemas

33.
35.
37.

39.

41.

43.

45.

47.
49.

51.

a)P(1)=0;b) P(2) =
Resto= -5

No es posible, pues el término de tercer grado del polinomio de
tercer grado no puede anularse.

40; ¢) P@3) = 120

No es posible, el polinomio cociente es de grado cero, es un nu-
mero.

a)P@) =12  b)R(-3)=-22 c)P@4)-Q()=42-7=235
X -Xx+6
-2x-1

X3 —-9x + 5

a) P(x) + Qx) =
b) R(x) - Q(x) =
) P(x) - Q) + R(x
)

3)(3 -

(¢

XB

b) (x + 1)2
c)x-(x+1)
d) x® - (x = 1)?
e)x®—(x+1)°

-2x+1

Q

=2=a-1+b=2=a+b=2
=5 a-2+b=5=2a+b=5

a+b=2 —a-b=-
=
2a+b=5 2a+b=5
a =3
a+b=2=3+b=2=b=2-3=-1

El polinomio P(x) es: P(x) = 3x - 1
a) (3x3+ 18x2+33x +18): (x - 3)
Cociente: 3x% + 27x + 114

Resto: 360
No es divisor.

b) (Bx®+ 18x%+33x + 18) +
Cociente: 3x% + 15x + 18
Resto: 0
Si que es divisor.

(x+1)

c) (3x®+ 18x? + 33x + 18) + (8x? + 3x + 6)
Cociente: x + 5
Resto: 12x - 12

No es divisor.

d) (Bx®+18x2+33x +18) + (X2 - 4x - 1)
Cociente: 3x + 30
Resto: 156x + 48
No es divisor.
53. a)2(x - 3)
b) x(x - 2)
C) 2(x® - 3x + 4)
d) 3x2 (x2 - 2x + 4)
55. a) (x + 2)?
b) (3x- 1)
c)x® (bx +7)
d) (6x — 5y)
57. a(bx+ 1) (x+7)
b) (x+2) (2x-1)
©) x—4y) 2x +7y)
d) (10x-9) (bx - 7)
59. a) 3x®-2x2-12x+ 8
2x3 - 11x2 - 18x +9
b) 2x3 +3x2 +2x+ 3
3x* -2x3 - 3x2+11x -6
61, X=2
x-3
63. El polinomio es P(x) = 3x - 2.
65. PX)=(x-3) (x+1)(x-2)=x3-4x2+x+6
67. Podran reunir $ 85.
69. Respuesta abierta.
Angulos notables.
Modulo Razones trigonométricas
Ejercicios y problemas
29. 4 vértices y 4 lados, ya que tiene 4 angulos. Es convexo, pues to-
dos sus angulos son menores de 180°.
/\ N\ /\ /\ /\ N\
31. A=90° B=45°% C=120° D=60° E=270° F=230°.
33. No Si Si Si No Si
35.
2:-A+B
&b OB e
Complementario de A Suplementario de B
/\ VANV AN
Los angulosA, ggmplementario de Ay B son agudos. El angulo su-
plementario de B es obtuso.
37. Al considerar los angulos como giros, el signo del angulo indica si

el sentido de giro es el de las agujas del reloj o si es el contrario.

a) v
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. a) 3.% cuadrante; b) 2.% cuadrante; c) 1. cuadrante; d) 2.% cuadrante

e) 3. y 4.°cuadrante; f) 1.y 4.° cuadrante; g) 1.°" y 2. cuadrante
h) 3.¢" cuadrante

41. Si ay p son dos angulos complementarios, se cumplira:
1 1 8ena =cos B
Por lo tanto: Sena.  cosf
cosec o = sec fB
43. — Lalongitud del cateto opuesto es: 48
4 5
sena = —
Por lo tanto:
tano = —
45. Las razones del angulo agudo mayor son:
seno = 0,85;cos = 0,53; tana = 1,60
Y las del menor:
senf = 0,53;cosp = 0,85; tanf - 0,6¢
47. El angulo formado por las aristas béasicas de los dos prismas es
83,62°.
49. Los resultados obtenidos deben aproximarse a
a) sen 317" = 0,88; b) sen 147" - 0,21;
90 15
Sinm _ 0,47, 147
cos - , 5 _an .
90 cos 15 = 0’98,
wn 31T _ 488 wn 14T _ _( o1
90 15
C) sen 137” = —0,97; d) sen 717” = —0,9;
9 36
cos 13m =-0,22; cos 717"= 1,00;
9 36
13nm 71n
t =433 tan ———— = -0,09
an g an 36
51. a m_ n _ 3n b 62m | 17n
) 10 10 ) 45 45
sen 7n = sen 3n sen 62 m = sen 17n
10 10 45 45
cos 7n — Cos 3n cos 62 = cosm
10 10 45 45
tan 7n = tan ST[ tan 62" = tan 17”
10 10 45 45
2 351 __m _1Mn no_ _In
° 2T-S§ < 18 9 -Fg * 18
sen 31578” = sen 1718 sen 1118" = sen 17g
oS - o - gh-e g
tan3_1578n = tan 1”8 tan — 1118n tan 17g
53. E 3 -1
2
55. fi~, s
1 90 2
45 90° 90
90 3 90 90 4
45 °0° 90°
45° S 45°;
45°
57. a) 87,5m ;b) a = 51,34°
59. El angulo que forma con el suelo es 41,81°

El angulo que forma con la pared es: 48,19°

61.

65.

Maodulo

La distancia es de 170,7 m y la altura del faro, 469,5 m.

F, = 8660,3N
La componente horizontal de la fuerza es de 8660,3 N.

F, = 20,80N
F, = 77,60N
Areas y volimenes

de cuerpos geométricos.
Media aritmética

Ejercicios y problemas

37.

39.

41.

43.
45.

47.

49.

51.

58.

55.

Puntos situados en el meridiano de Greenwich:

— Longitud: 0°

— Latitud: varia de 0° a 90° en direccién Norte y Sur desde el
Ecuador.

Puntos situados en el ecuador:

— Longitud: varia de 0° a 180° en direccion Este y Oeste desde
el meridiano de Greenwich.

— Latitud: 0°

Polos:

— Longitud: 0°

— Latitud: el polo norte 90° en direccién Norte y el polo sur 90°
en direccion Sur desde el ecuador.

) <

D

| Semiesfera I

&4

A=62a°
El area de la esfera es cuatro veces la de un circulo maximo.

<

Casquete
| estérico

[Tronco de cono

Ly

O

a) El area del tetraedro es de 27,71 cm?.
b)
c)
d)

e

El &rea del octaedro es de 86,60 cm?.

El area del icosaedro es de 311,77 cm?.

El &rea del cubo es de 294 cm?.

El area del dodecaedro es de 66,96 cm?.
Tetraedro: Las aristas del tetraedro miden 11,77 cm.
Octaedro: Las aristas del octaedro miden 8,32 cm.

El &rea lateral de la piramide es de 377,93 cm? y el area total, de
490,43 cm?.

a) El area lateral del cilindro es de 87,96 cm? y el area total, de

113,10 cm?.

b) El area lateral del cono es de 47,12 cm? y el area total, de
75,40 cm?.

c) El area lateral del tronco de cono es de 35,34 cm? y el area to-
tal, de 70,69 cm?.

El cociente entre el area de la esfera y su volumen es igual al ra-
dio partido por tres.

Resultan dos conos.
Primer cono (r=5; h=12):
V.= 314,16

cono ~

Segundo cono (r' = 12; h' = 5):
V' o = 753,98

El volumen de uno de los conos es de 314,16 cm?® y el del otro
cono, de 753,98 cm?®.
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57.

59.
61.
63.
65.

67.
69.

71.

73.

Maodulo

El area lateral del cono mide 37,07 cm?; el area total, 56,71 cm?, y
el volumen, 26,18 cm®.

Se emplearan 568 horas en restaurar toda la fachada.
Son necesarios 37,70 litros.
La masa del tetraedro es de 144,89 g.

La altura a la que llegara el refresco dentro de cada uno de los va-
sos es de 7,18 cm.

La capacidad del vaso es de 464,96 cm?, o bien 0,465 |.
a) Respuesta abierta

Sidney (151° 13’ E, 33° 52’ §)

Lima (77°3' O, 12° 3’ §)

Los Angeles (118° 15’ O, 34° 4’ N)

Pelota de ping-pong

Area: A=4 - 22 =50,3 cm?

Volumen: v = in -23 = 33,5cm?®
3

L 2080

b) Pelota de tenis
Area: A=4 - 3,252 =132,7 cm?

Volumen: v — %n~3,253 - 143,8¢cm?

c) Pelota de futbol
Area: A=4n - 112 = 1520,5 cm?

Volumen: v - %n 1P = 5575,3cm?

d) Pelota de baloncesto

Area: A=4x - 12.52 = 1963.5 cm?

Volumen: V = %n -12,5% =8181,2cm?

La base del cono se encuentra a 4,8 cm del plano que lo secciona.

Probabilidad.
Conversiones entre
unidades del S.I.

Ejercicios y problemas

31.

33.

35.

37.

39.
41.

43.

45.

a) Q={c, x}

b) Q ={cc, cx, xc, xx}

c) Q={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}

d @={1,2,3,4,5}

Si, puesto que no pueden verificarse de manera simultanea. Por
ejemplo, obtener cara y obtener cruz al lanzar una moneda al aire.
Respuesta sugerida:

Sucesos compatibles: Sacar un numero par y sacar un numero
mayor que 5.

Sucesos incompatibles: Sacar un numero pary sacar el numero 7.

Aunque el resultado depende del experimento realizado, las fre-
cuencias relativas han de aproximarse a % -0,333...
P(A)=1-0,8=0,2. _
A={1,2,3,4,56,7,8,9,10} |—=C £

Muy improbable D

B=1{2,4,6,8,10}
C={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

-

Improbable

D= {1 0} Tan probable como improbable B
E=0 Probable G
F={1,2} Muy probable c
G= {1, 2,3,4,5, 6} Seguro A

Los sucesos A y B son dependientes.

Un ejemplo de sucesos independientes son A: acertar la primera ca-
silla de un bingo y B: acertar la segunda casilla de un bingo.

2
1 5 B
2 <
T R
5 B
T~ 5
2 5 R

47.
49.
51.

58.

55.
57.

B P(RC)= — o P(RM)= 5

10
36000 kg; 47 530 kg; 6 700 kg; 80 kg; 12340 kg.
0,036 kg < 7800 cg < 0,89 hg < 6,9 hg < 3800 dag
b) 61= 600cl

9ml= 0,9cl

600 cl + 0,9 cl = 600,09 cl
A: obtener bola roja.
En el primer saco (saco A) tenemos: P(A) = % = %
En el segundo saco (saco B) tenemos: P(A) = % 4

4
Este problema se resuelve como el ejemplo 9. Respuesta abierta.

a) (0,2
b) ) .
Suceso Frecuencia relativa
6 0,27
7 0,25
8 0,23
9 0,25

c) Las frecuencias relativas de los sucesos {6}, {7}, {8} y {9} se apro-

59.

61.

63.

65.

67.

ximan al valor 0,25. Atribuimos a cada uno una probabilidad de
0,25.

a) Ha comprado 7,25 m de cinta en total.
b) El importe de la compra es de $ 5,44.
33600 ca
6m85cm=6m+0,85m=6,85m

4m43cm=4m+0,43m=4,43m
A partir de la figura deducimos los valores de x e y.

2m

0,85 m

X 1,50m 0,85m

6,85m=x+15m+0,85m

= x=6,85-15+0,85=4,50m
443m=y+2m+0,85m

= y=443-2-0,85=1,58m

a) La probabilidad de que un habitante de la provincia tenga telé-
fono es 0,96, de que tenga movil es 0,16 y de que no tenga es
0,04.

c) El numero previsible de habitantes con teléfono es 1440; con te-
Iéfono mévil, 240, y sin teléfono, 60.

Como un cubo de 1 m de arista se divide en 8 cubos de 50 cm de
arista, la masa del cubo menor sera:

80hg:8=10hg

— La densidad es el cociente entre la masa y el volumen.

g 8P kg
S Im q0pg

=8kg/m?



‘x| el modulo o el valor absoluto de x, {)_(;( f<0 0

= Idéntico

= es aproximadamente igual a

== No es igual a. Diferente a

= Menor o igual que

= Mayor o igual que

P(x) Polinomio en la variable x

= Implica

PN Equivale

%A Angulo A

mxA Medida del angulo A

Y Cuantificador universal: “Para todo ...”

3 Cuantificador existencial: “Existe al menos un ... “

Por lo tanto, en consecuencia

X4 Xy oo} conjunto con elementos, x;, X,, ....

n(A) numero de elementos en el conjunto finito A.

x:}ox/} el conjunto de todas las x tal que ... .

c ... es un elemento de ...; pertenece a... .

& ... ho es elemento de ...; no pertenece a... .

%) conjunto vacio

U conjunto universal o universo

N numeros Naturales, {0, 1, 2, 3, ...}

7 numeros Enteros, {..., -3, -2, -1, 0, +1, +2, +3, ...}

7+ numeros Enteros positivos, {+1, +2, +3, ...}

Z- numeros Enteros negativos, {..., -3, -2, -1}

Q numeros Racionales, {x: x = % ,b#0,a be 7}

Q' ol nameros Irracionales, {m}

R numeros Reales

R* numeros Reales positivos {x: x € R, x > 0}

) unién de conjuntos

N intersecciéon de conjuntos

- ... es subconjunto de ... . %

c ... es subconjuntode o esigual a ... . g

Al el complemento del conjunto A §

AXxXB el producto cartesiano de los conjuntos Ay B, A x B={(a,b)/aec A, b e B) %

a', Ya potencia % de a o raiz enésima de a n#0yn#1 %

a”, Ja potencia % de aoraizcuadradadea =0 é
z

203



204

Glosario

Absurdo: opuesto a la razén. En matema-
tica reducir al absurdo es un método de
demostracién que parte de una hipétesis
verdadera que se quiere demostrar y para
ello suponemos que es valida una hipoéte-
sis opuesta a la verdadera.

Aleatorio: depende de algun suceso for-
tuito, casual.

Aproximacion: ajuste en las cifras de un nu-
mero después de separar las que
sobran.

Biunivoco: correspondencia entre elemen-
tos de un conjunto, de tal forma que, a cada
elemento del primer conjunto se corresponde
con solo un elemento del segundo conjun-
to, y cada elemento del segundo conjunto
se corresponde con solo un elemento del
primer conjunto

Constante: cantidad que no cambia de
valor en una relacién general entre
variables.

Cuadrante: una de las cuatro divisiones
de un plano.

Determinista: suceso que no depende del
azar; que esta completamente determinado
por la condicion inicial.

Error: incertidumbre en una medida o esti-
macioén de una cantidad.

Experimento: hecho inducido o natural que
provoca un resultado.

Fraccion algebraica: expresion algebraica
escrita como el cociente de dos
polinomios.

Generatriz: en geometria son lineas y su-
perficies que al moverse generan una su-
perficie o un cuerpo. En aritmética son las
fracciones ordinarias que dan origen a un
decimal periédico.

Homodlogos: correspondencia entre los
lados de dos figuras geométricas
semejantes.

Interseccion: cruce, punto comun de dos
0 mas rectas o planos. Interseccién de con-
juntos: conjunto de los elementos comunes
a dos 0 mas conjuntos.

A B

10
- ANB-={6 12}

Intervalo: conjunto de numeros reales, de-
finidos como todos los valores entre dos nu-
meros fijos, estos reales fijos pueden o no
estar incluidos en el intervalo.

Si a < b, éstos se llaman extremos inferior
y superior, el intervalo se representa:

a<x<b
Monotonia: referente a la uniformidad.
Probabilidad: posibilidad de que ocurra
un suceso especial de un conjunto de su-
cesos posibles.
Razon: es la relacion entre 2 nimeros o can-
tidades de la misma especie e indica el nu-
mero de veces que la una contiene a la otra.
Sucesion: conjunto ordenado de numeros
segun cierta ley, dichos numeros son los tér-
minos de la sucesion.
Suceso: resultado de un experimento.

Trigonometria: estudio de las relaciones en-
tre lados y angulos de un triangulo.



Area de figuras planas

Figura Area Figura Area
h A=b-h A-foap
2
b
Rectangulo Poligono regular
A=a-a=a A=m.r?
c
Cuadrado Circulo
_mer? iy r
A=b-h 360 2
b
Romboide Sector circular
_D.d “p\ 2
A!& A=—0— L= A=, beh
" 360 2
Rombo Segmento circular
b-h
h A=—— A=n(R?-r?
; & =
b
Triangulo Corona circular
b
B+b)-h (R2 — r2
2 360
B
Trapecio Trapecio circular

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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Area de cuerpos geométricos Volumen de cuerpos geométricos
Figura Area Figura Volumen
} A...rw = Area de sus caras
| laterales /i i
| h
p || Atotal = Alateral +2 Abase V= Abase -h
Prisma
A, = Area de sus caras Prisma
laterales
Atotal = Alateral + Abase -
Piramide
' V=A,. h=mr*nh
A, = Area de sus caras
laterales
Avota = Aaterar T Ab1 + Ab2 Cilindro
Tronco de piramide
Alateral =2nr- g h y 1 A N
Aot =21 - (g +1) B base
Cilindro
Piramide
g Alateral =nr-g
AtotaI:nr' (g+r)
1 1
Cono hlv=lA_ h=—nr:-h
3 3
-
g Alateral =ng- (R + r)
Cono
Apw=T9 - R+n+nR?+mr?
Tronco de cono
=y 3 4
/\j V=—nrsd
— 3
| T A=4nr?
Esfera Esfera

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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Himno Nacional del Ecuador

Ecuadorpak Llakta taki

Coro

Sumak llakta, kanta mirarkanchik

kuyaywan, kuyaywan.

Kanpak uku[p]i shunkuwan kushikuy,
Auka kuyay intita yallinmi,
waranka, warankata kushikuy

kanka sumak allpami kanki.
Estrofa

Kay allpapi llakta yayakuna
Pichincha urkupi makanakushka,
kantaka wifiaypak alli nishka,

kanmanta yawarta jichashka.

Pachakamak rikushpa chaskishka,

chay yawar muyushina mirarik.

Chay runakunaka mancharishka

chasna sinchi runakunami.

Mirarishkamari. Mirarishkamari.

Himno Nacional del Ecuador

Coro

iSalve, oh Patria, mil veces! jOh Patria,
gloria a ti! Ya tu pecho rebosa
gozo y paz, y tu frente radiosa

mas que el sol contemplamos lucir.

Estrofa

Los primeros los hijos del suelo
que, soberbio, el Pichincha decora
te aclamaron por siempre sefiora

y vertieron su sangre por ti.

Dios mird y aceptd el holocausto,
y esa sangre fue germen fecundo
de otros héroes que, atonito, el mundo

vio en tu torno a millares surgir.

Distribucion gratuita - Prohibida la venta
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