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Precisiones para la ensefianzay el aprendizaje

1 Precisiones generales

El eje curricular integrador del area propone la elaborad®mo- conceptos que surgieron como abstracciones de los elesnento
delos como el mecanismo para resolver problemas. En urrdesar que intervinieron en la elaboracion del modelo.
llo gradual, que durard los tres afios del bachillerato, $asdéan- En esta fase, también se pueden estudiar varios de los con-

tes deberan comprender que la soluciéon de aquellos quelse estceptos Unicamente con motivaciones matematicas como las de
dian con la matematica pasan por un proceso que se iniciangon u demostrar un teorema mediante dos métedos diferentes; Por
representacion de los elementos pgedblema originalmediante ejemplo, la férmula para calcular la sumayde los primenos-
conceptos y lenguaje matemético, que continda con la fesmul meros de una progresion aritmética~su€ele ser demostrada me-
cién de unproblema matematicale cuyos andlisis y resolucion, diante induccién matematica; sin €mbargo, mediante amgume
tras la interpretacion respectiva, esperamos enconteasalocion tos geométricos —que incluyen la formula del area de un rec-
al problema original tangulo, condiciones suficientes para la congruencia ée-tri

Una manera de lograr esta comprension gradual consiste emulos, entre otros— también/se obtiene una demostracidén de |
que, desde el inicio del bachillerato, los estudiante seesten mencionada férmula.

con la tarea de elaborar modelos y, a traves de ellos, resuelv g cada una de estas fases, el docente debe insistir en el uso

problemas, por mas simples que estos sean. Esta labor predgsrecto del lenguaje por parte de los estudiantes, tantiieso-

desarrollada por el docente en algunas fases. mo oral, en la formulacion e identificacién de los diversesrein-

1. El problema. En cada blogue, para introducir los temas prifi©0s que aparecef en el proceso de la elaboracion del modelo.
cipales, el docente propondra a la clase uno o varios proble- A continuacion, vemos los ejes de aprendizaje que aparecen
mas o situaciones cuya representacion matematica uilizar €n cada.una de las fases.
conceptos matematicos principales que se quieran eselian, Enva del problema, el estudiante déeer un texto que, en la
dicho tema. mayoria de las ocasiones, se refieren a temas no matematicos.

2. Experimentacion. Eldocente propondra diversas actividades~También debexpresarse oralmentgara hablar sobre el pro-

a los estudiantes para que se familiaricen con el probléma oblema, para averiguar sobre él, etcétera. Sin las destiezas

la situacion. Estas actividades podrén consistir, entaspén sarias de ldengua en forma escrita y oral no comprendera
experimentar con los elementos del problema, lo gue.lesiperm lo que el problema le plantea.

tira tomar datos, que seran presentados medianté tablai-o gr Dado que los problemas que se utilicen deben ser, prefe-
cos. A partir de estas representaciones, los-estudiantigdrpo  rentemente, no matematicos, en esta fagptegran diferen-
conjeturar soluciones o descubrir algunas “no soluciaries”  tes conocimientos adquiridospor ejemplo, con la economia
docente, en cambio, contara con el material y el vocabularioy las finanzas, la biologia, la fisica y la quimica, etcétera.
suficientes para introducir los congeptds objetos de estydi 2. En lafase de experimentacion, se tiene una oportunidiacaa
que seran indispensables para resolver el problema o axplic para hacer uso de l&scnologias de la informaciénmediante

la situacion. la toma de datos, la elaboracion de tablas, de graficosgetcét

3. Modelar. De los datos paSamios a una representacion de loga. También séntegran conocimientos adquiridos pues en
elementos del problemasy de las relaciones existentes entreesta fase casi siempre se recurre a conocimientos matematic
ellos mediante conceptos matematicos; en otras paladeas, que los estudiantes ya conocen; por ejemplo, elaborar gsafic
boramos un modeldel problema, con lo cual obtenemos, a su realizar ciertos calculos, tanto “a mano” como a través ee-“t
vez, unproblema‘matematicdn la medida en que se utilizaran nologias”.
funciones para.este proceso, se haréd necesaria la idemififica Otro elemento presente en esta fase esigetura, cuan-
de variablesy/las relaciones de dependencémtre ellas; esto  do se procesan e interpretan los datos obtenidos, y se @opon
dard lugar a etiquetar a algunas variables cardependientes  soluciones, o caminos a seguir para resolver el problema.

y otras comadependientesy a identificar algunas relaciones Finalmente, el uso correcto delémguase evidencia a tra-
comofunciones Acomparando a este proceso, estara siemprevés de la presentacion de los datos recogidos, de las sintesi
el uso explicito por parte del estudiante de los simbolbsde que de ellos se hagan.

que utilice para representar las variables y las funcidbleto- 3. En la fase de modelar, ébstracciénes una de las principales
cente deberd insistir en el uso consistente de esos simigolos herramientas con la que los estudiantes deben contar, pues e
del uso correcto del lenguaje para la descripcion de diahas r la que les permite identificar las variables y las relaci@mtse
presentaciones. las variables. Eliso correcto de la lengudes permite elegir,

4. Interpretacion y Generalizacion. Una vez obtenido el mo-  adecuadamente, los simbolos, que representan los elamento
delo, se resuelve g@roblema matematicese interpreta la so-  del problema, para su manipulacion posterior.
lucién matematica para dar solucionpbblema original A 4. En la fase de los conceptos, una vez maabistraccion la
continuacion, debemos enfatizar en que la soluciébn mateméat generalizacion el uso correcto de la lengualastecnologias
ca encontrada permite obtener métodos generales que puedegstaran presentes.
resolver una variedad de problemas “del mismo tipo”, o pnede La manera de saber que algo es una solucion es “probar”,
guiarnos a dar solucion a problemas nuevos mas complejos, pejustificar, que lo hallado es una solucion; parte del desarrollo
ro, para ello, es necesario estudiar, con mayor profundidad de los conceptos esta encaminado, precisamente, a ese fin.
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En el perfil de salida del BGU, se propone que el egresado El profesor plantea, a la clase, el siguiente problema de gra
resuelva problemas que la vida cotidiana le plantea. Espiras actualidad.
que los problemas que se proponen en el bachillerato, taméo

introducir los conceptos, objetos de estudio, como los guen . L - .
Le resolver como grtelde éu formacion sez’m de la viddamdid dia, es normal enviar informacién a través de Internet. Magch
gin embargo mucr?os de los problemas ’de la vida real no ue\ée%es esa informacion es confidencial; por ejemplo, la ctiwe
90, P PUEERA cuenta de banco o el namero de una tarjeta de crédito. Para

ser resueltos con los conocimientos matematicos adgsigdcel . . . .
bachillerato v. en varias ocasiones. ni siquiera con I(;q evitar que una clave sea interceptada, el sisteamisor —desde
Y ’ q SSBUBO- - jonde se emite el mensaje— cifra la clave mediante un codigo s

irirdn en la universi nivel la licenciatura (imgeia); . . .
g;rénaneeces?arlijos :sfu?j?gé 23 eii;;ezaZO;:Zecrzgeztr(g gi‘:g; creto antes del envio, y lo que se envia es la clave cifradan@u
P o el mensaje cifrado llegue al sistema del bancecéptor), éste de-

do. . : .
A d ta situacion. si ible adaptar | bera descifrar el mensaje para obtener la clave.
pesar de esta situacion, Siempre €s posible adaplar 10S pro pa 4 g, tanto el sistema gue envia la clave cifrada como el

blemfas reales_y conformar al menos dos tipos de problemas gué.ma del banco que recibe la clave cifrada deben condcer e
podran ser utilizados en el aula: método de cifrado. Un método comun de cifrado consiste da dar
1. Problemas reales en los que se requiere de matematicdl emisor una parte de la informacion del método de cifradea E
para resolverlos; pueden simplificarse para que los cofgrte de informacion que el emisor conoce es,de dominio @aibli
cimientos necesarios sean los que los estudiantes posedfiocualquier sistema que quiere enviarun'mensaje al tecep
pueden poseer en el nivel en el que se encuentran. En estdiga esa informacion publica, pero, Gpicamente, el goe po-
problemas, los conceptos matematicos adquieren sentiddya descifrar el mensaje.

2. Problemas ilustrativos, cuyo Gnico objetivo es ejemplifi- ~ Antes de que el docente indique' el procedimiento de cifrado
car conceptos, términos y teoremas. y de descifrado, es necesario-conocer ya algo sobre la &idemé
) modular. Con la motivacion{de-que los conceptos que van a estu
Hay una gran variedad de problemas reales que pueden{&fse 4 continuacion sefiran para aprender el métoddrdelai

simplificados, sin que por ello se pierda la posibilidad dizat- ge se anuncio en el ptblema, éste tema se puede empezér con e
los como buenos prototipos de lo que con la matematica p@de&ameamiento alaclase de las siguientes preguntas:

cerse en la vida cotidiana. En las Ultimas décadas, un buearot &) Si hoy esmiércoles y faltan 23 dias para mi cumpleafios

de esos problemas han sido modelados con herramientas aratem 7 < dia (el bre del di lebraré mi lea 5

ticas relativamente sencillas de comprender; algunospijense ¢en que dia (el nombre del dia) celebraré mi cumpleafios?

encuentran propuestos en el blogue de “Matematicas distret ~ b) EStamos en el mes de noviembre, ¢en qué mes estaremos
26,meses mas tarde?

CM\A las 6 de la tarde del lunes ocurrié un derrumbe en una

Pbroblema 1(Esquema de cifrado de clave publica RSAjoy en

2 Tercero de bachillerato mina. El equipo de rescate tardf horas en sacar a los
mineros atrapados. ¢A qué hora del dia del rescate salie-
Una pregunta que los estudiantes formulan a sus profes@res f ron los mineros?

cuentemente es: “;para qué sirve esto?”, donde “esto*esal t
que se esta estudiando en ese momento. Y es esta‘pregunta
zas, una de las mas dificiles de responder sin caer.€n uniadan

Solicite a los estudiantes que respondan estas preguntas si
cBHtar uno a uno los dias o los meses, en el caso de las dos pri-
! o . . . uniadonGyqras preguntas, o una a una las horas, en el caso de la tercera
vacio que se limita a repetir que tiene importaptes-aphess en g |5 respuestas de los estudiantes, debera sistenztidarla

alguna ciencia. o siguiente manera.
Y es que la gran parte de las aplicacion&s elementales y mas

conocidas de la Matematica se nos “a4gétdn” en la Educacién B4 @ Al dividir 23 dias para 7 dias que tiene una semana, obtene-
sica: cuentas, proporciones de los ingredientes en unmareses- mos 3 como cociente y 2 como residuo (es decir, en 23 dias
tera. En cambio, gran parte declos) contenidos matematioes qu ~ CaPen 3 semanasy 2 dias). Se tiene, entonces, la siguiente
tradicionalmente han sido trabajados en el Bachilleraty sa igualdad:

realidad, soporte de otros_centenidos matematicos, meaesm 23=17-3+2.

el aprendizaje de otros.Campos del conocimiento, y que se est ~ Para determinar qué dia es el de mi cumpleafios, afiadimos
dian en la universidad. ncluso estos ultimos no siemprepke a 2 dias a miércoles; es decir, mi cumpleafios cae en viernes.
can directamente_en la solucién de problemas, sino quensiave  b) La division entre 26 y 12 da un cociente de 2 y un residuo
su vez, de base,para estudios de doctorado donde si se esuelv  de 2. Entonces:

problemas que_podriamos llamar de la “vida real”, pero que so 26=12.-2+2.

comp.lejos. . B Para determinar el mes en el que estaremos, afiadimos dos
Sin embargo, los Ultimos 70 afios, fomentado en parte por el meses a noviembre; es decir, luego de 26 meses, estaremos
desarrollo de las ciencias de la computacion, ha emergicane en enero.

po de las Matemaéticas Discretas. Los problemas que aborda so .
: .\ . . ¢) De laigualdad
trabajados con matematica no basica, pero varios de esag{pro

: - - . 50=24-2+2
mas pueden ser explicados con un lenguaje matematicoleencil ) i i s i ] )
funciones, matrices y teoria elemental de nimeros, que s®n a los mineros saldran, dos dias después de ocurrido el acci-
quibles a los estudiantes del Bachillerato. dente, 2 horas mas tarde de las 6; es decir, saldran a las 8

En este afio del Bachillerato, se incorporan elementosdsasic € 12 noche del miércoles.

de la teoria de NUmeros. Esta rama de la matematica fue eensid A partir de esto se introduce el conceptorde a mod n, con
rada por mucho tiempo como un campo sin interés practicpigrolo que las tres igualdades pueden ser escritas de la sigurent
de las matematicas puras. Sin embargo, las técnicas y hemrammera:
tas que ha desarrollado, en la actualidad, dan soporte aasuch
aplicaciones computacionales. Los docentes puedenantiliza

de sus aplicaciones reales, la que se va a mostrar a conéinuac A continuacion, mediante ejemplos, generalizapara obte-
para introducir el tema de Eitmética modular ner el siguiente resultado:

2=23mod7 2=26 mod 12 2=50 mod 24
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Teorema 1. 3% mod 16= 27 mod 16= 11,

Con lo trabajado hasta aqui, ya se cuenta con las herramien-

4
(a-b) modn = [(a mod n)- (b mod n)] mod n. 1) 3" mod 16=81 mod 16= 1.

Entonces=11.

tas suficientes para aprender el método a través de un ejefaplo 2. La secuencia descifrada se obtiene mediante los sigaient
vez, sea necesario que el docente haga un repaso de losigguie célculos:

conceptosdivisibilidad, nimeros primgsmaximo comun divisor
y minimo comun multiplgpues son utilizados a lo largo del ejem-

7211 mod 85= 13, 16! mod 85= 16, 28! mod 85=12,

plo y del método de cifrado. que es la secuencia antes del cifrado.

Ejemplo. Como se dijo, el método consiste en que el receptg
debe hacer publica cierta informacion que el emisor utéizeara
cifrar el mensaje que enviara. Esta informacion se obtienld
siguiente manera.

El procedimiento mostrado lleva el nombre Bequema de
Sfrado de clave publica RSA Las letras RSA son las iniciales
de los nombres de los creadores del método en 1973: Ron Rivest
Adi Shamir y Len Adleman.

En los dltimos célculos, el docente tiene un ejemplo valioso
para mostrar que leecnologiasola no es suficiente para resolver

Informacién que publica el emisor. un problema.

1.

2. Definen = pg; es decirn = 85.

El receptor escoge dos nimeros primos que los va a mante-En efecto, muchas calculadoras no.tienen la capacidad para
ner en secreto. Por ejemplo=5yq=17. calcular de manera exacta el nimerd¥2ih nimero de al me-

nos 20 cifras; luego, tampoco pueden.obtener el residuovitérdi
este numero entre 85. Sin embarge, mediante la aplicacida de

3. Calcula el nimeren=mcm(p—1,0—1); en este caso:  propiedad({lL), este calculo sewielve sencillo:

m=mcm(4,16) = 16. 1. Se sabe que 72 mod,8572.
2. Con ayuda de la\tecnologia, si es necesario, se obtiene

. Elige un nimera que no tenga divisores en comun con

m —excepto 1. Por ejempla,= 3, no tiene divisores en 722 mod 85=84.

comun con 16. o
3. Aharase calcula 7#2mod 85 de la siguiente manera:

5. Lainformacién que el receptor hace publica son los nime-
rosny r; en este caso, publica los nimeros 85y 3. 7% mod 85— [(722 mod 83(722 mod 85] mod 85
. : . = [(84)-(84)] mod 85
Procedimiento de cifrado del emisorSupongamos que — (84 mod 85(84 mod 85] mod 85
la clave que se va a enviar es MOL. Con la informacion pubdicad
por el receptor, el emisor procede de la siguiente manera: =(1-1) mod 85=1.

1. El emisor codifica la palabra MOL mediante una-secuencia 4. Se calcula 72 mod 85:

. Cada numero eh,la secuencia es reemplazado por los si-

de numeros, asignando a cada letra del alfabete'un nimero.

Porejemplo,alaAell,alaBel2,...,alaZel27. Asi, la 728 mod 85=[(72* mod 85(72* mod 85] mod 85
clave MOL se transforma en la secuencia,de nimeros =(1-1) mod 85= 1.
13 16, 12

5. Se calcula 72 mod 85:

La asignacion de los niUmeros a cada letra es arbitraria, sal-

o A 72! mod 85= (72-72%-72) mod 85
Vo que hay que asegurarsede que el maximo comun divisor

de cada numero de la secuéncia gen este caso, 85) sea = [(72® mod 85(72° mod 85
igual a 1 (es decir, queyno tenga divisores en comun distin- (72 mod 85] mod 85
tos del 1).

[(1)(84)(72)] mod 85
6048 mod 85=13.

guientes numeros:

En estos célculos se combinantégnologiacon las propiedades

13" mod 83 16* mod 83 12° mod 85; de la aritmética modular. Esto muestra la necesidad de famen

es decir, la secuencia cifrada enviada por el emisor y reghbas.

bida por receptor es la siguiente: Luego de que los estudiantes practiquen con algunos ejem-
plos, en los que se enfatice, fundamentalmente, en |a \amidic
72, 16, 28. de las hipotesis que exige el método para la eleccion del mime

r y de la codificacion en nimeros de cada letra del mensaje, es

Procedimiento de descifrado del receptor. necesario que el docente plantee una pregunta fundamgRtal:

1. Obtiene un nimerstal quer-s=1 mod m, es decir, tal

qué funciona el método?

Al responder esta pregunta, se evidencia el verdaderalsenti
de utilidad de la Matemética. Que el procedimiento utilzhdga
3s=1 mod 16 . : . s .

lo que dice que hace —enviar mensajes secretos casi img®sibl
Esto se logra mediante el calculo de potencias sucesivagiélescifrar—, solo puede ser establecido a través ddemas-
r mod mhasta que se obtenga el 1stuscado es el pendl-tracion dentro de una teoria matematica. Y, aunque el teorema
timo residuo. En este caso, tenemos los siguientes calcufgsdamental que se utiliza no pueda ni deba ser demostratie, d
ser enunciado y, a través de ejemplos, lograr que los estadib
3 mod 16=3, comprendan. Una vez logrado esto, el docente podra explecar
32 mod 16=9 mod 16=9, una manera sencilla el por qué el método funciona.

que
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Otro de los ejes de aprendizaje que se trabajan a travésede estLa funcién exponencial sirve de herramienta para desdebir
problema es el de lamtegracion de conocimientoslos nime- némenos de crecimiento o bien rapido o bien lento. Dos ejesnpl
ros primos, maximo comun divisor, etcétera, se entrelagarun  importantes son:
problema de las ciencias de la computacion.

Finalmente, este problema también se presta para mostrar la
utilidad de que una funcion sea inversible, pues el procesu-d
frado y descifrado puede ser visto como una funcién que es-inv
sible.

En efecto, seaw’ el conjunto de todos los mensajes que pue-
den enviarse desde el emisor4 el conjunto de todos los men-
sajes posibles que se pueden enviar al receptor. El esquema d
cifrado de clave publica asigna a cada mensaje del conjanto
un Unico mensaje cifrado ew’; por lo tanto, existe una funcion
K: 0 — ./ tal que six es el mensaje originay, = k(x) es el
mensaje cifrado.

Ahora bien, para obtener nuevamente el mensaje original, y n
otro, no es posible que dos mensajes diferemieg xo, tengan el A través de estos problemas,istegran conocimientosde otros
mismo mensaje cifrado; por lo tanto, la funciéres una funcién campos de estudio, como la historia, la‘quimica, con la méiem

- Crecimiento poblacional exponencial: tomando datos de
censos recientes, se puede modelar la poblacién del Ecua-
dor, con el objeto de predecir la poblacion en las siguientes
décadas.

- Decaimiento de una sustancia radioactiva como, por ejem-
plo, el carbono 14 y la datacién de objetos arqueolégicos.
En el 2005, se utilizd este método para datar los restos ar-
queologicos de la cultura La Tolita. El docente puede pro-
veer de datos relevantes y de interés a sus estudiantes, y
pedir que se los grafique. Las gréaficas deben sugerir genera-
lizaciones sobre la monotonia y comportamiento asintético
de las funciones exponenciales.

inyectiva, existe la funcion inversa ! de re¢k) sobred. ca.
Si la funcionk no fuera inversible, no seria posible recuperar A este nivel no es posible presentar una definicioad=uan-
el mensaje original a partir del cifrado. doacRT yx <R, porlo que se recemienda que, para ofrecer una

La definicion de la funciérk esta contenida en el procedi~'definicion provisional” (hasta-gue en los estudios uniitaros
miento que sigue el emisor para cifrar el mensaje; la inverda se acceda a una definicion‘en-el sentido estricto de la pplaera
esta definida a través del procedimiento que sigue el racepta parta de las propiedades de las potencias de nimeros eofigeos
descifrar el mensaje recibido. ya han sido estudiadas'en la EGB, para aceptar la existenaized
funcion exp : R —»R ™ que satisface las mismas propiedades de
las potencias de_nlimeros enteros, y que paraxadg, en lugar
de escribir exg(x) se escribe*.

Los conceptos fundamentales de la matemaética son, en éoera AUngENpe se teng'a una defln.|€:|0n formalaif_ees Importan-
e hacer notar por qué esta funciéon no se define pateD. El

mas dificiles de aprender. Y este es el caso del conceptonde ]tsu| antd eiemplo. avuda en la cuestion: +a qué seriali >
cion. Por ello su estudio y asimilacién se planifican paradog gul 1empio, ayu u -¢aqu (gt

a lo largo de los tres afios del bachillerato. En cada afio,rbay ts' x'fu.era un numero racional e la f‘Q”‘%mO”U un NUMEro par,
tipos de contenidos en los que se estudian las funciones: S a imposible asignar un va!or(aZ) (,:ompatlble con Ia§ Qtras
propiedades de las exponenciales. Mas aun, para cualgurer-n
1. Caracteristicas generales de cualquier funciéoncepto, ro racionalx, expresado en forma canénica (fraccion irreducible)
dominio, recorrido, evaluacion, representaciongs, )nnoy con denominador un nimero par, no seria posible defir2)*.
nia, simetria (paridad). Estas se estudian al'inisio de cada Con la ayuda de la tecnologia, los estudiantes pueden obtene
afno. las caracteristicas generales de la funcion como domimiagen,

2. Funciones elementalesn par o trio cada-afio. Para cadg'onotonia, paridad, la grafica, y los comportamientos aliiofi

una de éstas, se estudian las caractetisticas generales. ~ EN particular, pueden concluir que la grafica afecuando

a>1les
3. Problemagjue pueden ser modelados mediante alguna fun-

cion. expy(x) = &

Solo de esta manera es posible‘que, al final del bachillesato,

logre una comprension del coneepto de funcién. a>1
Por lo expuesto, se jnsiste en que tanto en segundo como en

tercer afio, al inicio, se\revisen nuevamente las caraitasge-

nerales de las funciones, pero que ya se incorporen en foplejg

las funciones que fueron estudiadas los afios anterioneseRaa-

so del terceroide bachillerato, la revision de las caratiess ge-

2.1 Bloque de Funciones y Numeros

nerales se hara con funciones lineales, cuadraticas opulifes, (0,2)
racionales y trigonométricas.
Al repaso de las caracteristicas generales hay que afadir el X

método para determinar las propiedades de una funciomparti

a partir de las propiedades de una funcién “madre” que es-SoRgue a funcion tiene las siguientes caracteristicas:

tida a traslaciones y homotecias hasta obtenerse la funbiéio -
- el dominio esR;

de andlisis.
En este afio, se deben estudiar las funciangmnenciales - el recorrido eR;
logaritmicasy sucesiones - es una funcién creciente;

. y - crece ilimitadamente a valores positivoxgs positivo y
Exponenciales. El problema de reproduccion de una pareja grande;

de conejos (que en cada generacion procrean dos crias) gerede

vir al docente para trabajar con datos discretos que, atgrhfs, - pasa por el punt¢0, 1); es decir, corta el eje vertical en 1;

sugieran una funcion distinta a las estudiadas en afios@eter y
pues el dibujo obtenido no corresponde ni a una recta, ni a una - se acerca a 0 gies negativo y grande; es decir, el eje hori-
parabola, ni a ninguna curva trigopnomeétrica, etcétera. zontal es una asintota.
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Mediante traslaciones, homotecias y reflexiones, se pueden

determinar todas las caracteristicas de funciones oltemdr
composicion de funciones exponenciales y lineales:

x> k& *tH 1m

a partir de la funcién “madreX — a*. Cabe recalcar que para rea-

lizar este estudio no se requiere siquiera de la tecnolbgista

con conocer las propiedadesaley los efectos de las traslaciones

y homotecias.

Veamos un ejemplo. Sela R — R la funcidn cuya ley de
asignacion es

1 3
f(x)=-2(= z.
(%) <4> +2
En este caso, tenemos
1 3
k=-2 =, A=2 =1 = _.
, a 4’ , M y m 2

En primer lugar, al aplicar las propiedades basicas de jos-ex

nentes, podemos escribir la ley de asignacioni de las siguiente

Vo0 =(4)" 6

-

A continuacion, vamos a graficar lafuncifrefinida por

(>

1

h(x) = > L

16 g(x).

o
2

manera. La gréfica deh es una €ontraccion (a la mitad) de la gleesto
il significa que las caracteristicas deson las mismas que las de
1 3 ; 1
f(x)=—-2(> +2 g, salvo que no pasa por el puntd 1), sino por el puntq0, 5).
4 4 En otras palabras) el dominio tieesRR, su recorridoR™", es una
_ (72)(4_1)2)((4_1) +§ funcién decregiente, crece ilimitadamente a valores ipositix
N 4 es negativo)y grande, etcétera. Los estudiantes puedenagsho
3 Afi i :
_ _2,1(4,2)X+ 3 mano\alzada, la gréfica dhea partir de la dg
4
Por lo tanto, y
1/1\* 3
f)=—=(-—=) +-.
6)==3 (16> 4 Va0 = ()" 6+
\
Sin recurrir siquiera a una calculadora gréafica,(0/un sofwar \\
para graficar), el estudiante puede realizar a mane’alzageafin \
co bastante aproximado de la funcibna partir, del gréfico de la \\ 4 +
funciong definida por \ .
\h(x) f\% (%)
X \
1 \ \\
s~ (%) RN
RN XY
mediante la aplicacion dertraslaciones, homotecias y refles. (0»\%7‘ 9 :: -—_
En efecto, como lasbase dees un nimero menor que 1, po | e e <
demos decir lo siguiente sobge -0,4 0,4 0,8 12 X

1. sudominio eR;

2.
yores que 0;

. es una funcién decreciente;

. crece ilimitadamente a valores positivox €s negativo y
grande;

. pasa por el punt@@, 1); es decir, corta el eje vertical en 1
y

zontal es una asintota de la graficagde

Con esta informacién, se puede esbozar el siguiente dibujo:

su recorrido eR™; es decirg(x) siempre toma valores ma-

El siguiente paso es dibujar la gréafica de la fungpaaefinida

por

La gréafica dep es el reflejo de la db respecto al eje horizontal.
De alli podemos colegir las propiedades¢degual dominio que
h; el recorrido es ahorR—; es una funcion creciente; crece ilimi-
tadamente a valores negativos cuar@s negativo y grande; pasa

1

600=-3 (1

T6) =09 =~ 3e.

. se acerca a 0 gies positivo y grande; es decir, el eje horiPOr €l punto(0, —3); etcétera.

Una vez mas, los estudiantes pueden dibujar la grafigh de
sin recurrir a la tecnologia:
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Finalmente, ya podemos obtener la gréaficd gesus caracte-

risticas a partir de las de la funcid@n pues

f(x)=—

1
2

(

4

)X+§ 09+

por ejemplok contrae o dilata a la grafica (homotecia)traslada
verticalmente, etcétera.

Hay otros problemas que pueden utilizarse para ser modela-
dos mediante funciones exponenciales, y que permiten andatr
relacién de la Matematica con otras ciencias. Por ejempioja
ecologia, la sociologia y la economia, el problema de ciieaitm
poblacional (modelos de Malthus y de Verhulst); con la &isla
ley de enfriamiento de Newton; con la farmacologia, la lefid&
que trata sobre como cambia la concentracién de una droga en u
cuerpo; otra vez la ecologia, con el estudio de los niveleside,
lo que da paso a tratar el tema de la contaminacién por ruido.

Logaritmicas. Aunque histéricamente los logaritmos no
surgieron como el problema inverso de la funcién expongncia
en la actualidad, la funcion logaritmo se puede definir coao |
funcién inversa de la funcion exponencial. En el afio antelos
estudiantes aprendieron la inversién de funciones paraidizfs
funciones trigonométricas inversas. Con\Ja.oportunidadedimir
la funcion logaritmo, y estudiar sus propiedades, se defaizar
nuevamente en el concepto de funcion inversa y las condision
que una funcién debe satisfacer\para ser inversible. Tanfizg
que trabajar en las propiedades que hereda una funciosanser
la funcién original, pues, de‘este modo, se obtienen de una-ma
ra sencilla las propiedades-de la funcion logaritmo a pdetilas
propiedades de la furicion exponencial. Veamos un ejemplo.

Del curso antefior, se sabe que la gréafica de la funcién iavers

La grafica def sera la traslacion vertical hacia arriba de la grafic® obtiene por una feflexion de la grafica de la funcion en tarec
de¢ en %. De aqui se obtienen las caracteristicas:de

- el dominio esR;
; 1r.
- elrecorrido e — o, 7[;

- larectay = 1 es una asintota horizontal;

y otras mas.

(5)"

6

de ecuaciory= x. De manera mas precisa, fsies la funcién en
cuestion yf—1 su inversa, entonces, el simétrico de cada punto de
la gréfieandef —1 es un punto en la grafica de Asi, la simétri-

ca de\la’grafica de* es la gréafica de log, como se muestra a
centinuacion para el caso en gae 1:

Y (%) = expa(x)

(0,2)

f7(x) = log,(x)

Se puede obtener, entonces, de manera similar la graficade lo
cuando < a< 1.

El docente debe resumir el proceso de elaboracion del grafico En el establecimiento de las propiedades de las funciores lo
de f a partir del deg mediante la homotecia, reflexion y traslaciégaritmicas, el docente tiene una gran oportunidad de &l

vertical; las siguientes igualdades sintetizan el praceso

fO) =9

También debe utilizar estos ejercicios pgemeralizary dar
significado a cada uno de los pardmetros que aparecen en

.3
4

—h(x)

3
4

+ - =

1
2

X — ka*tH 4 m;

+o

tema de ladeduccion En efecto, a partir de las propiedades de
las funciones exponenciales, y de la definicién de inveespus-
den deducir de un modo sencillo las propiedades de las fuegio
logaritmicas. Por ejemplo, puesto cafe= 1, y de la relacién

y=log,x & x=4a,

obtenemos que lgd = 0; dea*"y = a*a’, la igualdad loguv =
log,u+log, v, etcétera. La relacién entre la funcién exponencial
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y la logaritmica permite un aprendizaje deductivo y no mésaor  Nétese como en el Ultimo ejemplo estan presentes varios de
tico; ademas, asi se estimula también el calculo mentaksie los ejes del aprendizajabstraccion generalizacion etcétera. Y
calculadoras. aun puede servir para mostrar los elementos culturalesiglesc

El docente debe dedicar atencién especial a tratar sobte elde la Matemética.
meroe, la base de los logaritmos naturales. Una definicion en el En efecto, la introduccion del sistema arabigo en Europa mo-
sentido estricto no es posible a este nivel, por lo que coavie- difica el modo de llevar la contabilidad comercial, de calclbs
currir a la historia para hablar de él. Por otro lado, en aldist intereses, de convertir los pesos y las medidas, cambiarmoa
de las sucesiones, mediante la calculadora, se puedeilge® el neda por otra, etcétera.

nameroe es el limite de la sucesion de término general Las definiciones recursivas pueden ser utilizadas paré reso
n ver problemas como el calculo del perimetro del copo de rdeve
(1+ 1) . Koch
n

Es altamente recomendable que se ubique histéricamente el
papel de los logaritmos, su origeny la prostaféﬂeﬁm este pun-
to el docente tiene mucho material que liga la matematicdaon
Astronomia, y también integra dos temas de la matematitésda
toria se ve, una vez, relacionada con las matematicas (eda)re

Los problemas modelados para la funcién exponencial tam-
bién sirven para la funcion logaritmo, porque muchos deddrse
los en estos problemas se podran realizar Unicamente a tava
funcién logaritmo. El tema de la escala logaritmica es mug-ap
piado para ver la utilidad de la matematica.

Sucesiones. Los problemas de la Matematica Financierg otros de caracter geométrico como calcular la suma de éas ar
proveen situaciones adecuadas para introducir el estwiasd ge |os primeros 20‘cuadrados en la figura

progresiones aritméticas y geométricas, casos partesulie las
sucesiones.

Aproveche este tema para trabajagdémeralizacion En efec-
to, a partir de las situaciones que ofrece la Matematican€Eiaea,
se llegan facilmente a resolver diversos problemas. Des éstp
queconjeturar y obtener férmulas generales, que no podran ser @

demostradasen este nivel, pues la mayoria de las veces, el mé-
todo adecuado para realizar estas demostraciones es tziiowlu
matematica, método que se estudia en el curso de Matem@tieas
periores; sin embargo, el docente debera insistir en ebi@eique
la verdad de una proposicion no se prueba a partirde un egempl

Para la introduccién de las funciones recursivas, se puéie u
zar la sucesioén de Fibonacci, sucesion estudiada-por ehmatio®
italiano del sigloxiii Leonardo de Pisa, conocido como Fibonaco'zz B
y famoso por ser quien difundio el sistema,de numeraciérigaab
en Europa. La sucesién en cuestion Surge del siguientegonabl
publicado en su librdiber Abaci (Libro del abaco)

oque de Algebra y Geometria

Para este afio, el Unico tema de estudio en este blogue es el de
las cénicas. Hay varias maneras de presentar su estudios@er

En una granja hay, al pfincipio del afio, una pare- recomienda que se lo inicie con una presentacion de capagoter

ja de conejos que acaban de nacer. Al cabo de dos ~ mente geomeétrico, y luego se complemente desde el puntstae vi
meses, esta pareja.\esta preparada para reproducir- algebraico de la geometria analitica, que es, quizas, ehayer

se. Produce cada'mes una pareja de conejos que, utilidad tendra en la formacion de los estudiantes.

al cabo de dosymeses, esta a su vez preparada pa- Geométricamente hay, a su vez, dos posibilidades para pre-

ra empezar, a reproducirse, dando otra pareja cada sentar las conicas. La primera, e histéricamente la prinhelbiaa
mes. ¢ €ual es el nimero de parejas de conejosenla a Menecmo y a Apolonio, es ver a las conicas como secciones de
granja el dia quince de cada mes del afio? un cono circular recto (doble para la hipérbola) , es dexsrcur-
vas producidas al cortar con un plano un cono circular ré&tta

El docente pide a los estudiantes que calculen el numeradgpa g o
P q 2P Rresentacion ofrece algunas actividades para la clasmrataco-

de conejos cada vez y elaboren una tabla con los resultadss. i | material ad d facilite loge
guia a establecer que el nUmero de parejas en un mes, a phrtip(&s con cartuling (0 el material adecusa 0, que faciite o
tercero, siempre es la suma del nimero de parejas de los dos blece_s) y cort_arlos para obt_ener las conicas, ut|||(zﬁware.
ses inmediatamente anteriores. Pasa luego a introduatdaion para realizar lo mismo que se hizo manualmente. Se recomiend

correspondiente y a formular la igualdad empezar e_l temg,con esta presentacion. .
A continuacion, se puede presentar el segundo punto de vis-

Ch=Cn1+Cno Ci=1 Cr=1 ta geométridd. Los estudiantes ya conocen el circulo: saben que
esta figura geométrica esta constituida por todos los pupntes
Es importante que el docente recalque que en una definiadan reequidistan de un punto fijo dado. De hecho, no necesitan ningu
siva intervienen dos elementos: la base de la recursion gsal pdispositivo especial como un compas para dibujar uno; Issba
recursivo. con disponer de una piola, un hilo o una cuerda, y de dos kpice

IMétodo para facilitar los célculos aproximados de muttitiones o divisiones de nimeros, que utiliza las propisidd las razones trigonomé-
tricas. Fue utilizado entre los siglay1 y vii, antes de la introduccion del logaritmo en 1614.
2Una de las razones para una segunda presentacion es queikidrefie Apolonio no es facil de aplicar.
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Se recomienda que e incorpore esta actividad en la clasgadib A continuacion se deben presentar las versiones algebraica

un circulo con un cord6n de zapatos y dos lapices. de las otras coOnicas, aunque se recomienda omitir su déducci
De esta practica no resulta extrafio pasar a la nocion de Iugardebe olvidar el relacionar la version actual de la pagboh

geométrico: es decir, una figura geométrica constituidaquws la que el estudiante ya estudio en el primer afio de bachdlera

los puntos que satisfacen una cierta propiedad o condiagirse Alrededor de las conicas, hay varios problemas que ayudan,

pueden introducir las otras tres conicas. Se puede inioiarda& por un lado, a la comprensiéon misma del concepto, y por otro, a

elipse: el lugar geométrico de los puntos del plano paradakes relacionar este tema, y la Matematica en general, con ciropas

la suma de las distancias a dos puntos fijos llamados focames cdel conocimiento.

tante. Una vez mas, una cuerda y tres lapices nos permitejadib  Con la Astronomia y la Fisica: los planetas describen &bita

elipses sin recurrir a ningun otro tipo de dispositivo; smreienda elipticas. Con la tecnologia de comunicaciones: el usoslaria

también incorporar esta actividad en la clase. tenas parabdlicas; en este ejemplo, es sencillo, apraveécHa
De manera similar, se introducen la parabola y la hipérbaatudiado en el primero de bachillerato sobre el vértica gata-
como lugares geométricos. bola, que todos los rayos que inciden paralelamente en yes-su

Se pueden realizar otras actividades de tipo “manual” paraficie parabolica (en su parte interna) se reflejan hacia el deda
bujar u obtener algunas cénicas. Por ejemplo, utilizangmfa- misma, propiedad por la cual se utiliza este tipo de antétmda
roflexia, se puede obtener una elipse a partir de un circulo yraisma propiedad, se utilizan superficies parabdlicas pardgs
punto interior a él, dibujando todas las mediatrices a Igmes- de energia solar y faros de automoviles.

tos cuyos extremos son el punto interior y puntos del ciradmo Con el tema de las drbitas de los planetas, se puede vincular
se muestra mas adelante. También se puede utilizar softuarela Matematica con la apasionante historia'de la conformanid
permiten realizar este tipo de construcciones. cidental del modelo del universo, y ‘contraponer con la difex

También se puede dibujar una parabola utilizando inicameasmovision del mundo andino,
te su definicion: dada una rec#irectriz) y un punto foco) en el
mismp plano, es el lugar geométrico de los puntos d_el plaeo gyl Bloque de Matematicas Discretas
equidistan de larecta y del punto dados. Para construir a oz
parabola, se puede seguir el siguiente procedimiento: El ejemplo con el qué, S€ inicié la seccién de precisiones lpara

1. Se toma un punto cualquiera en la directbiz: ensefianza y el aprendizaje de tercer afio de Bachilleratiepue
ser utilizado parfariniciar el estudio de este bloque. Comacse|
contenido,matematico no es mas que la aritmética modulaista

3. ElpuntoP, interseccién de la mediatriz trazada y la perpema que-no requiere sino el uso de los conocimientos estusljgdo
dicular a la directriz levantada &g pertenece a la parabolaen la‘Educacion General Basica.
4. Se repite el proceso con mas puntos en la directriz; por _Siguiendo conlalinea dela§ aplicacionesalginformad{im,
ejemplo, se pueden colocar puntos a cada centimetro. stgptientes problemf';ls son sencillos de_ abor_dgr, |_r1clusa]ume_|
gue ya se presentd. Lasimeros para identificaciégue se uti-
Este proceso puede ser realizado también mediando el pleigadiizan en cheques, tarjetas de crédito, tarjetas de idextifin, la
papel. cédula de ciudadania, etcétera, permiten identificar cetaplra-
pidamente al duefio de la tarjeta o al emisor de la misma. Estos
nameros contienen ademéas informacion adicional para pader
rificar que la identificacién misma es vdlida. Por ejemplogkn
numero de cédula de ciudadania, el ultimo digito permitersab
si los nueve nimeros anteriores corresponden a un nimédo val
para ser la identificacién de una cédula. Otro ejemplo esdéjod
de barras.

Para estudiar estos problemas, se utilizan sencillosittgrs
que involucran, a lo mas, las cuatro operaciones basicess it
meros naturales.

El docente debe aprovechar estos ejemplos que, aunque la ma-
tematica involucrada es béasica, muestra a la Mateméatica eornd
texto real.

2. Se traza la mediatriz del segmento que une el foccAcon

2.4 Bloque de Probabilidades y Estadistica

En este bloque, se estudiaran las distribuciones binormiatmyal,
y la regresion lineal.

) ) » _ Distribuciones. Para la introduccién de la distribucion bi-
No de;estlm_e_e_l valor que tiene Ia_ eIaboraCan de los grafigRsimial hay una gran variedad de ejemplos clasicos como el del
a mano, sin perjuicio de utilizar también cualquier tecg@ode |3nzamiento de una moneda. Sin embargo, hay otras poaiiig

la que disponga para obtener los mismos. como se apunt6 ya en el mismo bloque del segundo de bachillera
Una vez introducidas las conicas desde los puntos de vigja
geométrico, a partir del circulo, el docente puede introdawer- El docente plantea la siguiente pregunta a la clase:

sion algebraica de las conicas. En efecto, si se dibuja eolair
en un sistema de coordenadas, centrado en el origen, mediant
teorema de Pitagoras, es facil determinar la ecuacionraigelde
segundo grado que satisfacen todos los puntos del circptiy@ Para responder la pregunta, el docente hace notar que pedria
do en esta ecuacion, el docente puede hacer ver a los estisdidizarse un censo, y con ello se obtendria la proporcion exact-
las ventajas de trabajar con las ecuaciones. cada. Sin embargo, hace notar también, que podria llevahanuc

¢Cual es la proporcién de estudiantes del colegio
gue son zurdos?
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tiempo hacerlo, mientras que existen maneras de obtenea-un v Regresion Lineal. Todas las ciencias experimentales (Fisi-
lor bastante aproximado al real con menos esfuerzo. Tarhbign ca, Quimica, Biologia, etcétera) y varias de las cienciamEs
notar que no siempre sera posible realizar un censo, y géerat (Sicologia, Sociologia, Administracion, etcétera) regem de la
ca aprendida servira igual en el caso del colegio como ergago toma de datos que relacionan variables. Por ejemplo, |zideld
involucre un pais entero. de un objeto en el tiempp el volumen de un gas a una tempe-
raturaT, el nimero de bacterias en un cultivo luegotderas,
Proponga, entonces, tomar una muestra de alumnos de t9g@tera. Los resultados experimentales con frecuengi@gean
el colegio (se debera hacer, entonces, un repaso de lositinse y se husca una recta que aproxime lo mejor posible a esos datos
sobre muestras estudiado en el curso anterior). A cadarzedso El profesor puede presentar un grupo de datos de cualquier
la muestra, se le debera preguntar si es zurdo o no. Hay gue @®erimento que sus estudiantes posiblemente hayan heeo e
tar, entonces, cuantas personas respondieron que si. Bieora |aporatorio de fisica, quimica o biologia (si el tiempo lomite,
la proporcion encontrada no contesta la pregunta; enfatiagie pogrian realizar una toma de datos en la clase) y utilizata p
probablemente si se tomara otra muestra, la proporciémidate proponer la busqueda de una recta que se aproxime de mejor ma-
podria ser diferente. ¢ Como saber qué tan veraz es la pil@pOrgera a los datos. Aungue no se recomienda deducir las fésrdela
obtenida con la muestra elegida? la regresion lineal en este tema, el docente debe aprovpahar

. . enfatizar en la diferencia entre los modelos de tipo detestai
El problema planteado nos sirve para presentar las noaitenes P Y

variable aleatoria discretadistribucion de la variable aleatoria prObab'“S.t? (anleatorlos 0 estocasticos). B el_prlmem,casecta
- L T ) . . de regresion lineal es simplemente- bg+'b1X; en el segundo,
gréfica de la distribucion binomiajcomo una extension del his-
) : . . tiene la formay = 3y + B1x+ e, dondeeles la componente alea-
tograma ya conocido por los estudiantes) y, finalmentgadé-

Lo ) ) . . toria del error. El caracter aleatorio.del’modelo de regrebneal
metros de la distribucién binomiahdemas, debera introducir las 9

. ) i L se refleja en el hecho de cémo eontestar a la pregunta: “¢, Qué ta
nociones de variables aleator@mtinuay la distribucién normal

L . ; N bien se ajusta la recta a los datos?”
esta uUltima se presentara en referencia a la estadistichaz en . o
) La respuesta a esa pregunta consiste en determinar interval
los cursos anteriores.

de confianza para los cogeficienf&sy 1, en estimar el valor es-

Hacia el final, podria ilustrarse el hecho de que una varialgrado dg/ para un valordado de en predecir un valor particular
aleatoria es una funcién cuyo dominio es el espacio mugsehl dey para un valor dado de

conjunto de llegada es un conjunto de nimeros reales. Todos los procedimientos y formulas a utilizarse para nespo
der a las preguntas anteriores no podran ser deducidoseeni-est

Si el tiempo lo permite, se pueden utilizar las tablas y gréfiel, por lo-que‘el docente debera hacer énfasis en el sigiifida
cas de distribucién binomial y normal para responder pregunestos y-en su utilizacion para resolver problemas bastantamos
sencillas de probabilidades, habiendo estandarizadatos.dPor a los‘que aparecen en la realidad.
ejemplo, sila distribucién de notas de una clase es normaien Bajo la misma linea de trabajo de los dos temas de este blo-
dia 86 (sobre 100) y desviacion estandar 2, ¢ cudl es la plidaab. que, podria incluirse el tratamiento de las pruebas de dstio
de que un estudiante saque una nota mayor que 90? que daria un valor mas practico a la resolucion de los prasem
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