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Precisiones para la ensefianzay el aprendizaje

1 Precisiones generales

El eje curricular integrador del area propone la elaborad®mo- conceptos que surgieron como abstracciones de los elesnento
delos como el mecanismo para resolver problemas. En urrdesar que intervinieron en la elaboracion del modelo.
llo gradual, que durard los tres afios del bachillerato, $asdéan- En esta fase, también se pueden estudiar varios de los con-

tes deberan comprender que la soluciéon de aquellos quelse estceptos Unicamente con motivaciones matematicas como las de
dian con la matematica pasan por un proceso que se iniciangon u demostrar un teorema mediante dos métedos diferentes; Por
representacion de los elementos pgedblema originalmediante ejemplo, la férmula para calcular la sumayde los primenos-
conceptos y lenguaje matemético, que continda con la fesmul meros de una progresion aritmética~su€ele ser demostrada me-
cién de unproblema matematicale cuyos andlisis y resolucion, diante induccién matematica; sin €mbargo, mediante amgume
tras la interpretacion respectiva, esperamos enconteasalocion tos geométricos —que incluyen la formula del area de un rec-
al problema original tangulo, condiciones suficientes para la congruencia ée-tri

Una manera de lograr esta comprension gradual consiste emulos, entre otros— también/se obtiene una demostracidén de |
que, desde el inicio del bachillerato, los estudiante seesten mencionada férmula.

con la tarea de elaborar modelos y, a traves de ellos, resuelv g cada una de estas fases, el docente debe insistir en el uso

problemas, por mas simples que estos sean. Esta labor predgsrecto del lenguaje por parte de los estudiantes, tantiieso-

desarrollada por el docente en algunas fases. mo oral, en la formulacion e identificacién de los diversesrein-

1. El problema. En cada blogue, para introducir los temas prifi©0s que aparecef en el proceso de la elaboracion del modelo.
cipales, el docente propondra a la clase uno o varios proble- A continuacion, vemos los ejes de aprendizaje que aparecen
mas o situaciones cuya representacion matematica uilizar €n cada.una de las fases.
conceptos matematicos principales que se quieran eselian, Enva del problema, el estudiante déeer un texto que, en la
dicho tema. mayoria de las ocasiones, se refieren a temas no matematicos.

2. Experimentacion. Eldocente propondra diversas actividades~También debexpresarse oralmentgara hablar sobre el pro-

a los estudiantes para que se familiaricen con el probléma oblema, para averiguar sobre él, etcétera. Sin las destiezas

la situacion. Estas actividades podrén consistir, entaspén sarias de ldengua en forma escrita y oral no comprendera
experimentar con los elementos del problema, lo gue.lesiperm lo que el problema le plantea.

tira tomar datos, que seran presentados medianté tablai-o gr Dado que los problemas que se utilicen deben ser, prefe-
cos. A partir de estas representaciones, los-estudiantigdrpo  rentemente, no matematicos, en esta fagptegran diferen-
conjeturar soluciones o descubrir algunas “no soluciaries”  tes conocimientos adquiridospor ejemplo, con la economia
docente, en cambio, contara con el material y el vocabularioy las finanzas, la biologia, la fisica y la quimica, etcétera.
suficientes para introducir los congeptds objetos de estydi 2. En lafase de experimentacion, se tiene una oportunidiacaa
que seran indispensables para resolver el problema o axplic para hacer uso de l&scnologias de la informaciénmediante

la situacion. la toma de datos, la elaboracion de tablas, de graficosgetcét

3. Modelar. De los datos paSamios a una representacion de loga. También séntegran conocimientos adquiridos pues en
elementos del problemasy de las relaciones existentes entreesta fase casi siempre se recurre a conocimientos matematic
ellos mediante conceptos matematicos; en otras paladeas, que los estudiantes ya conocen; por ejemplo, elaborar gsafic
boramos un modeldel problema, con lo cual obtenemos, a su realizar ciertos calculos, tanto “a mano” como a través ee-“t
vez, unproblema‘matematicdn la medida en que se utilizaran nologias”.
funciones para.este proceso, se haréd necesaria la idemififica Otro elemento presente en esta fase esigetura, cuan-
de variablesy/las relaciones de dependencémtre ellas; esto  do se procesan e interpretan los datos obtenidos, y se @opon
dard lugar a etiquetar a algunas variables cardependientes  soluciones, o caminos a seguir para resolver el problema.

y otras comadependientesy a identificar algunas relaciones Finalmente, el uso correcto delémguase evidencia a tra-
comofunciones Acomparando a este proceso, estara siemprevés de la presentacion de los datos recogidos, de las sintesi
el uso explicito por parte del estudiante de los simbolbsde que de ellos se hagan.

que utilice para representar las variables y las funcidbleto- 3. En la fase de modelar, ébstracciénes una de las principales
cente deberd insistir en el uso consistente de esos simigolos herramientas con la que los estudiantes deben contar, pues e
del uso correcto del lenguaje para la descripcion de diahas r la que les permite identificar las variables y las relaci@mtse
presentaciones. las variables. Eliso correcto de la lengudes permite elegir,

4. Interpretacion y Generalizacion. Una vez obtenido el mo-  adecuadamente, los simbolos, que representan los elamento
delo, se resuelve g@roblema matematicese interpreta la so-  del problema, para su manipulacion posterior.
lucién matematica para dar solucionpbblema original A 4. En la fase de los conceptos, una vez maabistraccion la
continuacion, debemos enfatizar en que la soluciébn mateméat generalizacion el uso correcto de la lengualastecnologias
ca encontrada permite obtener métodos generales que puedegstaran presentes.
resolver una variedad de problemas “del mismo tipo”, o pnede La manera de saber que algo es una solucion es “probar”,
guiarnos a dar solucion a problemas nuevos mas complejos, pejustificar, que lo hallado es una solucion; parte del desarrollo
ro, para ello, es necesario estudiar, con mayor profundidad de los conceptos esta encaminado, precisamente, a ese fin.
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En el perfil de salida del BGU, se propone que el egresado Conduzca, en primer lugar, a los estudiantes a que precisen
resuelva problemas que la vida cotidiana le plantea. Espias el significado de “mas grande” como la cartelera “de mayaa are
que los problemas que se proponen en el bachillerato, taméo posible”; en segundo lugar, a que comprendan que el proldema
introducir los conceptos, objetos de estudio, como los umen hallar el nimero de piezas es equivalente a determinarnzesndi
que resolver como parte de su formacion, sean de la viddawdid siones de la cartelera buscada.

Sin embargo, muchos de los problemas de la vida real no puedenkn el aula, los estudiantes conforman grupos para trabajar d
ser resueltos con los conocimientos matematicos adgsigde@l manera cooperativa. Inician la actividad realizando bejggude
bachillerato y, en varias ocasiones, ni siquiera con lossguad- posibles carteleras haciendo variar las dimensioneslitEagh
quiriran en la universidad, a nivel de la licenciatura (imgeia); formato, como el que se muestra a continuacion, para quesdos e
seran necesarios estudios especializados de maestriacgtwad tudiantes registren y organicen sus datos:

do.

A pesar de esta situacion, siempre es posible adaptar 10s proneno (cm) | Largo (cm) | Perimetro (cm)| Area (cnf)
blemas reales y conformar al menos dos tipos de problemas que 10 30 180 300

podran ser utilizados en el aula:
20 70 180 1400

1. Problemas reales en los que se requiere de matematic
para resolverlos; pueden simplificarse para que los conp-
cimientos necesarios sean los que los estudiantes posegn o
pueden poseer en el nivel en el que se encuentran. En estos
problemas, los conceptos matematicos adquieren sentido. Guie a los estudiantes en una discusion sehriables inde-

2. Problemas ilustrativos cuyo Unico objetivo es ejemplifi- pendientesy dependientgsmediante ‘elreconocimiento de la de-
car conceptos, términos y teoremas. pendencia que existe entre las variables. El grupo podyarlkela

Hay una gran variedad de problemas reales que puedenC8Eclusion de que hay tres yariables, “ancho”, “largo” yeay y
simplificados, sin que por ello se pierda la posibilidad dézat- € due existen, por lo menes, dos dependencias: una enas-el *
los como buenos prototipos de lo que con la matematica pueded” Y €l “largo”, y otralentre una de las otras dos y el “area”.
cerse en la vida cotidiana. En las Gltimas décadas, un busema E! “@ncho” puede ser.considerado como variable indepetelien
de esos problemas han sido modelados con herramientas #at¥n§! 1argo, como_dependiente (o viceversa); esto da cuenta de
ticas relativamente sencillas de comprender; algunospjense Primera dependencia. Si el “ancho” es la variable indepriej

encuentran propuestos en el blogue de “Mateméaticas distret entonces €lfarea” es una variable dependiente de ésteeldaju
cuenta de larsegunda dependencia.

. . Pida)a los estudiantes que grafiquen los pares ordenados co-
2 Primero de bachillerato rrespondientes & = anchg y = areg y que luego tracen una
) ) . ) , curnva que pase por los puntos dibujados. El profesor compert
A partir del eje CL,Jrr!cuIar integrador del area, el d_gcereﬂaajfun- solucion tanto de la tabla como del grafico con la clase edntre
damentfa_r su practlca_docente en la compre’n_spn y el 9?0 d?n!?s lenguaje: la curva tiene el nombre mrabola Aproveche
matematica como un |nstrum"en}o para el an§I|S|s y la remycla oportunidad para hacer notar cualidades importantea ge-|
de problemas._EI bloque de Numerq y funciones” QA P'MEdbola: lasimetrig el valor extremo la monotonia haciendo, en
curso del bachillerato es un terreno fértil donde se puederee .., caso, la interpretacion respectiva con el problenginati
tar el elemento centra_l d(_el aprendizaje mediante el enips<l Por ejemplo, la simetria corresponde al hecho de que ehgeta
docente haga en los siguientes aspectos: lo tiene la misma &rea si intercambiamos las dimensiondardel
e Muchas situaciones de la vida encierran relaciones cualyt'ue| ancho, entre si.
tativas. Indique que se realice una gréafica con los pares ordenados
e Las funciones nos permiten.représentar o modelar reladig= anchq y = largo). Los estudiantes deben reconocer esta gréa-
nes entre cantidades que'surgen de estas situaciones. fica como una recta distinta a la parabola. La comparacionsie |

e El comportamiento de-dna‘funcién nos informa sobre la §|08 graficos indica la existencia de una relacioninealentre las

tuacién modelada. NO&/permite responder preguntas softeables (el anchoyy el area). o
la realidad o desc¥ibir elementos de ella (por ejemplo, pro- EN este punto, es posible responder la pregunta iniciah ¢co
nosticar valore$,.optimizar, entre otras). cuantas piezas de corcho se construye la cartelera de magdr &

. L, Se requieren 20 piezas, colocadas en un rectangulo de taipoen
El proceso.gue'se sigue para la elaboracion de un modelo ma-

tematico requiere de todos los ejes de aprendizaje esi@dresn cmc:(henta centimetros. i | bl . deci
este documento. A través del siguiente ejemplo, se ofreicea-d ora propongageneralizar el problema, €s decir, propon-

trices generales que enfatizan en cada eje de aprendizajes ga un nuevo problema: ¢como se puede encontrar el extremo de
utilizar la elaboracién de modelos, tanto para que los sttes cualquier parabola? Para ello, los estudiantes debemuaterla

comprendan nuevos conceptos matematicos como para que Io%lllp(l:'?jn que CrieTC”be Iecli at:?e:lt derla: cartelﬁra .?:. tiim:jnosmjdr:m
licen en la resolucion de un problema. Eirrsivg apareceran los 0s 1ados, para [0 cual debemiegrar Su conocimiento de geome-

conceptos (0 nociones) matematicos que se presentaraastuos tria y dlgebra. Conduzca a una discusion sobre cabstraer lo

diantes; emegrita, los ejes de aprendizaje que se trabajan. que han enco_ntradg. .
El docente plantea el siguiente problema a la clase En esta discusion, el docente recalca el uso de simbolos para

representar tanto los diversos elementos involucradokpeatse-
Problema 1 (La cartelera de la claseQueremos una cartelera ma como las relaciones existentes entre ellos. Por ejesmiabe
rectangular de corcho para el aula, en la que podamos colocgiie en cualquier rectangulo se verifica
anuncios, fotografias, mensajes, etcétera. Disponemalkydeas
piezas de corcho de forma cuadrada; cada lado nlidenm tam- Perimetro= 2anchot 2larga
bién disponemos de una tira de maderal®® cmpara el marco.
¢Cuantas piezas de corcho necesitaremos para que la cartelgn el caso de la situacion dada, se tiene
sea la méas grande que pueda ser enmarcada con la tira de made-
ra? 180= 2anchot-2larga
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de donde Es fundamental que los estudiantes desarrollen un sentido
largo= 90— ancho geométrico-algebraico. El problema de determinar lossate la

rp_aré\bola con los ejes provee de un tema donde tal destreda pue

ser desarrollada: los cortes de la pardbola corresponasrcarios

de la funcién; en otras palabras, resolver una ecuaciorratical

es equivalente a determinar los cortes de una parabola eje el

Si el ancho es representado ppentonces el largo sera represe
tado por 90- x.
Finalmente, sabemos que

Area= anchox larga horizontal, es decir, encontrar los ceros de una funciéimper-
tante empezar este tema con un repaso de las destrezagiascesa
Entonces (factorizacién de trinomios y uso de la formula cuadratica)
A=x(90—x),
de donde «_ —hEVP2—dac
A= —x%4+90x. 2a
La discusion debe ser conducida a enfatizar que el area es Unge| numero de cortes depende de la expresion del interior del
funcidndel ancho, de alli la inclusion de) después dé: radical, eldiscriminante si A = b? — 4ac > 0, se tienen dos rai-

ces reales. En este caso se debe notar que la parabola cdds en
puntos distintos el eje horizontal. 8i< 0, no‘hay solucion para
Si se dispone déecnologia se puede graficar esta funci(’)nl,an'tsCrwiglonnt Y. p(;r tin-t:{ no za)t/) C.OVEjeSl' lffl pﬁl r?_bolriaestﬁ_zéacfa
determinar algunos valores que no se encuentran en la pﬂrlag € a_' ente por encl a.c,) €bajo et eje horzo , =19, fa
cuacion tiene una solucion en el conjunto de los nimerdesstea

ejemplo, la ubicacion precisa del vértice). También se pued decir | <bola t | o | " p
tender ageneralizarel problema dando otros valores al perl’metr(g,lS éer'?gé aparabola toca el ejen ursolo punto que corresponde
vértice.

determinando upatrénpara la formula dé\(x) en funcién del pe-
rimetro y la ubicacion del vértice.

Una vez introducida la funcién cuadratica, es importanie in
ciar un estudio sistematico comenzando genx?, y variando es-
ta funcién “madre” mediante homotecias, reflexiones y acet
nes hasta llegar a la forma geneyat ax? + bx+ c. Por ejemplo, ¢ Qué ejes se‘han trabajado? Hemos visto que los estudiantes
se pueden estudiar los siguientes casos: debenabstraernpara realizar unaonjetura sobre la relacién en-

tre variablesdeducenuna férmula utilizando relaciones geomé-
y= X27 y= —X2> y=(X+ 1)27 y=—(x+ 1)2, e tricas‘conocidas, es decir, relacionando otros conociwsegntre
. 3 si\integracion de conocimientos
En cada uno debemos observar el cambio en la monotonia,-conca L .
Hemos observado también que los estudiantes dgban-

V'dagbf:a\.':r?ﬁﬁ y_losgo:gas}:é);dlg: t?Jes' 5(x+1)2+ 67 Em ralizar lo encontrado en el problema para realizar una conjetura
Jemplo, ¢fue prop gre —5(x+ 1)+ 67 .sobre la ubicacion dehaximo de la funciéeomo elpunto vérti-

2 -
Fecemlos,ctc')ly o XO' (I)‘ a parabola "?grfjse”thad"’.‘ por_tta)staEeciuaugg de la parébolaSi los estudiantes o el profesor disponen de la
If”i;gg;fg ergs’en)tg ds; co‘r;ca\;lz atlier?: I;ilgn?:g:/igé o nhggi(;?gcnologia adecuada (calculadora gréfica, aplicacionebieter-

P P PoE= — net o software de computadora), el proceso de realizar dfizgr

abajo, pero el mismo ‘z’ef“ce- Al multiplicar pop,a parkbee- uede ser mas rapido, facilitando de esta manera la detaidin
presentada por = —5x“ tiene una abertura,ener, pero no carrg-

. K ) p X S . el vértice.
bia la concavidad ni el vértice. A continuacion, realizamos. El broceso de ensefianza aprendizaie requieoorinica
traslacion horizontaly = —5(x + 1)2; ahora’ el vértice se trasla- P P 1€ req

da a(—1,0), pero las otras propiedades no cambian. Finalme%’m verbal y escritade ideas mateméticas. Es asi que se incorpo-

te, al realizar la traslacion verticdl, Ja parabola repmezda por ra e.IIenguaje escritopara la presentacion del problema, la desig-
y = —5(x+ 1)2+6, su vértice se-nueve(a-1,6), pero la conca- nacion de los simbolos que representan Io§ elementos d#épro
vidad y la apertura se mantighen ma con los que se trabaja. Respectoléieguaje oral, el docente

. - . . ebe promover en los estudiantes la formulacion correclasle
La formula del vérticepuede ser obtenida generalizando %es ugstas ue ellos ofrezcan en los procesos interaetiviss
ejemplo anterior: de la‘forma= a(x— h)2 +k, el vértice se en- P q P

cuentra en el puntdh, k), Se debe notar que el valgr= K es el que se identifican variables y sus relaciones mutuas.
mas grande (o-mas’'pequefio) si el signa@s positivo (0 negati-
VO, respectivamente). , .

Mediante un ejemplo podemos establecer la relacion entrezlélL Blogue de numeros y funciones
funcion cuadrética de la formaf (x) = ax? + bx+c y la forma
anterior. En esta situacion, se requiere completar el edadpor
lo que es necesario utilizar un ejemplo sencillo donde etgsro
dimiento sea facil y no se convierta en un obstaculo técréca p
el estudio de la parabola. Mediante observacion y genacadia
de varios ejemplos sencillos, se puede establecer la fardell
vértice

A(X) = —x% +90x.

La introduccién de nocion de funcion debe ser gradual, y miebe
incluirse, al menos, las siguientes nociones.

e Partiendo del conocimiento previo que tienen los estudgnt
la funcidon puede ser vista como una ecuacion algebraica. Por
ejemplo, de la ecuacion= 2x+ 3, se puede conducir a una re-
flexién sobre la dependencia de la variapleon respecto a la

b b b 4ac—b? variablex. El uso de una tabla con valores xlg dey refuerza

(_5’ (_El)) - <_2_a’ T) : esta situacion. De ahi que tiene sentido escyibirf (x).

Un reto para los estudiantes mas avanzados es el completar bf funcion puede ser vista como una maquina que realiza una

cuadrado de manera general y establecer la formula deteérti ~ OPeracion a un objeto de “entrada” y da como resultado un ob-
jeto de “salida”. Por ejemplo: traducir “mi maquina toma uR n

b\2 4ac—b? mero, lo triplica y al resultado suma 1” comé(k) = 3x+ 1",
f(x)=a x+ % + —2a y viceversa.
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e La funcién puede ser vista como una regla de asignacion eadefiniciones deectores equivalentey la forma estandade
dos variables. Por ejemplo: el profesor pide a cada estiediaim vector. En el pizarrén, el profesor resume en un graficd en e
de su clase que digan el nombre de un animal, la clase resgmano lo que sus estudiantes realizaron.
de: “gato”; en la pizarra, el profesor anota “gato” y a su lad
el nimero “4”; a continuacion, pide el nombre de otro animal,
la clase responde: “culebra”; el profesor la anota, perdtam
escribe el numero “0” a su lado. Luego de repetir este ejercic
varias veces, el profesor pregunta: “¢ cual es la regla deasi
cién?”.
A esta nocion también se la puede entender como una relacion
entre dos conjuntos: a cada elemento del primero le comespo
un unico elemento en el segundo. En nuestro ejemplo, entre
conjunto de animales y un subconjunto de los nimeros natura-
les: a cada animal le corresponde un nimero natural: el mime
de patas que tiene ese animal. :

El profesor debe utilizar simultAneamente varias reptasen
ciones de una funcion:

- Tablas de valores.

- Gréfica en el plano cartesiano.
- Unaregla de asignacion— f(x).
- Una ecuacion algebraica.

Todos los vectores son equivalentes al vector cuyo purio ini
cial es el origen de coordenadas-y cuyo punto final es el punto d
coordenadagl,?2). Para expreSar el movimiento, podemos indi-
- Un conjunto de pares ordenados. car que, para llegar @, 2) desde(0,0), damos un (1) paso en la

Es necesario proponer situaciones a través de una de lagligccion hacia el punto-de coordenadas) y dos (2) pasos en
presentaciones y pedir a los estudiantes que obtenganries o direccion del punto de coordenad&sl). Se indica, entonces,
Por ejemplo, el problema de obtener la ecuacion de una racta@¥'€ 10s dos vectares con el mismo punto inicial, el de coorde-
dos dos puntos que pertenecen a la recta corresponde amsta 'F@daS(O, 0), ppero con puntos finales los de coordenada$) y
pectiva. De la ecuacion algebraica de la recta a su repeesént (0;1), respectivamente, son especiales, pues nos pueden servir p
grafica es otro ejemplo. Es igualmente recomendable peessint 12 deseribir cualquier movimiento. El profesor indica geelas
tuaciones en donde no sea posible obtener la regla de agignatepresenta medianty j, y al vector con punto inicial el origen de
y solamente se deba utilizar la informacion que da la grafiea of@9rdenadas y con punto el de coordengda®) comoi + 2. El
tabla. Por ejemplo, si se tiene la grafica de una funcion, yunogrofesor conduce a sus estudiantes a las siguientes coness

regla de asignacion, peticiones como “encontrar el valoir (8¢ - A cada punto de coordenadésb) en el planoje corres-
o0 “encontrarx de manera qué (x) = 2” obligan al estudiante a pondeel vectora + bj.
utilizar la informacion que proporciona la gréfica o la tabla

Un aspecto importante del bloque es el interrelacionamel le
guaje algebraico con el lenguaje funcional. Perejempl@re!
blema algebraico de encontrar la solucion,de la’ecuaciph =
x2 — 2 se debe presentar también como_el problema de encontrar e—c=a y f-d=h
la interseccién entre las graficas de lasfunciohgsg definidas
por f(x) =x+1yg(x) =x2—2.

- Un vector cuyos puntos inicial y final tienen las coordena-
das(c,d) y e f, respectivamente, esjuivalenteal vector
ai+bj siy solo si

En el espacidR? = {(a,b) : a€ R, b € R}, se definen dos
operacionesUna es entre dos parejas ordenadas, y se la denomi-
nasuma la otra, llamadgroducto por un escalaentre una pare-
ja ordenada y un nimero real (escalar). La suma y multipboac
E)or un escalar son, desde el punto de vista algebraico)lssrdz

2.2 Elbloque de algebray.geometria

La historia de la matemdtiea nos devela el hecho de que los-ve

o . Operar.
res fueron desarrollado$ para expresar posicion y movimige P . .

. . Estas operaciones deben ser presentadas de manera conjunta
objetos en el plapa\y.el espacio. Es recomendable mantetzer es

. o . C0n su representacion vectorial que puede ser mas difieihtda-
relacion parascComprender los vectores geométricos y scidala

: der
con los vectores/algebraicos.
Los estudiantes estan familiarizados con el plano cartesia 1. L& suma entre pares ordenada® realiza sumando las
desde sus estudios de EGB. El maestro debe partir de este cono coordenadas respectivas entre si.
cimiento para presentar de manera simultanea el esfcjola 2. Lasuma entre vectorese realizaalgebraicamentsuman-
equivalencia entrparejas ordenadaguntosy vectores do los términos “semejantes” érentre si y los términos
Para presentar el concepto de vectores, se puede recundr a u semejantes efientre si, separadamente.

variedad de actividades lidicas. Por ejemplo, el profesede 3 | asuma de vectorese realizajeométricamenteon la tras-

tr_azar un plano cuadrlculad_o S|mulandq el plano c_artemnel lacién de uno de los vectores, o la ley del paralelogramo
piso de la clase o en el patio del colegio. Luego pide a sus estu  omo una alternativa a la traslacion.

diantes que paren en los puntos de coordenadas enterasgupide . )
simultaneamente, se muevan una unidad a la derecha y das urﬁ&r ejemplo:

des hacia arriba. El profesor pide que cada estudiantedomogna Suma enR?:
tiza un segmento de recta que una el punto de origen y punto fina

de su movimiento, usando una flecha para indicar la direa#bn (52)+(1,2) = (6,4).

movimiento. A cada estudiante le corresponde un vectointtist Suma algebraica de vectores
sin embargo todos obedecieron la misma instruccion. Esta-ac L oo
dad debe servir para presentar la nociéveetor, y sunotacion (5142]) + (I+2]) = 6i+4].
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Suma geométrica de vectores Problema 2. Una persona que viaja en automovil parte de una
ciudad; recorre tres kilometros hacia el Norte y luego, cacia

el Este, y se detiene a almorzar. Si el lugar de destino seesacu
tra a cuatro kilometros hacia el Oeste y a cinco kildmetrosia|
Norte de la ciudad de origen, ¢.cual debe ser la direccién gion

\
J

3 tud de recorrido desde el lugar de la parada al lugar del des#
Zail Si realizara el viaje en linea recta desde la ciudad de origasta
2 A el lugar de destino, ¢ cual seria la longitud de su recorrido?

Es recomendable que el profesor insista en que los estediant
realicen el grafico de la situacion y, paralelamente, laesprta-
cion del problema en forma vectorial:

I~

N
1

Producto por un escalar enR?:

fam
Ay

2(2,3) = (4,6). N

7
J

Producto por un escalar algebraicamente:

[4%)

= N\

2(27+3]) = 4 +6J.

(A

Producto por un escalar geométricamente: \ -

J

Par)

pu

Si el vector ‘que describe el movimiento desde el lugar en gue |
personasse.detuvo para almorzar hasta el lugar de destiaprse r
senta'pori + bj, entonces se verifica la igualdad siguiente:

)

S (51 +3]) + (@ +bj = —4i +5]

implica quea= —9 y b= 2. Por lo tanto, el movimiento de la pa-
rada al destino final se describe mediante el vee@ir+-2j y la
distancia entre las dos ciudades es

| —9i+2j] = v81+4=185~92

I~

kilometros.

N v | Finalmente, hay una variedad de recursos en linea que reali-
El profesor puede utilizar las representaciones georastde ;5 13 suma de vectofesSi la clase dispone de tecnologia, debera

la.suma y del producto por un escalar para verificar las piapies tjjizar estas herramientas para realizar ejercicios panapro-

que que hacen que? sea un espacio'yectorial:asociatividad|a  par hropiedades, realizar suma de varios vectores, queasas

conmutatividagd la existencia detlemento neutrgel vector “ce- a mano, tomarfa mucho tiempo, etcétera.

ro” ), la existencia deihversoaditivg la distributividad etcétera.
Haga notar casos importantes para la suma y el producto

escalar. Por ejemplo:

or . .
8.3 El bloque de matematicas discretas

- El efecto de.multiplicar un vector por un escalar menor qugjui se presentan algunas formas de modelar situaciotigamti
1y mayor,gue cero es el de contraer o “encoger” al vectelo herramientas matematicas diversas: grafos, algoritimosio-

- El efectdde multiplicar un vector por un escalar menor q(iS recursivas, entre otras. En el primer afio del baclidieed

cero es que este apunta en direccién opuesta. blogue incluye programacion lineal. _ _
La programacion lineal es una aplicacién de varios conoci-

- Al multiplicar un vector por—1, se obtiene etector inver- mjentos previos que seran integrados en un algoritmo $enycil
sa extremadamente (til. El siguiente ejemplo muestra un proaly

- Si tomamos varios puntos sobre una recta y les sumanfglaboracion de un modelo que lo represente. Se recalopdas
un mismo vector, los puntos resultantes estaran tambiérfépidades de ensefianza con atencion a los ejes de aprerditaj

una recta. area.

Las primeras dos observaciones pueden conducir a la pre§&oblema 3 (Ganancia maxima de una mezcld)a clase quiere
tacion de las nociones diengitudy dedireccidonde un vector (an- reunir fondos para el paseo de fin de afio, para lo cual se orga-
gulo que forma con el ejg. La formula de longitud de un vectornizan para vender bebidas. Deciden ofrecer jugos citricoslas
debe salir de la relacion pitagoérica. Problemas practieashica- tipos: “acido” y “super acido”. Para elaborar un litro de jug su-
cion y posicion final de objetos que se trasladan deben dargager acido, se requiere el zumo de dos naranjas y cuatro lisione
entender con mayor profundidad estos conceptos. Consitlkre para un litro del jugo acido, el zumo de una naranja y cuatrodr
zar problemas parecidos al siguiente: nes. Un vaso de jugo acido sera vendidos@rcentavos y uno de

Thttp://www.unalmed.edu.co/~daristiz/preuniversitario/unidades/generalidades/applets/AppletSumaPoligJlar/SumaPolig.htm

18


http://www.unalmed.edu.co/~daristiz/preuniversitario/ unidades/generalidades/applets/AppletSumaPoligJar/SumaPolig.htm

jugo super acido, efd5 centavos. Gracias a una donacion, la cla-
se consigu@0 naranjas y60 limones. Se quiere elaborar un total
de al menod40 litros entre ambos jugos. Se utilizaran vasos cuya
capacidad es la cuarta parte de un litro. Entonces, ¢ cualitios

de cada jugo debera la clase elaborar de modo que la ganancia
sea la maxima?

10 4=

Divida la clase en grupos y facilite una tabla en la que los es-
tudiantes registren los resultados de experimentar coasveom-
binaciones de las variables:

y
XYY x-+2y <20 p777777] 4x+4y <60 [ x+y=>10

>>>>\
0% P
> §Z :

NS

(63}
|
SN

Numero de
litros de
jugo acido

Numero de
litros de jugo
super acido

Total de
naranjas

Total de
limones

Ganancia

13

2

17

60

32

4

10

24

56

36

9

1

11

40

21

105

4,5

195

60

345

Debe llamar la atencién de los estudiantes hacia la regiérequ
comun a todas las restricciones (region denemiradgunto fac-

tible):
Invite a sus estudiantes a llenar la tabla con valores tamto e )
teros como no enteros. Luego, realice preguntas que ingifan y
reflexion sobre como se escogen los valores para cada tips de j
go. Particularmente, el valor que es necesario para quergeal
las restricciones. Por ejemplo, en la tabla anterior, larseg op-
cién no cumple con la restriccion de que solo hay 20 naraBgs.
conveniente introducir un nombre para aquellos pares deesl

15

10
(nimero de litros de “ja”, nimero de litros de “jsa”),

gue cumplen con las restricciones; el conjunto de estoopuaa
denominaconjunto factible

El profesor invita a sus estudiantes a escribir inecuasigne
representen el problema, comenzando con dar nombre a las-des | : | ‘ X
cantidades variables. Por ejemplo, con la letraombramos el 5 10 15 20
numero de litros de jugo acido y con la leyrael nimero de litres
de jugo super acido:

Dado que el objetivo de aprendizaje no es el realizar graficas
de inecuaciones, este proceso no debe convertirse en w@itolost
en la presentacion del problema; por ello, si la clase lo siece
Discuta la mejor manera de escribir las condiciones payay ta, es recomendable utilizar una calculadora grafica er ldga
en forma deinecuacionesLuego de llegar a uh/eonsenso sobreéeterminar a mano el conjunto factible. En la web podemos en-
las inecuaciones, introduzca el térmirgstricciones del proble- contrar muchas aplicaciones de software libre que graficzone
mag indique que, en este caso, las restriceiones son: junto factibl&. En ejercicios subsiguientes, el profesor podra, si
los estudiantes lo necesitan, proponer ejercicios paraseptar
graficamente inecuaciones a mano.
El docente debera enfatizar ep-gl.Significado de cada unaade es Es importante organizar la informacién de manera clara resu
inecuaciones. Por ejemplo,/a primera nos dice que el naderomiendo el problema de la siguiente manera:

X: namero de litros de jugo acido
y: numero de litros de jugo super acido

X+2y<20, 4x+4y<60 x+y>10 x>0, y=>0.

naranjas que se utilicen.ne_puede sobrepasar de 20; la segund
que el nimero de limones utilizados no excedera de 60; edcéte

maxG(x) = 2x+ 3y

Se procede luego a escribir una expresion algebraica que re- X+ 2y < 20,
pres_ente la ganancia_l obtenio_la por _Ia yenta de los jugosa@est _ | ax+ 4y < 60,
presion se latdenomirla funcion objetivo El docente debera re- sujeto a: X4y > 10
calcar en el uso de la palabiancion la ganancia varia cuando -7

Xx>0,y>0.

varian el nimero de litros de los jugos que se elaboren. En est

caso, como cada litro contiene cuatro vasasy 4y representaran El algoritmo de solucién de la programacion lineal indica,qu

el total de vasos que seran elaborados de cada tipo de jugoingRa hallar la solucion, la funcién objetivo sea evaluad@emér-

da una de estas cantidades multiplicada por el precio da dentjces de |a region factible. Podemos dar sentido a esteitaigor

un litro de cada tipo de jugo, respectivamente, nos propeecia jndicando que si la funcion objetivo toma distintos valores

ganancia; luego, la funcion objetivo sera: gréficas que se obtienen son rectas paralelas entre si. &n,efe
G(x,y) = 0,5(4X) + 0,75(dy) = 2x+ 3y. si la ganancia fuera de 32 ddlares, entonces los valorey dey

que producen esta ganancia, cumplirian la siguiente igdald
Es decir, por un litro de jugo &cido la ganancia es de 2 dgldees
3, por un litro super &cido. 2x+3y=32

En vista de que la tabla es una manera ineficiente de encor@ﬁ{onces, la gréfica de todos estos puritog) seria una recta. Si

t°d"’?s las parejas Pos'b'GS' el profes_or pide a Sus este_bjllq_ue la ganancia fuera de 21 dolares, la recta correspondierite se
grafiquen, en un mismo plano cartesiano, cada inecuacistni¢re

cion): 2X+3y=21

2pPor ejemplo, elttp://www.ronblond.com/M1/Linprog/index . htmll
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En el siguiente dibujo, se muestran algunas rectas obtepala a los estudiante que se planteen una pregunta que se pugeaiares
distintos valores de la funcion objetivo: der mediante una encuesta. La encuesta debe incluir pasgyun

y representen variables numéricas y categoéricas. Luegoodegar
los resultados de la encuesta, estos deben ser represeeateito-
ma grafica mediante, graficos de circulo, de barras, histaga

15 etcétera.
El resumen de resultados también debe incluir un reporte de
tendencia central y variacion de cada variable. Los egiteia
10 pueden preparar un cartel con sus resultados y exponerlos a s
compafieros. Preguntas relevantes para su edad pueden ser:
5 e ¢ Qué tipo de comida prefiere?

e ¢ Cuanto tiempo de mirar television es bueno?

e ¢ Necesitamos otras materias de estudio?

La encuesta debe incluir preguntas demograficas para aealiz
comparaciones interesantes: sexo, edad, lugar de origéter.

El valor de la funcion objetivo en este caso crece conformede Todos tenemos nociones basicas de probabilidad que provie-
se mueve hacia la derecha. Claramente vemos que el valor ma&h del uso del lenguaje comun :

mo de la funcion objetivo debe obtenerse en uno de los védiee o ;Qué tan probable es que gane’mi equipo favorito?

la regién factible.

Para este problema, el vértice correspondiente a la iaterse
cion de las rectas de ecuacionesy = 15 yx+ 2y = 20, corres- El maestro puede dar ejemplos de eventos que podamos eaitalog
ponde al maximo que buscamos. Las coordenadas del punt@miena recta de probabilidad. Marcando en la recta O como-impo
interseccion e§10,5); es decirx= 10,y =5y lagananciaes  sible y 1 como totalmente cierto, se pide a los estudiantesign

2x+3y =20+ 15= 35 ejemplos de eventos que estén en el uno o en QI _otro extremo y
luego eventos que estén entre los dos extremos pidiend@dog s
ddlares. ubigue segufrsea su criterio.

Es importante que el docente pida a los estudiantes que calcu Los. experimentos de probabilidad binomial son igualmente
len el valor de la funcion objetivo en los otros vértices @gijunto  recomendados en este nivel: lanzar una o dos monedas, despon
factible y comparen la ganancia obtenida con la 6ptima. preguntas que tengan respuesta verdadero o falso, esgrisr

Un aspecto de extrema importancia es interpretar los residsde una persona, etcétera. El conceptoatéable aleatoriay
tados que el procedimiento matematico nos provee. Por@lloespacio muestral o de eventsbe surgir de estos experimentos.
profesor debe enfatizar en que los estudiantes escribafuld@ A continuacion los estudiantes realizan experimentos eoios|
utilizando frases completas como “El valor maximo de la gai@ cartas, etcétera, con el fin de generalizar estos conceptos.
se obtiene elaborando 10 litros de jugo &cido y 5 litros 'de gig La probabilidad se define en estos experimentos como el ni-
per acido”. Ademas, los estudiantes pueden extender-denab mero de eventos favorables sobre el nimero de eventos gueel es
plantearhipétesisy conjeturas como las siguientes: “si variara-cio muestral. A medida que el experimento probabilistichasze
mos el precio de cada vaso de jugo super 4cidolde 75 centaos@8s complicado, es necesario desarrollar técnicas deozdate
centavos, ¢como cambiaria la solucion?”, “parece que leisol que nos conduce a encontrar el namero de combinaciones con o
siempre se dara en la esquina superior y/no inferior”, @@éte  sin repeticion y el nimero de permutaciones de los elemetetos

Como unaextensiona esta actividad, se puede pedir a cada & conjunto. Es recomendable introducirfattorial como una
tudiante que escriba su propio problema de programaciéallin herramienta para calcular el niimero de permutaciones derun ¢
similar al ya propuesto. Esto gstimula su imaginacion ytsfiea junto finito de objetos. Por ejemplo, ¢cuantas placas desag
dad, obliga a pensar en canfidades que estan relacionadak lipueden hacer si tenemos 6 digitos y no queremos que un digito
mente, ayuda al estudiapte a diferenciar entre las reisinesy la aparezca mas de una vez?
funcion objetivo. Es importante mostrar otras representaciones de protiedili

Vemos que varios, ejes de aprendizaje se manifiestan en egfgiejemplo, la probabilidad geométrica: dado un circuhigia

actividad: la representacion de relaciones cuantitat&@siere un en varias regiones, ¢cuél es la probabilidad de lanzar wiv éar
nivel de abstraccion, el uso detecnologiapara facilitar la solu- yna regién dada?

e (Cual es la probabilidad.de'que llueva el dia de hoy?

cion del problema, l@omunicacion oral la generalizaciondel Este blogue incluye el calculo de probabilidades de eventos

tipo de problema que se presenta (problema de mezclas).  simples y de eventos que resulten de la unién disjunta deasen
simples. Por ejemplo, la probabilidad de que salga un “dasi o

2.4 Elblogue de estadistica y probabilidad “tres” en el experimento de lanzar un dado corresponde adaun

de dos eventos simples disjuntos. En el segundo de baaldljer
Este blogue parte del conocimiento adquirido sobre esizalisse estudiara la probabilidad de eventos resultantes deamim
descriptiva en afios anteriores. Una actividad estimulesifgedir disjuntas y de intersecciones.
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