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Conozca su libro

Volviendo sobre
nuestros pasos

Repaso de algunos con-
tenidos basicos que ne-
cesitara para abordar los
temas del libro.

Los nimeros enteros

Presentacion del objetivo
de la unidad tematica e
introduccion a los conte-
nidos.

Para empezar
+ (Cubnios pasos cuantas?
U Tos pasos, .qud 9o de proporci-

u o caminas o tampo auo
1o domeras, 4t clase do properconaldd son”

1. Operaciones bdsicas con niimeros enteros
1.1. Propiedades de los niimeros enteros

Cada tema empieza por
su titulo y la destreza
con criterios de desem-
pefio que lograra.

Los enteros son parte de los ndmeros rea-
les, cuya clasiicacion es mds amplia que.

So Como se puede ver por la definicion del va- EXp“CaC'0n de como algun aspec-
e lor absoluto, este nos permite conocer una to del tema estudiado se puede re-
distancia a recorrer en un viaje sin importar . . .
la direccion; también nos ayuda a identiicar | lACIONAr directamente con su vida
el valor de una deuda. Por ejemplo, cuando cotidiana.
decimos que alguien debe $8, se considera
como -8 pero la cantidad que se debe es 8

no -8.
_@ Mundo Digital Actividades que requieren el uso
. » ) de tecnologias de la informacién y
Si accede a la pagina https://goo.gl/izEjUZb, . .. .
e encontrara distintos ejemplos que ilustran la comunicacién como herramien-
TrabajOS individuales como varian el error absoluto y relativo en tas de investigacio’n
que le ayudarén a funcion de las cifras significativas que se es- '

cojan en la aproximacion.

concretar el desarrollo
de la destreza con
criterio de desempefio.

Desde la Contabilidad

En el mundo de los negocios justamente es
cuando entran en juego los numeros negati-

vos, que permiten trabajar sobre todo en los Conexion del tema con otras areas

campos de la contabilidad y finanzas. Estos

dlimos  se utilizan para poder representar de conocimiento para tener un
deudas o pasivos, y actuando como una resta aprendizaje interdisciplinario.

o disminucion respecto a los naturales.

‘Orden de fracciones Ordon do fracciones.
con distinto denominador
Tal como podemos comparar fracciones posi- _ _
de- L] a

pode- por
mos hacer o mismo con fracclones negativas o denominador, or

Orden de fraccior
minador

Actividades de base es-
tructurada, semiestruc-
turada y de desarrollo
que le permitiran evaluar
el aprendizaje.

Trabajos colabo-
rativos ubicados
al final de la uni-
dad o en temas
cuyas destrezas
requieren desa-

....... s Indicadores que le per-

rrollar el aprendi- T g .
zaje grupal. B miten autoevaluar el lo-
| gro de los criterios pro-

puestos por el Ministerio
de Educacion.
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Volviendo sobre
0 nuestros pasos

= |

e

Para empezar

* ¢ Cuantos pasos cuentas?

La distancia y los pasos, ¢qué tipo de proporcio-
nalidad son?

La velocidad con la que caminas y el tiempo que
te demoras, ¢ qué clase de proporcionalidad son?




Sucesiones

1. ¢Qué es una sucesiéon? mera pareja de numeros amigos encon-
trados fue 220 y 284.

2. Encuentra el criterio de formacion de es-
tas sucesiones: a. ¢Existen numeros perfectos impares?
a.1,4,7,10,13,16,19,22.....cocoiieeerenn. b. ¢ Puede un numero primo ser perfec-

2
b. 3,8,13,18,23,28,33,38 .. ..ovoooooooo. to’
c. 1,8,27,64,125,216.......ccccvvvveeeeenennnnn.
d.1,1,2,3,5 8,13 e d. Demuestra que los nimeros 220 y 284
€.1,3,6,10, 15 son amigos.

f.1,4,9,16,25. i

3. Escribe el término que sigue en las suce- QApl_icacién para la vida

siones mostradas a continuacion: :
Las sucesiones pueden ser usadas para

c. Demuestra que el numero 28 es un
numero perfecto.

a.3,6,12,24,48.......cooeeeieeeeeeeaeee calcular los afos de censos, revisiones de

T conteo de agua, luz o gas. También nos pue-
b. 5,10,17,26,37,50.......cccccevveeeeernnnnnn. den ayudar a predecir resultados en campos

como la biologia, el deporte, la arquitectura,
C.4,9,16,25,36....ccccceveeeiiiiiiiiiiceeeeennn. entre otros.
d.6,11,18,28, 37,51,
4

€. 3,8,15,24,35 48 Procesos con numeros

4. Los numeros perfectos y los numeros naturales
amigos han creado una gran fascinacion

desde la época de los pitagdricos. Aun
en la actualidad son objeto de estudio
matematico. Lee este texto y responde
las preguntas.

5. Ordena y escribe el numero posea: 3 de-
cenas, 4 unidades, 5 centenas, 2 unida-
des de mil y 4 dcentenas de mil.

6. Senala los multiplos de 9 comprendidos
entre 230 y 236.

7. Calcule mentalmente las siguientes ope-
raciones:

a. 4 000 + 8 000

.90+ 30

. 500 + 400

1

. 6000 +9000
~+20=920

(on

o o

Los numeros perfectos son aquellos que

son iguales a la suma de sus divisores,

excepto él mismo. Los cuatro primeros

numeros perfectos son: 6, 28, 496, 8128.

Dos numeros enteros son amigos cuan- g.400+ =500
h

0]

—h

do la suma de los divisores propios de

cada uno de ellos es igual al otro. La pri- - 5000 -2 000

Distribucién gratuita. Prohibida su reproduccién
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8. Senala los divisores de 45.

9.

10

11.

12.

13.
14.
15.

16.

Sin necesidad de hacer la division, sefa-
la si 4 536 es divisible para:

a.z2
b.3
c.5
d. 6
e. 11

. Escribe:

a. Dos multiplos de 8 mayores que 40
y menores que 100.

b. Dos multiplos de 4 mayores que 10
y menores que 20.

Efectua la descomposicion en factores
primos de 4 200.

Escribe los numeros primos comprendi-
dos entre 780 y 790.

Calcula el MCD de 120 y 252.
Calcula el MCM de 25y 40.

El numero mas pequefio de tres cifras
que es multiplo de 8 y 25 a la vez es:

a. 400
b. 220
c. 200

Dos atletas corren por una pista de atle-
tismo. El primero tarda 60 s en dar una
vuelta y el segundo 75 s. Si los dos atle-
tas salen al mismo tiempo:

a. ¢ Al cabo de cuantos segundos vuel-
ven a coincidir?

b. Cuando vuelvan a coincidir en la sa-
lida, ¢cuantas vueltas habra dado el
primero?

c. ¢Cuantas vueltas habra dado el se-
gundo cuando vuelvan a coincidir en
la salida?

17. Marque la divisibilidad de cada numero

Numero 2 4 5 10

205
320
120

18. Resuelve estos problemas:

Una empresa tiene un liquido reparti-
do en cuatro contenedores:

edb©®

a.unode 18 L
b. otrode 36 L
c.otrode 24 L
d.otrode 30 L

Para transportarlo, necesita repartir
el liquido en contenedores mas pe-
quefos, todos ellos de igual capaci-
dad, y que contengan la maxima ca-
pacidad del liquido.

. ¢, Qué capacidad tendran los conte-

nedores para transportar el liquido?

. ¢,Cuantos contenedores necesitara?

Una persona podria hacer una pere-
grinacién a El Quinche en treinta dias
en razéon de dieciocho kildmetros
cada dia, pero por una herida en el
pie no puede hacer mas de doce kilo-
metros por dia. ¢ Cuanto tiempo mas
tardara en hacer la peregrinacion?

Sabemos que el numero de perso-
nas que hay en un local es menor a
setenta. No podemos hacer grupos
de cinco personas, porque nos fal-
tan dos personas y tampoco grupos
de nueve por la misma razon. ;Qué
cantidad de gente hay?



Proporcionalidad

Si dos numeros son proporcionales, la mul-
tiplicacion de los extremos es igual a la mul-
tiplicacion de los medios.

b. Si se utilizan once bueyes para labrar
un campo rectangular de 200 m por
50 m en seis dias, ¢cuantos seran
necesarios para labrar un campo de
300 m por 100 m en cinco dias?

2:4::12:24
4x12=48
2 X 24 = 48

2 12 2x24=48

4 — D4 4x12=48

(]
19. Encuentra el término que falta en las FraCCloneS
proporciones.
21. Completa:
a. 3 - X 1
a. — =
10 70 10 hora = ...
b. L -4 )
12 X b —_— =
12 hora = ...
c. L _3
5 X c. L hora=..
3
d. 2X_4 = % 22. Encierre con un circulo el literal de las

20. Resuelve estos problemas:

fracciones que son equivalentes.

a 35 60
a. Dos engranajes se encuentran uni- 28 7 48
dos con una misma cadena. El pri-
: : b. 15, 21
mero tiene un radio de 30 cm y el se- 35 Y 29
gundo de 10 cm. Cuando el primero
ha dado 300 vueltas, ¢cuantas vuel- c. 8 34
tas ha dado el segundo? 28 Y 119
d. 72 42
118 ¥ 98
6 8
e. 2 S
82 Y 109
f 72, 102
427Y 63

Distribucién gratuita. Prohibida su reproduccién
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23. Escribe una fraccion equivalente.

24.Escribe y nombra las siguientes frac-

N|U‘l w|-{>
Il

o

[UnN
Gl

ciones.

a.

25. Reduce estas fracciones a minimo co-
mun denominador y ordénalas de ma-

yor a menor.
12 4 7 3|
5 3 15 2

26. Simplifica por el método de maximo co-
mun divisor (MCD) la fraccién %

HWRP =

Area y perimetro

27. El perimetro de un triangulo equilatero

es de 3,6 dmy su altura es de 10,39 cm.
¢ Cual es su area en metros?

28. Un baobab necesita diez metros cua-

drados de espacio para desarrollarse;
mientras que un pino necesita solamen-
te tres metros cuadrados; y un limone-
ro, un metro cuadrado. Sabiendo que
se quiere plantar la mayor cantidad po-
sible de baobabs y rellenar el espacio
sobrante con pinos vy, finalmente, limo-
neros, ¢qué cantidad de cada arbol se
puede plantar si el terreno es de 61 me-
tros por 73 metros?

edb©

29. Se tiene un campo rectangular de 120

m por 60 m.

a. ¢Cuantas hectareas tiene?

b. ¢Cual es su precio si se vende a $ 30
por metro cuadrado?

30. ¢ Cual es el area de un paralelogramo

cuya altura mide 2 dm y su base mide
tres veces su altura?

31. ;Cual es el area de la figura que resulta

de unir los puntos medios de un rectan-
gulo de lados 10 y 15 cm?



30. Calcula la longitud de los lados desco-  32. ;Cuales son las caracteristicas de los
nocidos en los siguientes pares de trian- siguientes tipos de triangulos?
gulos semejantes.

A
21
a. : cl 5
3

Triangulo equilatero

AN

5 A

4

b. A 12 /\
. L

31. ¢ Son semejantes los siguientes pares

de triangulos?
Triangulo isésceles

15 'A
Q b
5 A
A )
C. a B

Triangulo escaleno

3 o 12 36 A
b. . ‘
' C a B

87° \/87° Triangulo rectangulo
40° 53° A
V . ‘
A e. L,

Triangulo acutangulo

C
b
8 4 f. BC‘A

e. 80°
14

15
V;
f. 8 12
A
10

IS *J ‘OU "3 ‘oU *P IS D ‘ou *q ‘IS "B ;[0S

o

o

o
»
\I
’oo-n
° O

0,

1<
g <
o
—

6 Triangulo obtusangulo
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Los numeros enteros

Unidad 1

Recuperada de goo.gl/LP36dg

Para empezar ¢
Objetivo
» ¢ Puede contar los peces en el mar?

Reconocer las relacio-

» Suponiendo que pesca tres peces nes que existen entre

por hora y su jornada es de cuatro los conjuntos de nu-
horas, ¢ cuantos peces habra atra- meros enteros, orde-
pado? narlos y operarlos para

comprender los proce-

» Si debe pescar veinte peces en el .

dia, ¢ pudo completar la meta diaria?

Contenidos

1. Operaciones basicas con nimeros enteros 2.
1.1.Propiedades de los numeros enteros

1.2.Representacion en la recta de los numeros
enteros

1.3. Operaciones combinadas con adicion,
sustraccion y multiplicaciéon

1.4. Aplicaciones de operaciones combinadas

Introduccion

En esta unidad se estudiaran los nimeros en-
teros, sus propiedades y operaciones. Apren-
deremos a representarlos en la recta numéri-
ca, para luego pasar a operaciones como la
potenciacion y la radicacion.

También aprenderemos acerca de las ecua-
ciones de primer grado con una incognita.

Potenciacion y radicacion con niumeros enteros

2.1.Potencia con numeros enteros
y exponentes naturales

2.2.Raices de numeros naturales
en operaciones combinadas

Ecuaciones simples

3.1.Introduccién a las ecuaciones
de primer grado con una incégnita

3.2. Aplicaciones de las ecuaciones
de primer grado con una incognita
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1. Operaciones bdsicas con niimeros enteros
1.1. Propiedades de los numeros enteros

[

Con los numeros naturales no era posible
realizar restas donde el minuendo era me-
nor que el sustraendo, pero, en la vida real,
nos encontramos con operaciones de este
tipo donde a un numero menor hay que res-
tarle uno mayor.

Algunas de estas situaciones son: la nece-
sidad de representar el dinero adeudado, la
temperatura bajo cero, la profundidad del
nivel del mar, entre otras.

Representacion grafica de niumeros naturales.

En la siguiente figura podemos observar
numeros naturales precedidos por los sig-
nos + y -. Todos ellos forman parte del con-
junto de los numeros enteros.

FL A

D.C.D. M.4.1.1. Reconocer los elementos del conjunto de nimeros enteros Z, ejemplificando situaciones reales en las que se
utilizan los numeros enteros negativos y mejorando las habilidades en actividades transaccionales.

El conjunto de numeros enteros Z es aquel
que contiene los numeros naturales, {1, 2,
3...}, v, adicionalmente, contiene sus con-
trapartes negativas.

NcZ

Los enteros son parte de los numeros rea-
les, cuya clasificacion es mas amplia que
los enteros.

Los numeros enteros se dividen en tres par-
tes:

1. Enteros positivos 0 numeros naturales
2. Enteros negativos
3. Cero

6-5-4-3-2-1012 3456

Enteros negativos Enteros positivos

(NUumeros naturales)

1. Relacione con una linea los nimeros con su
clasificacion

=7

10 1. Entero positivo
-4

.

3 2. Entero negativo
.= 99

Puedes demostrar lo que entendiste ingre-
sando a la pagina web de Vitutor, entrar en
Ejercicios interactivos y, en Numeros enteros
o en el enlace: https://goo.gl/bzMWVy, con-
testar las preguntas.

@ oo oo

Responde: ¢ Todo numero entero es natural?

-
w

c
he]
G
I}
>
-]
o
<
S
[
L
>
@
©
°
2
=
o
<
a
<
=
S
2
S
c
S
c
°
S
S
2
=
=
2
[a]
-



Los numeros enteros pueden ser representados sobre una recta de esta manera:

| | | | | | | | | | | | | | | >
[ I I I I I [ I ~

00" -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 oot

A

Los numeros enteros positivos se ubican a la derecha del 0; y los numeros enteros negati-
vos a la izquierda del 0.

A partir de esta representacion, podemos ordenarlos. Dados dos numeros enteros cuales-
quiera, es mas grande el que se encuentra mas a la derecha sobre la recta.

< | | | | | | | | | | | |
| I I | I I I | | | | |

-6 -4 0 +1 +5

Y

-6<-4<0<+1<+5

Valor absoluto La distancia hasta el cero de un nimero cualquie-

. ra es su valor absoluto.
El valor absoluto de un numero entero po-

sitivo o negativo es el nimero natural que El nimero opuesto de un nimero es el que su-

obtenemos al prescindir de su signo y lo re- mado al niumero original da un valor de cero. Asi
gy . tenemos que el opuesto de +4 es -4. El opuesto

presentamos escribiendo el numero entero de -8 s +8

entre dos barras verticales.

|-8|=8 |-14|=14 |7|=7 )
Representemos estos numeros en-
Una manera sencilla de entender el valor ab- teros sobre una recta, ordenémos-
soluto de un niimero es imaginar dos vehicu- los de menor a mayor y determine-
los que parten de un mismo lugar, pero en di- mos su valor absoluto: 0, -4, +2, -6,
recciones opuestas y a la misma velocidad. +3,-7, -1.
<! | | | | | | | | | | |
0 76 a4 a0 | 4243
rgﬂ! | ﬁ
f_ El orden creciente es: -7 < -6 <-4 <

Y los valores absolutos de estos nu-

¢ Habran recorrido la misma distancia des- )
meros enteros son:

pués de un minuto?

Si tomamos el punto de partida como 0 en la l-4]=4 |6]=6 71=7
recta numérica: [+2|=2 |+3|=3 |-1]=1

Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion
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Como se puede ver por la definicion del va-

La distancia de cada auto hasta cero sera la lor absoluto, este nos permite conocer una
misma, pero el auto de la izquierda estara ubi- distancia a recorrer en un viaje sin importar
cado en la parte negativa de la recta; mientras la direccion; también nos ayuda a identificar

el valor de una deuda. Por ejemplo, cuando
decimos que alguien debe $8, se considera
como -8 pero la cantidad que se debe es 8
no -8.

que el de la derecha, en la parte positiva.



El nimero opuesto

El numero opuesto de un numero es el que,
sumado al numero original, da un valor de
cero.

Asi tenemos que el opuesto de +4 es -4. El
opuesto de -8 es +8.

El numero opuesto se indica de la siguiente
manera:

op(+4) = -4 op(-8) = 8

1. Expresa con numeros enteros estas situa-
ciones:

a. He ganado $ 3.

b. He retrocedido 5 m.

c. Dentrodequincearos.

d. Hace treinta afios.

2. Representa sobre una recta estos numeros
enteros.

+3,-8,-12, 0, +7, -4.

3. Relaciona cada letra con un numero entero.

< | | | | | | | |

@ Mundo Digital

Visite el siguiente enlace o en libros e inter-
net, sobre algunos juegos de los nimeros en-
teros como crucigramas, etc.

Puede usar como ayuda el siguiente enlace:
https://goo.gl/9Wm8qu

Luego imprima e intercambie las soluciones
con tus comparieros de clase.

— ¢Cual tiene el mayor valor absoluto?
¢, Cual tiene el menor?

A

6. Recuerda que el opuesto de el numero ente-
ro es el mismo numero cambiado de signo.

— Escribe los opuestos de los numeros de
la actividad anterior.

| | 1
o | | | | L | | L
A B C 0 D E F
4. Exprese, mediante una frase, el significado
de los siguientes numeros enteros:
a. -5, si +5 significa ‘cinco grados sobre cero’.
b. +2, si -2 significa que bajamos dos pisos.

¢. +623, si -100 significa que hemos perdido
$ 100.

5. Clasifica estos niUmeros enteros en positivos
y negativos. Después, represéntalos sobre
una recta y ordénalos de menor a mayor.

+9 -6
+12 -4
+5 -9
+10 | -14
-15
-13
-8

»

7. Representa sobre una recta los siguientes
numeros.

+3,-8,-12,0, +7, -4.

= I I I I ol I I o

8. Relaciona cada letra con un numero entero.

A

»
|

A B C 0D EF
0 O 0O 0o od

-
(53}
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1.2. Representacion en la recta numérica
de los numeros enteros

D.C.D. M.4.1.2. Establecer relaciones de orden en un conjunto de nimeros enteros utilizando la recta numérica y la simbologia
matematica (=, <, <, >, 2), utiles al comparar precios, medidas, etc., en varios contextos.

Como se menciond anteriormente, lo nimeros enteros pueden ser representados sobre una
recta de esta manera:

1. En una recta horizontal, se toma un punto cualquiera que se sefiala como cero.
2. A su derecha y a distancias iguales se van sefialando los numeros positivos: 1, 2, 3...

3. Alaizquierda del cero y a distancias iguales que las anteriores, se van sefialando los nume-
ros negativos: -1, -2, -3...

A

| | | | | | | .
| | | ! | | | | | | ! i ! ! !

+1 +2 +3 +4 +5 +6 +7

Ordenacion de numeros enteros

Si ordenamos los numeros que representan las plantas del
ascensor de un edificio, desde la inferior hasta la superior, te-
nemos:

3<-2<-1<0<1<K<2<3<4

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

A
\/

Observa que, al representarlos sobre la recta, el 4 queda a la
derecha del 1, por lo que podemos asegurar que 1 < 4. De la
misma manera diremos que -3 < -1, ya que el -1 queda a la
derecha del -3.

Representacion grafi-
ca de la recta numérica.

Dados dos numeros enteros cualesquiera, es mayor el que esta
representado mas a la derecha sobre la recta.

< | > <—|—|—|—|—|—|—|—> <—|—|—|—|—|—|—|—>
[
At 0 25 410
6-5-4-3-2-10123 456 I51=5 -41=4_
5>2=2<5 4>124<-1
12]=27 -1]=1"

Cualquier  numero
entero positivo es
mayor que cualquier
numero entero nega-
tivo.

El O es menor que
cualquier numero en-
tero positivo y mayor
que cualquier nume-
ro entero negativo.

El mayor de dos nu-
meros enteros posi-
tivos es el que tiene
mayor valor absoluto.

El mayor de dos nu-
meros enteros nega-
tivos es el que tiene
menor valor absoluto.



Criterios para ordenar los numeros enteros

1. Todo nimero negativo es menor que cero. 2 e @ Trabajo colaborativo

1. A continuacion se presentan algunas si-
tuaciones, junto a un compariero

<
<

|
I
-
6 -5-4-3-2-10 Lee cada enunciado y expresa como nu-
mero entero:

2. Todo numero positivo es mayor que cero. a. Unagananciade$45

b. Unapérdidade $37

\

|

[

I I I I I I I c. 330 msobre el niveldelmar

01 2 3 45 6 d

\/

. 140mbajoel niveldelmar

3. Cualquier numero entero positivo es ma- e. Hace 10 afos

yor que cualquier nimero entero negativo. ¢ 4dcuadrashaciaatras

“ I > 2. Escribe cudl es el valor absoluto de:

O B B e e e e e e e a -2
-6-5-4-3-2-1012 3 456

4. El mayor de dos numeros enteros positi- b. +3

vos es el que tiene mayor valor absoluto.

|5|=5 N c. 0
5>2=2<5

0 2 5 |2|=2/

5. El mayor de dos numeros enteros negati-
vos es el que tiene menor valor absoluto.

4=4
D e e e e 4>14<1 f+14

-4 -1 0 -1]=1"

1. Escribe cuatro numeros enteros menores que 2 y otros cuatro mayores que -10.

Menores que 2 -4 -5 0 1

Mayores que -10 -5 -4 -7 0

2. Escribe cinco numeros enteros de manera que el mayor de ellos sea 1y el me-

olola

\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

/
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<
o
o
£
2,
i

Desde la Contabilidad

Senalemos en cada uno de los siguientes pares de numeros enteros el mayor y re-

presentémoslos sobre una recta:

a. -11y8 b. 0y-9

T o

o

cuentra mas a la derecha. 8 > 6.

valor absoluto: -6 > -7.

c. 0y4

d. 8y6 e. -7y-6

Un numero entero positivo es mayor que cualquier numero entero negativo: 8 > -11.
El 0 es mayor que cualquier numero entero negativo: 0 > -9.
El 0 es menor que cualquier numero entero positivo: 0 <4 = 4 > 0.

d. |8 | =8> |6 | = 6. El mayor de dos numeros enteros positivos es el que se en-

e. |-7 | =7> |-6 | = 6. El mayor de dos numeros enteros negativos es el de menor

Ordena de menor a mayor estos numeros enteros:

) ) ) (=) [

a. Primero comparamos entre los numeros negativos cual tiene menor valor

absoluto:

|-23|=23> |-2|=2,2<23=>-23<-2

b. Todo numero negativo es menor que 0: -2< 0.

c. Todo numero positivo es mayor que 0; por lo tanto, comparamos entre los
numeros positivos cual tiene el mayor valor absoluto:

5sl=5<l7l=75<757>5.

-23<-2<0<5<7

En el mundo de los negocios justamente es
cuando entran en juego los numeros negati-
vos, que permiten trabajar sobre todo en los
campos de la contabilidad y finanzas. Estos
ultimos se utilizan para poder representar
deudas o pasivos, y actuando como una resta
o disminucién respecto a los naturales.

2.

Copia en tu cuaderno estos pares de nume-
ros y escribe el signo > o < segun corres-
ponda:

. Ordena de menor a mayor esta serie de nu-

meros.

7 12 12 0 4 -1002 7 -20

Escribe cuatro numeros enteros menores
que 6 y otros cuatro mayores que -15.



1.3. Operaciones combinadas con adicion,
sustraccion y multiplicacion

[

1.3.1. Adicion o suma

diendo la utilidad de los paréntesis en la sintaxis matematica.

Observa coémo sumamos los numeros enteros.

D.C.D. M.4.1.3. Operar en Z (adicién, sustracciéon, multiplicacién) de forma numérica, aplicando el orden de operacion, compren-

Suma de dos numeros enteros

Del mismo signo

°*  Sumamos los valores absolutos de los | *
sumandos y ponemos el mismo signo
de los sumandos.

(-4) + (-5) = -9 (2) + (6) =8

Primer procedimiento

Efectuamos las sumas en el orden en |-
que aparecen.

(-4) + (6) + (5) + (-8) = '
=@+ () +(-8) =
=(7)+(-8) =-1

De diferente signo

Restamos los valores absolutos de los
sumandos y ponemos el signo del su-
mando de mayor valor absoluto.

(D+@)=1 G)+(2)=3

Suma de diversos nimeros enteros

Segundo procedimiento

Sumamos los numeros enteros positivos.
6)+(B)=11

Sumamos los numeros enteros negativos.
(-4) + (-8) =-12

Sumamos los dos resultados obtenidos.
(1) + (-12) =-1

Propiedades de la suma
de niumeros enteros

¢ Conmutativa: Si cambiamos el orden
de los sumandos, el resultado no varian
atb=b+a. (-8)+3=3+(-8)

* Asociativa: En una suma de varios
sumandos, el resultado no depen-
de de como agrupemos los términos:
(@a+hb)+c=a+(b+c).

[(+ 3)+(-4)]+(-2)=(+ 3)+[(-4)+(-2)]

* Elemento neutro: EI O es el elemento
neutro de la suma, porque, al sumar 0
a cualquier numero entero, obtenemos
dicho numero:

a+0=0+a=a.
(-13)+0=0+(-13)=-13

* Elemento opuesto: El opuesto de un
numero entero es el numero entero que
sumado a él da 0: a + op(a) = 0.

-7+ (+7)=0

5. Calcula.

a. (7) + (-9) + (-3)

b. (-14) + (8) + (5)
c. (23) + (-17)
d. (-9) + (-16)
6. Calcula estas sumas de dos formas distintas.
a.3+(-7)+12+(-8)+4
b.-6+25+ (-14) + (-7) + 4 + (-3)
7. Agrupa para sumar.

-5 +8 +(-2)

-
(o]
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1.3.2. Sustraccion o resta

Para obtener el opuesto de un numero en-
tero basta con cambiarle el signo.

La existencia del elemento opuesto nos
permite definir la resta de dos numeros en-
teros en una suma.

Fijate en esta resta de numeros enteros:
3)-(-7)=10
Por lo tanto, podemos escribir:
(3)-(-7)=3+0p(-7)=(3) +(7) =10

También podemos obtener opuestos de una
expresion cuando existe un signo menos
enteramente fuera de un paréntesis:

-((A2) + (7)) =-(5)=op (5) =-5

Los paréntesis nos indican, en el caso de
signos, a qué términos debemos aplicar la
operacion del opuesto.

Simplificacion de la escritura

Podemos evitar el uso de paréntesis inne-
cesarios en las operaciones de numeros
enteros:

* Identificamos cada numero entero posi-
tivo con un numero natural y lo escribi-
mos prescindiendo del signo y del pa-
réntesis si no es necesario.

(4)=+4=4

* A partir de la definicion de la resta, po-
demos simplificar la escritura de las
operaciones con numeros enteros ne-
gativos.

B)+(2)=(®8)-(2)=8-2

Al trabajar con numeros enteros, el signo -
puede tener dos significados diferentes:

(+5) (-¢2)
Indica la Indica un
operacion numero entero
resta. negativo.

Simplificacién de la escritura en sumas y
restas

(+6) + (+2) = 6 + 2
© (+6)+(-2)=6-2
© (-6)+ (+2)=-6+2
o (6)+(-2)=-6-2
© (+6)-(+2)=6-2
o (+6)-(-2)=6+2
© (-6)-(+2)=-6-2

© (-6)-(-2)=-6+2

Resta de dos numeros enteros

- Sumamos al primero el opuesto del segundo.
(@) - (b) = (a) + op (b)
@D-N=BH+7
5)-¢2)=0G)+(®)

A




1.3.3. Multiplicacién y divisién
Multiplicacién

Segun el lenguaje matematico, el signo (x)
de la multiplicacion puede sustituirse por el
signo (.).

Multiplicamos los valores absolutos de los fac-
tores y ponemos el signo dado por la regla de
los signos que se muestra a continuacion.

. + -

Observa que, al aplicar la regla de los sig-
nos, el signo del producto es positivo si los
dos factores tienen el mismo signo; y nega-
tivo si tienen distinto signo.

Propiedades de la multiplicaciéon de nu-
meros enteros

Dados cuatro numeros a, b,cyd

¢ Conmutativa: Si cambiamos el orden
de los factores, el resultado no varia:

a-b=b-a.
4.2=2.-4
-8=-8

* Asociativa: En un producto de diversos
factores, el resultado no depende de
como los agrupemos:

(@a*b)-c=a-(b-c)
(-6-7)-3=-6-(7-3)
-126 =-126

* Elemento unidad: El 1 es el elemento
unidad de la multiplicacién, porque, al
multiplicar cualquier numero entero por
1, obtenemos el mismo numero:

a-l1=1-a=a
9.1=1--9
-9=-9

* Propiedad distributiva de la multiplica-
cion respecto de la suma: Esta propie-
dad nos permite sacar factor comun:
a-(b+c)=a-b+a-c

a-b+a-c+a-d=a-(b+c+d)
~15+20+5=5-(-3+4+1)=5-(2)=10
Divisién

Dividimos sus valores absolutos y escribi-
mos el signo dado por la regla de signos
mostrada a continuacion:

+ -

- - +

Observa que el cociente es positivo si el di-
videndo y el divisor tienen el mismo signo,
y negativo si el dividendo y el divisor tienen
signos distintos.

° R,
a Trabajo individual

8. Calcula estas sumas de dos formas distintas.
a.3+(-7)+12+(-8) +4
b.(-6)+ 25+ (-14) + (-7) + 4+ (-3)
9. Simplifica la escritura y calcula estas restas.
a. (9)-(12) c. (95) - (-22)
b. (-25) - (-25) d. (12)-(34)
10.Saca el factor comun y calcula.
a.(-6)-(-4)+(-4)-5-9-(-4)
b.5-(-7)-5-(-3)-8-5
11.Calcula.
a.(4) x (2) x (-9)
b. (-4) x (1) x 0

c.(-3) x (4) x (-7)
d. (3) x (-5) x (2)
12.Calcula.

a. (-205) : (-5)

b. 135 : (-9)

c. (-63): (-7)
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1.4. Aplicaciones de operaciones combinadas

D.C.D. M.4.1.4. Aplicar las propiedades algebraicas (adicién y multiplicacion) de los nimeros enteros en operaciones numéricas
en problemas de la vida cotidiana.

Recordemos el orden que debemos seguir
para efectuar operaciones combinadas de
nu-meros enteros y para resolverlas median-
te el uso de paréntesis o0 no.

Paréntesis ortograficos

Son los que tienen un numero entero negati-
VO Y sirven para evitar dos signos seguidos.

Cuando nos encontremos dos signos + o - se-
parados por un paréntesis ortografico, lo po-
demos sustituir por un unico signo.

+G)=- () -
()t ()t
Paréntesis de prioridad

Son utilizados para establecer la prioridad de
las operaciones combinadas.

3-(-5)+10-2-(30:6-7)

\/ N\

paréntesis paréntesis
ortograficos de prioridad

Operaciones combinadas
sin paréntesis

* En primer lugar, efecutuamos las divi-
siones y luego las multiplicaciones.

« Acontinuacion, calculamos las sumas y

las restas.
32+25:(-5) -3 80-24:5-3)-4
32-5-3 80+8-4
32-15 80 + 32
—daclo
17 112

Efectuemos: 3 + 4 - (-5).

Calculamos la multiplicacion.

=3+ (-20)=3-20 i
Resolvemos la resta. i

@ Mundo Digital

Al entrar a este enlace encontraras un resu-
men de los numeros enteros:

Definiciones
Propiedades
Operaciones

Puedes usarlo para conocer mas acerca de
este campo de estudio.

https://goo.gl/zqC1HC

a Trabajo individual

13.Resuelva las siguientes operaciones
a. +6+ +3 + +5= o
b. 16 +-16 =
c. -1+-3+-3=
d. -36 + 36 =
e. 8+10+13=
f. -33+15=
g. 2+-3+-3=
h. +37+-30=6-(9-8) =
i. 5-(2-3)=
j. 17-(8+4-5)=
k. (318-200)- 27.(-1) =
. 10-(-2)—-7-(-1)—-5-2+7=

m3—G-2)+12:(-7)—4-8—-4) =



Operaciones combinadas
con paréntesis Calculemos:

Primero, calculamos las operaciones in- 5:(-7+4)+8-3:(9-6)+4-(-5-1)

dicadas dentro de los paréntesis. - En primer lugar, resolvemos las

A continuacién, efectuamos las multipli- operaciones de los paréntesis.
caciones y las divisiones en el orden en 5.(-3)+8-3:(3) +4-(-6)
que aparecen.

* A continuacién, efectuamos

Finalmente, solucionamos las sumas y las multiplicaciones y las div

las restas. :
siones.
14-(9+24:4)-3-7 3-(8:4+12:3)-20 -15+8-1-24
14- (9 + z) .3-7 3. (3*2 + Z) -20 * Finalmente, realizamos las
v v sumas Yy las restas.
14-15-3-7 26 .
- 336 +36 20 15-1-24+8=-32
14-45-7 108-20
v v
-31-7 88
-38

12-(7+4-3)-(4-2-6)+(4+6-5-3)+3-(5-8:2)

Primero, operamos los productos y cocientes de los paréntesis.

12-(7+12)-(8-6)+ (4 +6-15) +3-(5-4)

A continuacion, realizamos las sumas y restas dentro de los paréntesis, y simplificamos.
12-19-2+4(-5)+3-1

Finalmente, realizamos las sumas y las restas.

12-19-2-5+3-1
-12

Ademas de los paréntesis, existen simbolos con mayor jerarquia: los corchetes.

Operaciones combinadas con paréntesis y corchetes

Primero, efectuamos las operaciones indicadas dentro de los paréntesis.
Sustituimos los corchetes por paréntesis y efectuamos las operaciones indicadas
dentro de dichos paréntesis.

Efectuamos las multiplicaciones y las divisiones en el orden en que aparecen.

Finalmente, solucionamos las sumas y las restas.

96:[7-(3-6-2)+ 3] 80:[6-(2+3-9)+8]
L (B) 4 80 (6 - (-4) + 8)
-96: (7 - (-5) + 3) (6
-96: (-35 + 3) 80: (:24 1 8)
S
-96: (-32) 80:(-16)
3 -5
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Operaciones combinadas con paréntesis y corchetes
Ademas de los paréntesis, existen simbolos con mayor jerarquia: los corchetes.

«  Primero, se resuelven las operaciones de dentro hacia afuera, generalmente iniciamos
con las que estan dentro de los parentesis.

«  Sustituimos los corchetes por paréntesis y efectuamos las operaciones indicadas
* dentro de dichos paréntesis.
« Efectuamos las multiplicaciones y las divisiones en el orden en que aparecen.

* Finalmente, solucionamos las sumas y las restas.

-96:[7-(3-6-2)+ 3] 80:[6-(2+3-9)+8]
\ v
-96: [7 - (-5) + 3] 80:[6-(-4) + 8]

96 - [ 80:[-24 + 8]

96 : [-35 + 3] =y

-96: (-32) 80: (-16)

3 -5
°g Calculemos:
?EL 2-[4-(-7)-(6-9)]-5:(9-4)
o
M < Primero, calculamos las operacio- * Resolvemos las operaciones indi-
nes de los paréntesis. cadas dentro del paréntesis.

« Sustituimos los corchetes por pa- * Finalmente, efectuamos las multi-
réntesis. plicaciones y las divisiones en el
orden en que aparecen.

2-[4+7-(3)]-5:5 2-(-17)-5:5
2-(4+7-(-3))-5:5

34-1=33
a @ 2 Trabajo colaborativo
1. Formen equipos de trabajo y elaboren tres 3. Determina.
situaciones que se tengan que resolver con
operaciones combinadas con numeros ente- a.-[3-(4-6)-2] ¢
ros; luego, compartan las actividades y re- b.2-[-3(2-3-6)+8]

suelvan.

2[99 (-9+3-6)+
2. Calcula las siguientes operaciones combina- ¢ [9-(9+3-6)+53]

das. d.-27:[-3-(-9-6)-72:2]
a.3:-(-1M)+24-4 e.-7-[5-(-2+6)-2-(-5+9)]
b.-16-7:4+4-3 f. 8:(15-7)-[3-(4-6)-2]
C.-6 - (-12)-24 -5+ 1 9.9:(12-3)-[3 (5-8)-3]

d.-72:9+7-(-4)-6

>0

-3-[5-(-7)- (4-6)]:(6-3)



2. Potenciacion y radicacion con niimeros enteros
2.1. Potencia con nimeros enteros y exponentes naturales

D.C.D. M.4.1.5. Calcular la potencia de nimeros enteros con exponentes naturales en asociaciéon con areas y volumenes en el

caso de exponente 2y 3.

Potencias de base entera
y exponente natural

En ocasiones, encontramos multiplicaciones
cuyos factores se repiten. Estos productos
de factores iguales se llaman potencias.
4.4.4=43

En esta ocaciion trabajaremos con una po-
tencia esta formada por la base a (numero
entero) y un exponente n (numero natural).
Esta operacion consiste en la multiplicacion
de la base a por ella misma, las veces que
indique el exponente n.

_,—exponente

base—a" 4.4.4=43

Una potencia de exponente 1 es igual a la
base de esta potencia.
al=a
Para obtener el signo de una potencia, se-
guimos estas reglas:
« Si el exponente es par, la potencia es
siempre positiva.
32=3:-3=9 (-3)’=(3):(-3)=9
« Si el exponente es impar, la potencia
tiene el mismo signo que la base.
32=3.3-3= 27
(-3=(3)-(-3)-(-3)=-27

Exponente
Par | Impar
+ + +

Base
- + -

Las potencias de exponente 2 se leen “ele-
vadas al cuadrado” por su relacién con un
cuadrado. El area A de un cuadrado se cal-
cula multiplicando lado por lado
A=l.1=1

Por lo tanto se puede decir que
el area, A de un cuadrado es
igual a una potencia de expo-
nente 2 y de base su lado [

En la primera potencia de exponente 2 se
puede interpretar geométricamente como
el area de un cuadrado de lado igual a la

base de la potencia.

Las potencias de exponente 3 se leen “ele-
vadas al cubo”. En geometria en un cubo,
los lados de cada cuadrado son comunes
a dos caras y se llaman aristas (a) y son
todas iguales

El volumen (V) de un
cubo se obtiene multi-
plicando la arista de su
largo por a la de su an-
cho y por la de su alto, y
como todas son iguales,
se obtiene que:

V=a-a-a=a3

Operaciones con potencias

Para operar con potencias de base entera y
exponente natural, procedemos igual que en
el caso de potencias de base natural.

« Multiplicacion de potencias de la misma
base: am-a"=am*"

(-4)%- (-4 = (-4)*"° = (-4)°

 Divisién de potencias de la misma base:
am":a"=a"" ", m>n
6°:6%=6°3=67

+ Potencia de un producto: (a-b)»=a"-b"
(-3:5)*=(-3)*5*

« Potencia de una potencia: (a™)" =a™"

[T = (72 =(7)°

- Potencia con exponente negativo: a™= ;

(1)1
7 _<-72> T 49

Distribucién gratuita. Prohibida su reproduccién



Potencias de 10

Las potencias de 10 son utiles porque simplifican la escritura.

A cualquier niimero entero seguido de ce-
ros lo podemos expresar como el pro-
ducto de este numero por una potencia
de 10 de exponente positivo.

-90000=-9-10000=-9 - 10*

A las potencias de 10 también las empleamos
para expresar las diversas equivalencias de
los prefijos del sistema internacional (como se
muestra en la tabla).

1 kilometro (km) = 10°m
1 decilitro (d €)= 10" #
1 nanémetro (nm) = 10° m
Para transformar las unidades, es necesario

aplicar los factores de conversién correspon-
dientes.

a. ¢Cuantos centimetros son quince nanémetros?

Como1nm=10"°my1cm=10"2m, pode-
mos escribir estas equivalencias como facto-
res de conversion para obtener centimetros.

(=2)
o
Q
£
(%)
n—
L

-9
15nm= 15nm- m—m-1ﬂ= 15-107cm

1nm 102m
b. ¢Cuantos hectolitros son setenta mililitros?
Como 1 mf =102 ¢ y 1 hf = 102 £, podemos
escribir estas equivalencias como factores de
conversion para obtener hectolitros.
10°¢ 1hf
1mf 10*¢

70 m? - =70-10°hf =7-10"*hf

Asi,15nmson15-107cmy70mfson7 - 10“ hf.

\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

/
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A cualquier nimero decimal con parte
entera nula lo podemos expresar como
el producto de sus cifras decimales di-
ferentes de 0 por una potencia de 10 de
exponente negativo.

10 000 000 107

L 4107
107

0,0000004 =

=4 e

Prefijo Equivalencias
(simbolo) en unidades
tera- (T) 10"
giga- (G) 10°
mega- (M) 10°
kilo- (k) 10°
hecto- (h) 102
deca- (da) 10°
deci- (d) 107"
centi- (c) 1072
mili- (m) 1073
micro- ) 107¢
nano- (n) 107°
pico- (p) 10712
femto- (f) 10715
atto- (a) 10718

14.Escribe, en forma de potencias, estas mul-
tiplicaciones e indica la base y el exponente :
[ ]

de cada una.

a.-2(-2) - (-2)
b. 5 - (-5) (-6) (-6) - (-5)

15. Indica el signo de estos ejercicios.

a. (-4) d. (-7 )
b. (-2)" e. (-4)2
c. (6



Aplicaciones de las potencias

Aparte de sus aplicaciones en el algebra y en la notacioén cientifica en general, las potencias

son muy usadas en aplicaciones informaticas.

Las potencias de dos se utilizan para definir magnitudes basadas en el byte. Esto se debe a
que las computadoras trabajan con un sistema binario (1 y 0) y, por esto, su capacidad incre-

menta con potencias de base dos.

Nombre Simbolo Potencia y valor
bit b 2°=1 bit
byte B 2%= 8 bits
kibibyte Ki 29=1 024 bytes
mebibyte Mi 220=1 048 576 bytes
gibibyte Gi 2%0=1073 741 824 bytes
tebibyte TiB 249=1 099 511 627 776 bytes

Las potencias de base diez fueron utilizadas mas tarde para el mismo propésito, a pesar de
no ser la cantidad exacta, son una buena aproximacion a la cantidad de bytes contenidos en

distintas memorias.

Nombre Simbolo Potencia y valor
byte B 10°= 1 byte
kilobyte KB 10°= 1 000 bytes
megabyte MB 10=1 000 000 bytes
gigabyte GB 10°=1 000 000 000 bytes
terabyte B 10"2=1 000 000 000 000 bytes

La capacidad de almacenamiento de distin-
tos dispositivos también crece en potencias
de base dos.

2°=1 MB 2’=128 MB

2°=512 MB

2"=2048 MB

2*=16 MB

2°= 64 MB

16.Expresa en forma de una sola potencia:
a. 2324
b. (-2)3- (-2)°
c. [-3)7]°
d. (-7)*: (-7)?
e. [(-4)°] ¢

17.Escribe como potencia de base positiva:
(=5)°% (=7)", (=15)', (=9)%, (=3)*"

18.Expresa en forma de una sola potencia:
a.23-24
b. (-2)* - (-2)°

c. [(-4)°T*

d. (-3)%: (-3)°

e. (-7): (-7)

£ [(=3)P°

19.Expresa, en forma de una sola potencia, las
siguientes operaciones. Transforma previa-
mente, si es preciso, las potencias de base
negativa a potencias de base positiva.

a.(-2)-(-2)- (-2) d. (-6)": (-6)°
b. 72+ (=7)* - (-7)? e. 72 : (-7)
C.(—4)5- 4% 41 (4P f. (-4)5: 4°

N
~
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2.1. Raices de nimeros naturales en operaciones

combinadas

D.C.D. M4.1. (6, 7) Calcular raices de numeros N que intervienen en expresiones matematicas combinadas con Z aplicando el
orden de operacion y verificar resultados utilizando la tecnologia.

Raices cuadradas

Si un numero natural es el cuadrado de otro
numero natural, lo llamamos cuadrado per-
fecto. En la siguiente tabla mostramos los
cuadrados perfectos de los diez primeros
numeros naturales. Asi, por ejemplo, el nu-
mero natural 9 es cuadrado perfecto, pues
es el cuadrado de 3:

32=9
Decimos que 3 es una raiz cuadrada de 9.

simbolo de la raiz cuadrada

\/? =z ?’L raices
radicando cuadradas
Pero sabemos que (-3)? = 9; por lo tanto,

diremos que 9 tiene dos raices cuadradas:
+3y-3.

Numero Cuadrado
1 1
2 /‘ \491
3
4 16
5 25
6 36
7 49
8 64
9 81

10 100

La raiz cuadrada de un numero A es otro nu-
mero a que, elevado al cuadrado, es igual
al primero.

VA=a=a’=A

Para los cuadrados perfectos existen dos nu-
meros que elevados al cuadrado dan como

resultado el numero original, uno positivo y
otro negativo, que son dos numeros enteros
opuestos.

Recuerda que una potencia de exponen-
te par es siempre positiva; por lo tanto, no
existe ningun numero tal que su cuadrado
sea negativo. Los numeros enteros negativos
no tienen raiz cuadrada.

Tomemos en consideracion que cualquier nu-
mero elevado al cuadrado es un numero posi-
tivo, independientemente del signo que tenga.

32=9 6 =9

Y la raiz cuadrada de cualquier numero re-
presenta la raiz cuadrada positiva, tenemos
la siguiente expresion algebraica para defi-
nir el valor absoluto.

Calculemos las raices cuadradas de los
siguientes cuadrados perfectos: 144 y
625.

* Sabemos que 122 =144y (-12)? = 144
; 252 =625y (-25)? = 625

¢ Por lo tanto:

V144 =|+12] y V625 =[+25|

Ejemplo 10

\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Mundo Digital

Visite el siguiente link https://goo.gl/4twzKB o
cualquier pagina web que presente ejercicios
interactivos de raiz cuadrada

i Trabajo individual

20.Calcule mentalmente las siguientes raices
cuadradas y posteriormente compruebe el :
[ J

resultado con el empleo de una calculadora.

a. \/400 d.A/625
b. \/49 e.\/100
c. V36 f /144



Raiz cuadrada entera

En matematica, solo consideraremos el resul-
tado positivo de la raiz.

Tomemos un numero que no sea el cua-
drado perfecto de otro numero entero; por
ejemplo, el 58.

Los cuadrados perfectos mas préximos a 58
son 49y 64.

Asi, la raiz cuadrada de 58 estara comprendi-
da entre 49 y 64.

Como podemos observar en el recuadro su-
perior de la derecha, 7 es el numero entero
mas alto que esta por debajo de la raiz cua-

de 58.

La raiz cuadrada de un numero que no sea
cuadrado perfecto tiene un resto diferente
de 0. Observa como podemos obtener este
resto r:

58-7*=58-49=9

cuadrado de la raiz entera

Potencias y raices con calculadora

En las calculadoras cientificas existe una tecla
especifica para obtener el resultado de una
potencia o raiz directamente. Existe una tecla para
calcular el cuadrado y otra para el cubo. Tienen una
pantalla de dos lineas. En la primera visualizamos
la operacion; en la segunda, el resultado.
Veamos ejemplos de estos usos en las
operaciones.

¢ Calculo de potencias de numeros enteros:

(015 [+ s [

* Operaciones combinadas:
5x 103 -3 x (52 +25)+24 x42

.
[sfx i Tolwl-FsTxl Pshel |

L

Radicacién superior

Asi como existen las raices para potencias
de dos, llamadas raices cuadradas, también
existen raices para potencias mayores.

Ala raiz la podemos entender como la opera-
cion inversa de las potencias.

Si tenemos 3 - 3 - 3 = 27, podemos utilizar la
raiz cubica.

V27 = V3 =3

Potencia Raiz
a=b? b=+a
a=b3 b= %
a=b4 b= \4/5
a=b" b= {‘/a_

a @ 2 Trabajo colaborativo

4. Formen equipos de trabajo con las perso-
nas de su localidad y discutan: ¢Las si-
guientes raices son cuadradas perfectas?

V147 vie et

5. Después completen estos ejercicios en
sus cuadernos.

a.22-3%-29+22=
b. 22 /36 -1/169 + 3=
c.42 +1/4 +8°-2%=

N
(=]
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3. Ecuaciones simples
3.1. Introduccion a las ecuaciones de primer
grado con una incognita.

D.C.D. M4.1. (8, 9) Expresar enunciados sim- ples, inmersos en problemas cotidianos en los que se desconoce uno o mas va-
lores, en lenguaje matematico y aplicar las propiedades algebraicas (adicion y multiplicaciéon) de los numeros enteros en la
suma de monomios homogéneos y la multiplicaciéon de términos algebrai- cos para resolver problemas cotidianos.

Lenguaje algebraico

Los diferentes tipos de numeros sirven para expresar cantidades; pero hay situaciones que
no pueden expresarse Unicamente con numeros. En estos casos, también empleamos letras.

. Expresiones algebraicas
Reglas de escritura P 9

del lenguaje algebraico Para expresar que la base de un rectangulo

- Al'signo x de la multiplicacion lo po- es el doble de su altura podemos escribir:

demos sustituir por el signo (-). b =2h

3Xa=>3-a
Donde b representa la base y h la altura del

Cuando el signo de la multiplicacion aparece entre rectan gul o.

letras o entre un nimero y una letra, acostumbra-

mos a suprimir. . .
P Para expresar en lenguaje algebraico cual-

3-a=>3a .
quier frase, debemos escoger la letra o las
a-b-c=abc letras que vamos a usar y tener en cuenta
¢ No escribimos el factor 1. las reglas de escritura.
1la’b = a%b
. Una expresion algebraica €s una serie de nime-
¢ No escribimos el exponente 1. . .
bl = 2%h ros y letras relacionados por los signos de las

operaciones aritméticas.

En el ejemplo anterior, si queremos conocer la base de un rectangulo de tres unidades de
altura, basta con sustituir h por 3 en la expresién algebraica y efectuar el calculo.

b=2h—=3, p=2.3=56

El valor numérico de la expresion algebraica b = 2h, para h =3, es 6.

El valor numérico de una expresion algebraica es el numero obtenido al sustituir las
letras por numeros y efectuar las operaciones indicadas.

° .
Por ejemplo, la expresion algebraica 3h -7, M@ P indwvidual

tiene distintos valores numéricos para dis- 21.Escribe en lenguaje algebraico estas expre-
tintos valores de h. siones.

e La mitad de un niumero.

Yalordeh Valor numérico - Al doble de un numero afiadirle cinco
1 3(1)-7=3-7=-4 unidades.
5 3(5)-7=15-7=8 * Lasuma de un nimero y su opuesto.
-2 3(-2)-7=-6-7=-13 + La diferencia de un numero y el triple del

mismo.



Monomios

Un monomio es una expresion en la cual las Unicas operaciones entre los factores son multi-
plicaciones o potencias de exponente con numero entero positivo. Siguiendo estas reglas, lo

monomios pueden ser tan pequefios o tan grandes como deseemos.

X, ha234412’

Todos son ejemplos de monomios.

Coeficiente

abcd?, efghi®, jklmno*, pqrstuv?, wxyz

Llamamos coeficiente al numero o los nUmeros que aparecen en un monomio y multiplican a

todos los demas términos.

3x 7abc?

Parte literal

La parte literal de un monomio es aquella que contiene todas

las letras que representan las variables.

Grado

9n6m
No es usual escribir un

monomio con nUmeros en
el medio; por esta razon, al
Ultimo término lo escribire-
mos de esta manera:

9n6m = 9:-6nm = 54nm

El grado de un monomio esta dado por la suma de todos los
exponentes de sus variables. Es importante recordar que, si
una variable no tiene su exponente, su exponente es 1.

Monomio Grado

X y*z 2+2+1=5

X' yzw? 7+1+143=12
X 1

Como ya hemos visto, dos monomios son
semejantes si es que tienen la misma par-
te literal (variables), ademas los podemos
agrupar y, de esta manera, resolver opera-
ciones mas complejas.

Algunas operaciones con monomios seme-
jantes:

ax"+ bx" (a+b)x"

ax" - bx" (a-b)x"
Multiplicacion de monomios por
numeros

Para multiplicar un monomio por un numero,
multiplicamos el coeficiente del monomio por
el numero.

Es importante recordar que, entre las varia-
bles y numeros de un monomio, existe una
multiplicacion imaginaria y, por este motivo,
no aplicamos la regla de distribucion para la
multiplicacion.

5(2ab) =10ab#5-2a-5-b

Si un monomio no tiene un coeficiente, en-
tonces el coeficiente del monomio es 1.

a a a Trabajo colaborativo
6. Junto con un compafiero resuelva los si-
guientes ejercicios

a. Determinen las partes de las siguien-
tes expresiones.

x—4y +2x-3
5m+3n-2

b. Escriban dos monomios de grado 1,
dos de grado 2 y dos de grado 3 utili-
zando X, Y, z

Distribucién gratuita. Prohibida su reproduccién
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3.2. Aplicaciones de las ecuaciones de primer
grado con una incognita.

D.C.D. Plantear y resolver ecuaciones de primer grado con una incégnita de manera analitica, comprendiendo que se puede
expresar en lenguaje matematico situaciones cotidianas Ref ( D.C.D. M.4.1. (10, 11 ,12))

3.2.1. Suma y resta

Simplificar una expresion algebraica

Simplificar una expresion algebraica con-
siste en agrupar los términos semejantes y
operar con ellos.

En las expresiones algebraicas, solo pode-
mos sumar y restar los términos semejantes.
Observa el procedimiento.

Si todos los términos son semejantes.
3X + 2x

Sumamos o restamos los coeficientes y deja-
mos la misma parte literal.

X+ 2x=(3+ 2)x=5x
3x + 2x = 5x
Si no son semejantes todos los términos.
2xy + 3%+ 3xy — X2 + 4y =
= (2xy + 3xy) + (3x* — x%) + 4y
= 5xy + 2x* + 4y

Reducir términos semejantes

Es cuando en una expresion algebraica
sumamos o restamos los términos seme-
jantes, obtenemos una expresion algebrai-
ca mas sencilla.

2a+3b+3a-b=5a+2b

Es importante recordar que:
3xy? # 3 (xy)?

En la primera expresion el exponente afec-
ta unicamente al literal sobre el que se en-
cuentra, cuando sumamos paréntesis el ex-
ponente afecta a todo lo que se encuentra
dentro del mismo tal como se observa en la
segunda expresion.

3.2.2. Multiplicacion

Siempre podemos efectuar la multiplicacion
de los términos de dos expresiones alge-
braicas, aunque dichos términos no sean
semejantes.

Observa este ejemplo:

3a-5a%b
Multiplicamos por un lado los coeficientes vy,
por el otro lado, las partes literales, teniendo
en cuenta las propiedades de la multiplicacion
de potencias.

[ +——
BJal-[5a%b =[T5]a%b
3a-5a’b=15a?b

Las operaciones algebraicas cumplen con la
de la res-
pecto de la yla

Podemos reordenar la parte literal de un tér-
mino, dado a que entre cada letra 0 numero
existe una multiplicacion.

3xy?=3-xy’=3y’x
También es importante recordar que:
3xy? + 3(xy)?

El cuadrado afecta unicamente al literal so-
bre el que se encuentre, a menos de que
esté afuera de un paréntesis; en cuyo caso
afecta a todo el término que se encuentra
dentro del paréntesis.

Esto es importante al agrupar términos seme-
jantes.

3xy? -5y?x -3x’y  S5yx?

Aunque se vean similares, no a todos los tér-
minos anteriores los podemos agrupar entre
si. Observa lo que pasa cuando reordenamos
los términos:

-5y? x = -5xy?
5x%y = Syx?



Una vez hecho esto vemos que los siguientes
términos son semejantes, debido a que las ex-
presiones del mismo color son

2

3xy -5y*x

-3x%y Syx*

Pero no es lo mismo decir y? x que x? y, asi
que a los términos azules y los magenta no
los podemos agrupar.

Esto sucede de la misma manera con tres o
mas términos.

3 yz 7 = 7x3 yz — yz 7x3= Zyz B=x3 Zyz — yz 37
Pero ninguno de los siguientes términos es
equivalente a los anteriores ni entre si:
y3 7x2 X3 yZZ
73 Xy?

x3zy xy’z 73 yx?

Dicha propiedad permite transformar multi-
plicaciones en sumas o restas de multipli-
caciones.

Observa estos ejemplos:
5a(b+ 1)=5ab + 5a
4a (a-3b)=4a’-12ab

Esta propiedad también nos permite realizar
el proceso inverso; es decir, sacar el factor co-
mun. Esto lo hacemos de esta manera:

7a-3ab=a(7 - 3b)
2a+ 5a’b=2a+ 5a-ab =a(2 + 5ab)

Recuerda que resolver expresiones algebrai-
cas con incognitas (x, y, etc.) es lo mismo que
resolverlas con numeros, la Unica diferencia
es que la respuesta no es un numero sino una
expresion.

a.5(3+5)=5-3+5-5=15+25=40
b.5(3+x) =5-3+5-x=15+5x
C.5(y+x) =5-y+5-x=5y+5x

Nota: En la expresion ¢, obtenemos lo mis-
mo que en la a, sacando el valor numeérico
con valores de y=3 y x=5.

Una expresion con incognitas puede verse
como una generalizacion de una operacion
con numeros.

Decir la primera expresion en palabras se-
ria de esta manera: «Tomamos los numeros
tres y cinco, los sumamos y, luego, multi-
plicamos la respuesta por cinco». Por otro
lado, la tercera expresion en palabras seria:
«Tomamos cualquier par de numeros x e y,
los sumamos y luego multiplicamos la res-
puesta por cinco».

Podriamos generalizar esta operacion aun
mas:

Zz(x+y) =z y+z-X=2zy +zX

Del mismo modo, si tenemos la parte dere-
cha de la expresion anterior, podemos to-
mar z como y llegar a la expre-
sion de la izquierda.

zy +zx = z(y + X)

Recuerda que las expresiones que se de-
tallan a continuacion son equivalentes, por
las reglas de los exponentes:

Xz‘y3‘Z-1+W-3:X'X'y‘y'Y'i+L
z W

Apliguemos la propiedad distributiva y
calculemos el valor numérico del siguien-
fe producto: 3a(da-5b),sia=-1yb=3.

Aplicamos la propiedad distributiva.

3ada-5b)=12a’- 150ab
Sustituimos la letra a por -1 y la letra b
por 3.

120%-15ab =12 (-1)2- 15¢-1)(3)
=12+45=57

‘ Trabajo individual

22.0btén el factor comun de las siguientes ex-

presiones.
a.43x—3xy +x2 b.7ab+ 33by+b

23.Completa la siguiente ecuacion para que
tenga solucion si x = -7:
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Casos de la multiplicacion
Factores con potencias negativas

De la misma manera que a? significaa - a, a,
significa 1 + (a') o, utilizando fracciones,
1 1

—=—a#0
at a

Las potencias negativas son equivalentes a
uno sobre su contraparte positiva.

x‘3=—1 ;Xx#0
X3
Si el término esta multiplicado por un niume-

ro, este se mantiene y multiplica a toda la
fraccion:

Un error comun es llevar al término con po-
tencia negativa a la parte inferior de la frac-
cidn junto con el numero que lo multiplica:

3x3# L
3x3

Esto es un error del que debemos tener cui-
dado, pues cambia completamente la expre-
sion.

De la misma manera que podemos sacar po-
tencias positivas de factor comun, podemos
utilizar potencias negativas.

2y+z2%x=z-z2-y+z-x=72%+ z"2x =
z* (y + zx)

2y + 723k =7%y + 722 z2'x =77 (y + z'X)

a ® 2 Trabajo colaborativo

1. Generaliza numéricamente y con palabras
la expresion 5 + 4(3) = 17. :

2. Saca el factor comun en la siguiente expre-

sion algebraica:

2xy-4x+2x2y=,

3. Escribe tres operaciones de suma, resta y

multiplicacion de monomios, de tal manera
que se obtenga el resultado propuesto (la
operacion debe tener tres términos).

4. Resuelve estos ejercicios:

a.3x+x,six=4
b.4m + 3m-8,sim=-2

C.5x+4y-5,six=7,y=6

5. Obtén el factor comun con potencia negativa.

a. i + i—5x-3 x#0
X X?
b. 12 4 @ op2:b#0
b b®
6. Completa:

b) a2b - 6a%b?=2a% - (.....-.....)
c) 27a%b® + 9a%b - 81a*b? + 21a%b’” =

Formen parejas y planteen tres ecuaciones con paréntesis. Resuelvan y expongan la Respuesta

paso a paso.



3.3. Introduccion a los nimeros racionales.

D.C.D. M.4.1. (13, 14) Reconocer el conjunto de los nimeros racionales Q, identificar sus elementos y representarlos como un
numero decimal y/o como fraccion en relacion con expresiones cotidianas que requieren el uso de estos numeros.

Fracciones

Las fracciones se utilizan habitualmente para
representar partes de una unidad. Asi, cuan-
do decimos que las dos terceras partes de los
asambleistas han votado a favor de una ley,
y los dividimos en tres grupos iguales, dos de
estos grupos habrian votado a favor de la ley
y, matematicamente, lo representariamos con
la expresién =

Un namero fraccionario, 0 fraccion, es el cociente de dos numeros enteros (a 'y b) que se
representa de la siguiente forma:

‘@ —— numerador
b —— denominador

* El denominador indica el numero de partes iguales en que se ha dividido la unidad.
* El numerador expresa las partes que hemos tomado.

Una fraccion puede expresarse como el cociente de los dos numeros que la confor-
man. Si dividimos los niumeros, usualmente obtenemos un niumero decimal.

Una fraccién puede interpretarse de varias formas:

Fraccion como division Fraccion como razén

. Fraccién como operador
entre dos enteros de medida P

2
La longitud del segmento de AB Para calcular las =5 partes de 125
Para envasar 3 kg de arrozen 5 €os- | g5 2 de | longitud del segmen- cromos, multiplicamos la fraccion por

tales efectuamos la divisiéon 3 : 5. 3 125.
3 to CD. 2 _
3:5=?=0,6kg T.125—500romos

.\ Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion
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| 36

Puesto que una fraccion puede interpretar-
se como la expresion de una division en-
tre dos numeros enteros, es evidente que
podemos encontrar fracciones positivas y
fracciones negativas.

Como en el caso de los numeros enteros,
escribimos las fracciones positivas sin indi-
car su signo.

3 3

T =y

Y, teniendo en cuenta la regla de los signos
para la division, podemos escribir:

3 _-3

4 -4

Clasificacion

Fijate como clasificamos las fracciones al compararlas con la unidad. Y

Fracciones propias

Tienen el numerador menor que el denomi-
nador (a < b). Son fracciones menores que
la unidad.

Fracciones impropias

Tienen el numerador mayor que el denomi-
nador (a > b). Son fracciones mayores que
la unidad.

Fracciones equivalentes

Vemos, pues, que toda fraccion positiva
puede expresarse como el cociente de dos
numeros enteros, ambos positivos 0 ambos
negativos.

Y, del mismo modo, toda fraccion negativa
puede expresarse como el cociente de dos
numeros enteros, uno de ellos positivo y el
otro negativo.

S _ 5_ .5
4 ~-8° '8

% —
2<5 —> %<1
% —
7 o1 i 2 _.2
7>5 > 5 rlumdad+5_15

Para saber si dos fracciones distintas, por ejemplo % y % representan la misma parte de
la unidad, podemos compararlas graficamente.

oo|m 4;|A

A las fracciones que representan la misma parte de la unidad, las denominamos frac-

ciones equivalentes.

Si dos fracciones positivas son equivalentes, se cumple que el producto del numerador de la
primera por el denominador de la segunda, es igual al producto del denominador de la primera

por el numerador de la segunda.

1 _2 8=4.
T =g — 1:8=4:2

A esta propiedad la conocemos como propiedad fundamental de las fracciones equivalentes, y
nos permite definir la equivalencia de fracciones con signo.



Las fracciones % y% (b # 0y d # 0) son equivalentes si se cumple quea-d=b - c.

Simplificacion de fracciones

Hemos visto que, si dividimos el numerador
y el denominador de una fraccion para un
mismo divisor entero distinto de 0, obtene-
mos una fraccion equivalente. En este caso,
decimos que hemos simplificado la fraccion.

Una fraccion con signos es irreducible
cuando su numerador y Su denomina-
dor, sin tener en cuenta el signo, son
numeros primos relativos entre si.

Calculo de la fraccion irreducible

Veamos ahora tres métodos distintos para

hallar la fraccion irreducible equivalente a
la fraccion 2100
5400

1. Realizacioén de divisiones sucesivas

Efectuamos divisiones sucesivas del nu-
merador y del denominador de la frac-
cion entre divisores comunes de ambos
hasta obtener la fraccion irreducible.
10 =+=10 =3

2 100/3210/_\21 /z\ 7
5400 540 54 18
A A A

=10 +10 =3

2. Descomposicion en factores primos

Descomponemos el numerador y el de-
nominador en factores primos.

Simplificamos el numerador y el deno-

minador en los factores primos comu-

nes para eliminarlos.
2100 2-2-3-3-%-
5400 2Z2-2-2-3-3-3-

77
-6 18

3. Division del numerador y el denomi-

nador por su mcd

Calculamos el MCD de los términos de
la fraccion.

Dividimos el numerador y el denomina-
dor por su MCD.

2100=2%2-3-52-7y5400=23-3%-5°
M.C.D. (2 100, 5 400) = 22 - 3 - 52 = 300

2100_ 2100:300 _ 7
5400 5400:300 18

Reduccion de fracciones
a comun denominador

Al proceso por el cual transformamos dos o
mas fracciones en otras equivalentes con el
mismo denominador lo llamamos reduccion
a comun denominador.

A simple vista, no es facil decidir cual de es-
tas dos fracciones, % y % es mayor.

Ahora bien, si obtenemos las fracciones
equivalentes a cada una de ellas con el mis-
mo denominador, la comparacion sera mas
sencilla.

3 _18 5 _ 20

4 2 6 2
Por lo tanto, % €s mayor que %
a Trabajo individual

1. Expresa 11 cm como fraccién de metro, de-
cimetro, kildmetro y milimetro.

2. Indica un ejemplo de una fraccion.

a. Como divisién entre dos enteros
b. Como operador.

3. Escribe y nombra las siguientes fracciones.

a. |
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Orden de fracciones

Tal como podemos comparar fracciones posi-
tivas para obtener la mayor y la menor, pode-
mos hacer lo mismo con fracciones negativas
y fracciones de diferente signo.

Orden de fracciones con el mismo deno-
minador

Dadas dos fracciones con el mismo denomi-
nador positivo, es mayor la que tiene el nume-
rador mas grande.

Comparamos las fracciones ﬂ,i y E.
77 7

*  Como el denominador es el mismo y
positivo, podemos comparar los nu-

meradores.
-5<11<15
J Por lo tanto,

-5 1 15
7 7 7

\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

4. Cada uno de los cuatro libros de una colec-
cion estan divididos en doce capitulos. Si
consideramos cada libro como una unidad,
¢queé fraccion de la unidad representan cua-
tro capitulos de un libro?

a. Determina la fraccion que representan vein-
ticuatro capitulos, ocho capitulos, doce ca-
pitulos, dieciocho capitulos y veintisiete ca-
pitulos.

b. Di si las fracciones que has obtenido son
propias o impropias. Si alguna de ellas pue-
de expresarse mediante un niumero entero,
transférmala.

5. Reduce a comun denominador los siguien-
tes pares de fracciones e indica cual es ma-
yor en cada caso.

a. 2> T
g 12
12 7
50 4
720
C. — R
9 36

Orden de fracciones
con distinto denominador

Para comparar dos o mas fracciones con dis-
tinto denominador, tomamos las fracciones
equivalentes de forma que todos los denomi-
nadores sean positivos. A continuacion, las
reducimos a minimo comun denominador y
comparamos las fracciones obtenidas.

. 12
Comparamos las fracciones 5V 7

12
S 15 como 15 para que
su denominador sea positivo.

J Escribimos 12

. Reducimos las fracciones a minimo
comun denominador.

m.c.m. (15, 4) =60

60 + 15 = 4
60+4=15

12 -4 _-48 -3-15_-45
154 60 4-15 60

* La fracciones obtenidas tienen el
mismo denominador positivo. Por lo
tanto, sera mayor la que tenga el nu-
merador mas grande.

48 45 12 3
-48<-45:>670 <670:> W<T

12 -3

a @  Trabajo colaborativo

7. Formen parejas de trabajo con una perso-
na de su localidad y busquen informacion
acerca de las octavas utilizadas en musi-
ca, indiquen su origen e identifiquen como
se relacionan cada fraccién con las notas
musicales.

Pueden usar estos enlaces:
a. https://goo.gl/TJoJf0
b. https://goo.gl/réab3l



|

a

Lee el enunciado y escoge la respuesta correcta:

¢ Qué numero falta en la igualdad?
(-5)-(-6)+4-3+7=-8

a. 4

b.-5

c.6

d.-8

Lorena tenia ayer en su libreta de ahorros

$-234 y hoy tiene $72. Desde ayer, ¢ha ingre-
sado o ha gastado dinero? ; Qué cantidad?

a.Gastado $162

b. Gastado $306

c. Ingresado $162

d.Ingresado $306

Relaciona la columna de la izquierda con la de

la derecha aquellos ejercicios que tienen ope-
raciones equivalentes.

1. -3 +(-8) a. 4+10-(+6)

2. -3-5(-5)+(6) b. 4-3-1

3. (-3+42)+(-5) c. (-3+8)+(-16)

4. 7+8-15 d. -10+(3+1)
a. Ib, 11d, llic, IVa

b. Ic, lla, llid, IVb
c. la, llb, lllc, 1Vd
d. b, Ild, llla, IVc

Escoge la operacion correcta para obtener
como resultado 10.

a. -3(22+2)-2(-5-15)(-1-3-2) =
b. {- 288 + 28 - 2 (- 14-20 +14)} =
C.64-308-20(4-3+9)+2=

d. (8+3-10)(5-7)+ (13- 15) =

Lee el problema y escoge la respuesta correcta:

El nimero de plantas de un invernadero es un
cuadrado perfecto mas once, y si se le adicio-
na 16, se obtiene el cuadrado perfecto siguien-
te. ¢ Cuantas plantas hay en el invernadero?

a. 111 plantas.
b. 132 plantas.
c. 180 plantas.
d. 92 plantas.

Escribe verdadero o falso a estas definiciones:

a. El numerador indica el nimero
de partes iguales en que se ha dividido
la unidad. ()

b. El denominador indica el nUmero
de partes iguales que hemos tomado. ( )

c. Una fraccién es propia cuando
el numerador es menor
que el denominador. ()

d. Las fracciones a/b y c/d son equivalentes. ( )

e. Una fraccion es irreducible cuando
su numerador y denominador
son numeros primos relativos entere si. ()

Di si son equivalentes los siguientes pares de
fracciones.

a 24y 120
35 175

b 17 85
64 192

c 37 y 185
50 © 250

uita. Prohibida su reproduccion




Unidad 2

Para empezar

Objetivo

Aplicar las operacio-
nes de los conjuntos
numMericos y usar mo-
delos funcionales, al-
goritmos apropiados
y métodos de razona-
miento matematico.

+ ¢Qué clase de numeros se observan
en una partitura musical?

* ¢ Qué simbolizan estos numeros?

» ;Sabia que los signos musicales, en
particular las figuras y silencios, se
traducen en nimeros? ;Qué clase de
numeros son estos?

Contenidos

1. Numeros racionales
1.1. Representacion de fracciones sobre la recta
1.2. Fracciones a decimales

2. Propiedades de los nimeros racionales
2.1. Sumay resta
2.2. Multiplicacién
2.3. Division
2.4. Operaciones combinadas

3. Operaciones con numeros racionales
3.1. Potencia de una fraccion

4. Aplicaciones de los numeros racionales

Los nUmeros racionales

1
1
é
Introduccion

En esta unidad se estudiaran los nime-
ros racionales, sus propiedades y ope-
raciones. Aprenderemos a represen-
tarlos en la recta numérica y a realizar
operaciones combinadas con adicion,
sustraccion, multiplicacion, potencia-
cion y la radicacion; también aprende-
remos sobre sus aplicaciones.

5. Ecuaciones e inecuaciones de primer grado
5.1. Ecuaciones e inecuaciones lineales con una
incégnita
5.2. Aplicacion de la ecuaciones e inecuaciones
lineales con una incégnita
6. Numeros irracionales
6.1.

6.2. Numeros irracionales expresados como radi-
cales

Propiedades de los numeros irracionales

7. Introduccion a los polinomios

71. Propiedades basicas de los polinomios de
primero y segundo grado



1. Numeros racionales

1.1 Representacion de fracciones sobre la recta

D.C.D.: M.4.1.15. Establecer relaciones de orden en un conjunto de numeros racionales utilizando la recta numérica y la simbolo-
gia matematica en relacion con expresiones usadas en la cotidianidad que permiten comparar precios, medidas, etc.

El método para ordenar fracciones de me-
nor a mayor sobre una recta numérica es
muy parecido al que usamos para hacerlo
con los numeros enteros.

Si la fraccién es positiva, su representacion
se situara a la derecha del O, y si es negati-
va, a la izquierda del 0.

Observa el procedimiento para representar
las fracciones positivas y negativas sobre la
recta.

Tomemos como ejemplo las 14 -17
fracciones g Y 7%
1. Consideramos la fraccidon irreducible
equivalente.
u_7
8 4 6

2. Efectuamos la division entera del nume-
rador entre el denominador. El cociente
de esta divisién determina los dos nu-
meros enteros que son los extremos del
segmento donde se situara la fraccion.

17 |6

3 1 5 2

La fraccion se si-
tua entre -2 y -3.

La fraccién se si-
tua entre 1y 2.

3. Dividimos el segmento determinado por
estos dos numeros enteros en tantas
partes como indique el denominador de
la fraccion y tomamos las que senale el
resto de la division.

Para el primer caso, tenemos que
dividir el segmento determinado por 1y
2 en cuatro partes iguales y tomar tres.

I I 1 I
0 1 /2 3
14
5

Para el segundo caso, tenemos que di-
vidir el segmento determinado por -2y -3 en
seis partes iguales y tomar cinco.

. 17 17
Cambiar un 3 por 5

Como podemos ver, si tomamos cual-
quier par de fracciones, la menor siempre
esta a la izquierda de la mayor.

) e e .
a Trabajo individual

1. Representa sobre la recta las siguientes

fracciones.

3 -3 -2 15
5471476

| IR RETTI R ST
T
-2 -1 0 1 2

2. Escribe las fracciones que corresponden a
los puntos indicados en las rectas.

—
No-

1
o4

Ot
—

N

o
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1.2. Fracciones a decimales

Al dividir el numerador de cualquier fracciéon
entre su denominador, podemos encontrar
tres casos distintos:

1. Después de extraer una o mas cifras de-
cimales, obtenemos resto 0.

15 14
30 375
20

0

A la fraccion % le corresponde el numero

decimal limitado 3,75.

2. El resto nunca es 0 y en el cociente apa-
rece una cifra o grupo de cifras que se
van repitiendo y que llamamos periodo.

Obtendremos asi un numero decimal ili-
mitado periddico.

2.1. El periodo comienza inmediatamen-
te después de la coma.

14 |3
20 4,666..
20
20
2

14
3

decimal ilimitado periddico puro 4,666...

Ala fraccion == le corresponde el numero

2.2. Hay cifras decimales entre la coma y
el periodo.

23 |6
50 3.833..
20
20
2

A la fraccién % le corresponde el nu-

mero decimal ilimitado peridodico mixto
3,833...

Asi, cualquier fraccion es un numero de-
cimal limitado o ilimitado periddico.

Para simbolizar el periodo, utilizamos una pe-
quena linea sobre las cifras que lo comprenden.

Al efectuar el cociente que representa una
fraccién, a menudo obtenemos un numero
decimal.

1612
—— = =12,896
125

Los numeros decimales constan de dos
partes separadas por una coma, la coma
decimal.

12 ) 896

parte entera parte decimal
coma decimal

Las fracciones decimales 12896 y 1612 gon
1000 125

fracciones equivalentes, pues representan el
mismo numero decimal.

Desde la Histéria

Todos los dias encontramos cantidades con
numeros decimales como por ejemplo: por-
centajes 10,34% o cuando cancelamos una
compra $ 34,99, pero no siempre fue asi, el
cientifico y matematico belga Simon Stevin,
realizo la introduccion con los decimales en
sus obras.

Pero existieron otros cientificos que aporta-
ron a este tema, indaga sobre el aporte de
Christoff Rudolff y John Napier, comparte tu
consulta con el resto de compafieros.




1.3. Representacion y orden de numeros decimales

Observa el procedimiento que utilizamos para representar sobre una recta el numero 42,724.

. ; ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
* Localizamos sobre larectalosdosnume- 5, 41 4 43 15 46 47 48 49 50

ros enteros entre los que se encuentra
el numero decimal que queremos repre-
sentar, y dividimos el segmento determi-
nado por estos numeros en diez partes
iguales para representar las décimas.

* Dividimos cada décima en diez partes
iguales para representar las centési-
mas; cada centésima en diez partes
iguales para representar las milésimas;
y asi sucesivamente.

1
Situamos el nimero. 42,72 42724 4273

Veamos el procedimiento general para comparar numeros decimales que nos permitira
ordenarlos.

1. En primer lugar, nos fijamos en su parte 3. Si tienen la cifra de las décimas iguales,
entera. nos fijamos en la cifra de las centésimas.

1582y 14,25 15 >14 portanto, 15,82 14,25 1580y1582 2 >0, portanto, 15,82 > 15,80.

2. Si tienen las partes enteras iguales, nos 4. Si tienen la cifra de las centésimas igua-

fijamos en la cifra de las décimas. les, nos fijamos en la cifra de las milé-

simas y asi sucesivamente, hasta en-

15,76 y 15,82 8 >7, portanto, 15,82 >15,76.  contrar dos cifras diferentes que nos
permitan determinar cual es la mayor.

1,254y 1,255 5 >4, portanto, 1,255 >1,254.

En efecto, si comparamos, por ejemplo, los numeros 15,8; 14,25; 15,76 y 15,82, podemos es-
tablecer su ordenacion: 15,82 > 15,8 > 15,76 > 14,25.

También podemos ordenarlos a partir de su representacion sobre la recta.

151 152 153 154 155 156 157 158 159
I I I I | 1 I I I

I I 1
! ! | ! ! ! ! ! ! ! ! ! | ! ! | | ! ! | | | | ! 1
14 15 16
14,25 15,76

15,82

a Trabajo individual

1. Representa sobre la recta estas fracciones.
3 -3 -2 _15
2. Escribe las fracciones que corresponden a los 0 f 5 3
puntos indicados en las rectas. T

3. Representa aproximadamente, sobre una rec-
ta, estos numeros decimales: 75 centésimas;
L ; 1 unidad 4 décimas; 2 unidades 5 décimas; 3

a1 -3 A2 1 0 unidades 2 décimas.

Distribucién gratuita. Prohibida su reproduccién



Lectura de numeros decimales

Observa los 6rdenes de las unidades del niumero 12,896.

Parte entera Parte decimal
Numero C D U , décima (d) centésima (c) milésima (m)
12,896 1 2 s 8 9 6
ly Cada una de las partes que

divide la unidad en cien par-
tes iguales recibe el nombre
de céntesima.

100 céntesimas = 1 unidad

Cada una de las partes que 5
divide la unidad en diez par-
tes iguales recibe el nombre
de décima.

Cada una de las partes que
divide la unidad en mil partes
iguales recibe el nombre de
milésima.

10 décimas = 1 unidad

1 000 milésimas = 1 unidad

El procedimiento para leer un numero decimal es el que sigue:
1. Nombramos las unidades enteras.

2. Acontinuacion, leemos la cifra que va detras de la coma, y le damos el nombre del ultimo
decimal que aparece.

Asi a 12,896 lo leemos 12 unidades 896 milésimas.

De la misma manera, a 3,5 lo leemos 3 unidades 5 décimas; y a 87,02 lo leemos 87 unida-
des 2 centésimas.

Para érdenes de unidades inferiores a la milésima, recuerda que las posiciones toman el
nombre de potencias de 10, seguido del sufijo -ésima. Asi:

1 diezmilésima = 0,000 1

1 cienmilésima = 0,000 01

1 millonesima = 0,000 001

1. Resuelva las siguientes actividades

a. Diga cuantas unidades hay en 100 décimas, cuantas milésimas hay en 30 décimas y cuantas o
centésimas hay en 500 milésimas.

b. Escriba en forma de fraccion y en forma de numero decimal: 5 décimas; 47 centésimas; 21 milé-
simas; 64 décimas.

c. Lea los siguientes numeros decimales e indique en cada caso el orden de unidades de la cifra 6:

Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

d. Escriba estos nimeros decimales: 25 centésimas; 4 unidades 124 milésimas; 78 unidades 2 dé-
cimas; 1 025 unidades 25 milésimas.



Aproximacion de numeros decimales

A veces, cuando operamos con numeros decimales, encontramos un resultado con muchas
cifras decimales, y resulta necesario aproximarlo por redondeo o truncamiento.

Aproximacion por redondeo

En algunos casos, por ejemplo, una cantidad de $ 29,362 8 en el precio de un producto no tiene
sentido, por el elevado numero de decimales. Por ello, debemos realizar una aproximacion por
redondeo.

Asi, consideraremos $ 29,36 en lugar de $ 29,362 8.

El procedimiento para redondear un numero hasta una determinada cifra decimal que se con-
serva es el siguiente:

* Sila primera cifra que debemos suprimir es menor que 5, dejamos igual la ultima cifra
gue se conserva.

* Sila primera cifra que suprimimos es mayor o igual que 5, aumentamos en una unidad
la ultima cifra que se conserva.

Asi, la aproximacion por redondeo hasta las centésimas de los numeros 13,687 2y 26,863 2 es:

13,687 2 13,69
26,863 2 26,86

Aproximacion por truncamiento
Otro método para realizar aproximaciones es el tfruncamiento.

Truncar un numero decimal consiste en reducir las cifras decimales hasta un determinado
orden.

Asi, la aproximacion por truncamiento hasta las centésimas de los numeros 13,687 2 y
26,863 2 es:

13, 687 2 13,68
26,863 2 26,86

Las aproximaciones por truncamiento son siempre aproximaciones por defecto.

a ‘ a Trabajo colaborativo
1. Formen parejas y resuelvan los siguientes problemas.

a. Elpadre de Maria ha comprado dos tablas de madera cortas y una larga. Ha pagado $ 12,6 por todas
ellas. Si la tabla larga cuesta $ 1,8 mas que cada una de las cortas, calcula el precio de cada tabla.

b. Di cuantas unidades hay en 100 décimas, cuantas milésimas hay en 30 décimas y cuantas centé-
simas hay en 500 milésimas.

c. Escribe en forma de fraccion y en forma de niumero decimal: 5 décimas; 47 centésimas; 21 milési-
mas; 64 décimas.
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2. Propiedades de los numeros racionales

D.C.D. M.4.1. 16, 17. Operar en Q (adicion y multiplicacion) y aplicar sus propiedades en la solucién de ejercicios numéricos y
problemas que requieran el uso de numeros fraccionarios.

En este apartado estudiaremos la suma y la resta de fracciones con igual o distinto denominador,
la multiplicacién y la division con fracciones.

2.1. Suma y resta

Fracciones con el mismo denominador Fracciones con distinto denominador

* Dejamos el mismo denominador. * Reducimos las fracciones a comun denominador.
* Sumamos o restamos los numeradores. * Sumamos o restamos las fracciones obtenidas.
Ejemplo: Ejemplo:
4 1 4+ 5 1 3 5 _4+18-15 /
o to T—o9 795 T"'T_TTT‘ﬁ
o3 _ 7-3 _4_2 { m.c.m. (6, 4, 8) = 24 3
6 6 6 6 3 1 1
Vo 24:6=4 24:4=6 24:8=3 |
L1 4 3 _18 5 15 !
\ & T 24 4 T2 B T8

........................................

° ° o ¥
2.2. Multiplicacion 2
Multiplicacion de fracciones —
- : : (
Veamos cémo multiplican fracciones a partir del calculo del area
del rectangulo coloreado cuyas longitudes estan expresadas como
fracciones de una unidad de medida. % ) [
156
Area = base x altura; > x 2 = 3X2 _ 6
57 3  5x3 15
\
El producto de dos fracciones es otra fracciéon cuyo numerador es
igual al producto de los numeradores y cuyo denominador es igual al
producto de los denominadores.

Multiplicacién de un namero entero por una fraccién

Para multiplicar un numero entero por una fraccion hay que tener en cuenta que los niumeros
enteros son fracciones de denominador 1.

3.5 _.-3.5_5(3 _-15 2 4 2_4.2 _8
1 8 T

k2 881 8 43 3313

Para multiplicar un nimero por una fraccion, multiplicamos ese nimero por el numerador de la
fraccion y dejamos el mismo denominador.



Fraccion inversa

Al multiplicar dos fracciones puede ocurrir que el resultado sea 1.

4.5 _20_
5 X7 90"

En este caso, diremos que una fraccion es la inversa de la otra.
Fijémonos en que, para obtener la fraccion inversa de una fraccion dada, basta intercambiar el

numerador y el denominador.

Asi, la fraccidon inversa de 2 g5 0 , lade 1 es 6= 6,lade 4 es_ | .
5 2 6 1 4

e o o ¢
2.3. Duutsion
Fijémonos en esta division de numeros naturales.
48 + 8 = 6
dividendo divisor cociente

Y comparémosla con esta multiplicacion de fracciones.

1 _48 _
48 XT =5 6
Observemos que dividir dos numeros es lo mismo que multiplicar el dividendo por la fraccion
inversa del divisor.

Asi, por ejemplo, para dividir % entre % , multiplicamos % por % .

1

6

1.2 1 3 _ 1x3
9x2

_ _ 3
o "3T9 Xy =718

Si queremos calcular una cantidad conociendo el valor de una fraccion de la misma, multiplica-
mos ese valor por la inversa de la fraccion.

3 _ —10..1 =
7dex12 X]2TQ8

Y C e e .
a Trabajo individual

1. Efectue las siguientes operaciones y , si es posible, simplifique su resultado.

2 4 1 1 3 .3 4
a. = +__ d - - LT Lo -
5 77 g * 0 I 55
1.5 .1 3 1 7 5 -6 .5 3
b. — + >~ +___ e. - — 4+ h -9 k. _ =~ .
5 12 3 7 5170 3 7
c. 1.5 g 8.5 i 3.4 L 4. -6
5 T 375 779 5 7
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2.4. Operaciones combinadas

Para efectuar operaciones combinadas con fracciones positivas y negativas, aplicamos los
mismos criterios de prioridad establecidos para los niumeros enteros:

* Primero, resolvemos las expresiones dentro de paréntesis y corchetes.
* A continuacion, realizamos las multiplicaciones y las divisiones en el orden en que aparecen.
* Y, finalmente, resolvemos las sumas y las restas.

Fijate en este ejemplo.

2 5 2 2\. 4 \
CaIcuIemosT-T+(T %>T

|
|
* En primer lugar, efectuamos la resta del interior del paréntesis. i
|

2 5 ,-14-2 .4 _ 2 5 . -16_. 4 }

3 4 35 21— 3 4 35 " 21 }

|

« A continuacion, resolvemos las multiplicaciones y las divisiones en el orden en |
|

que aparecen. |
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

2.5 ,16.4_10 ,-16 21 _10 .-336
3 4 3 21 12 3 4 12 140
¢ Por ultimo, calculamos las sumas y las restas, y simplificamos el resultado.

10 ,-336 _ 350 + (- 1008) _ - 658 _-47
12 140 420 420 30

e
i Estas expresiones son equivalentes para la division de fracciones.
N

a
b _a.c_a-d
Cc Db " d Db-c
d
 Trabajo individual
B 0 e
1. Efectue las siguientes operaciones combinadas.
a -4 .5 p 18\, 7 o 5.6\ 8. 2 _[4 ‘
79 76 7 7 \-2) '8 3 \4) 2 3 9
2. Calcule. 1
) — -1
a. (1_]>+(2_3> b.1-2. 4
\ 3 ) S 2+ L

3. Resuelva los siguientes problemas

a. Raquel ley6 en una semana la tercera parte de un libro de 180 péaginas, y la semana siguiente,
la cuarta parte. Si tarda tres minutos en leer una péagina, ¢ cuanto tardara en acabar de leerlo?
Expresa el resultado como una operacion combinada y calculala.

b. Adrian sale de su casa con 32 ddlares. En diversas compras, se gasta tres octavas partes de
esta cantidad. ¢ Cuantos ddélares se ha gastado? ;Cuantos ddlares le quedan?



3. Operaciones con numeros racionales

D.C.D.: M.4.1.18. Calcular potencias de nimeros racionales con exponentes enteros.

Cuando operamos con fracciones, podemos encontrarnos, como sucede con los otros tipos
de numeros, con multiplicaciones de factores repetidos. También pueden aparecer fracciones
cuyos términos sean cuadrados perfectos.

3.1. Potencia de una fraccion

En ocasiones, podemos encontrarnos con multiplicaciones de fracciones iguales. Son poten-
cias cuya base es una fraccion, y su exponente, un numero natural.

En general:
., . nveces nveces
Para elevar una fraccion a una potencia, ele- n - A~
vamos el numerador y el denominador a dicha (E) =9y yx . x9-0Xdax..xd
potencia. b b~ b b bxbx..xb

A continuacion, podemos observar que las
a\ an operaciones con potencias de base una
(B>=F fraccidn y exponente entero cumplen las
mismas reglas que las potencias de base y

exponente enteros.

Multiplicacién de potencias de la misma

Potencia de una potencia
base

n
m-n

741" oo

m n m+n

Bl g/ e

Division de potencias de la misma base

m n m-n

[5):(3)=(3)

Potencia de un producto

(@#0,b#0)

n n n

(35)=(5)(5) ©e0as0

Podemos transformar una potencia de una fraccién de exponente negativo en otra de exponente positivo.

(2)=(8)

Potencia de exponente 1

(%) =5 (o #0)

Potencia de exponente 0

0

<%>=1 (@#0,b#0)

(@#0,b#0)
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Fraccion generatriz de un numero decimal

A toda fraccion le corresponde un numero decimal limitado o ilimitado periédico. La afirmacion
reciproca también es cierta, es decir, todo numero decimal limitado o ilimitado peridédico es una

fraccion.

La de un numero decimal limitado o ilimitado periddico es la fraccidon
irreducible equivalente a dicho numero decimal.

Fraccion generatriz de un numero deci-
mal limitado

Llamamos x a la fraccion generatriz y la
igualamos al numero decimal.

X =4,65

Multiplicamos la expresion de x por la
potencia de 10 necesaria para eliminar
la coma.

100 x = 465
Despejamos x y simplificamos la fraccion.

_ 465 _93
X900 20

Hallemos la fraccion generatriz del nu-
mero decimal 2 027.

Llamamos x a la fraccién generatriz
y la igualamos al numero decimal.

x =2027

Multiplicamos la expresion de x
por la potencia de 10 necesaria
para eliminar la coma, en este
caso, por 103

1000 x=2027

Despejamos x y simplificamos la
fraccion.
2027
1000
2 027

E 2027 =—__"L
ntonces, 7000

Multiplicacion por la unidad seguida de
ceros

Para multiplicar un numero decimal por una
unidad seguida de ceros (10, 100, 1 000...)
basta con desplazar la coma hacia la dere-
cha tantos lugares como ceros acompanan
la unidad afiadiendo ceros si es necesario.

8,15x 10 =815
Desplazamos la coma un lugar.

8,15 x 1000 =8 150

Desplazamos la coma tres lugares.

‘ Trabajo individual

1. calcule la fraccién generatriz de cada
uno de estos numeros decimales.

a. 74
b. 0.07
c. 4,562
d. -0,4431
e. 2,89
f. -0,47

2. Escriba el numero decimal correspon-
diente

a. 32 centésimas

b. 6 décimas

c. 43 enteros y 96 centésimas
d. 961 milésimas

e. 3 enteroy 01 centésimas



Ahora, veamos cémo calculamos la fraccion
generatriz correspondiente a los numeros de-
cimales ilimitados periddicos puros o mixtos.

Fracciéon generatriz de un numero deci-
mal ilimitado periédico puro

o° Desde la musica

Llamamos x a la fraccién generatriz y la
igualamos al numero decimal.

x=12,6

Multiplicamos la expresion de x por la po-
tencia de 10 necesaria para que la coma
quede justo después del primer periodo.

10 x = 126,666...
A la expresion obtenida le restamos la
expresion inicial.
10 x = 126,666...
- x=12666..
9x =114

Despejamos x y simplificamos la fraccion.

L4 _ 38
9 3

Fraccion generatriz de un numero deci-
mal ilimitado periédico mixto

Llamamos x a la fraccidén generatriz y la
igualamos al numero decimal.

x = 1,254
Multiplicamos la expresion de x por la po-
tencia de 10 necesaria para que la coma
quede justo después del primer periodo.

1000 x =1254,545 4.

A continuacién, multiplicamos la expre-
sion x por la potencia de 10 necesaria
para que la coma quede justo antes del
primer periodo.

10 x = 12,5454...
Restamos las dos expresiones obtenidas.

1000x =1254,5454..
- 10x=125454..
Q90 x = 1242
Despejamos x y simplificamos la fraccion.
1242 69
990 565

El ritmo de la matematica

En la composicion de musica, la matematica influye de gran manera. Podemos ver esto claramente
mediante el uso de fracciones para describir la duracion de las figuras ritmicas o notas.

El ritmo, en la musica, es el paso controlado de un pulso. Para que lo entiendas mejor, intenta aplaudir
una vez por cada vez que un reloj marque un segundo. Eso es un ritmo. Las figuras ritmicas nos dicen

cuantos ritmos dura una nota musical.

Las siguientes son las notas mas importantes:

O

o

:

J

)

)

Redonda Blanca: Negra: Corchea: Semicorchea:|| Fusa:
Equivale Equivale a Equivale a Equivale a Equivale a
a media media blanca. | | media negra. media corchea med]a
redonda. semicorchea.
a4 24 4/4 4/4 4/4 44
compas compas cuarta parte octava parte dieciseisava treintaidosava
completo. completo. de un compas.  deuncompas. Parte deun parte de un
4/4 compas. compas.
mitad de un
compas.

i Trabajo individual

1. Calcula la fraccién generatriz de 2,14 y -0,005

2

2. Efectua ;

3. Transforma en potencias de exponente positivo

y resuelve: 2

3
5

2
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4. Aplicaciones de los numeros racionales

D.C.D. M.4.1.19. Calcular raices de numeros racionales no negativos en la solucion de ejercicios numéricos (con operaciones
combinadas) y algebraicos, atendiendo la jerarquia de la operacion.

Raiz cuadrada de una fraccion

Sabemos que calcular la raiz cuadrada de un
numero positivo es hallar los numeros que
elevados al cuadrado sean iguales al primero.

De forma analoga, la raiz cuadrada de una
fraccidn seran las fracciones que elevadas al
cuadrado sean iguales a la primera.

Decimos que una fraccidon es cuadrado per-
fecto si lo son el numerador y el denominador
de su fraccion equivalente irreducible.

Tal y como sucede con los numeros enteros,
la raiz cuadrada de una fracciéon que es cua-
drado perfecto corresponde a dos fracciones:
una positiva y la otra negativa.

Asi, por ejemplo, tomemos %
4 =4 2
9 —3

Las raices cuadradas de 4 son g y 2

3

Teniendo en cuenta la regla de los signos para
la multiplicacion, resulta evidente que tanto el
cuadrado de una fraccion positiva como el de
una negativa son positivos.

Por ello, y del mismo modo que ocurre con
los numeros enteros, la raiz cuadrada de una
fraccion negativa no existe.

/7 N
1 Las fracciones positivas que son cuadrados per-

. fectos tienen dos raices cuadradas que son dos
" fracciones: una positiva y una negativa

Visite este enlace en el que podra encontrar
ejercicios y ejemplos de raices cuadradas de
una fraccion https://goo.gl/tz8qN2

1.

Efectlue

a. <;>2=

({3

Tansforma en potencias de exponente posi-

tivo y resuelve.

. Calcula.

100 529 w:m ¢729
169 225 324 1296




5. Ecuaciones e inecuaciones de primer grado
5.1 Ecuaciones e inecuaciones lineales con una

incognita

D.C.D.: M.4.1. 20, 21, 22. Plantear y resolver problemas de aplicacién de ecuaciones o inecuaciones de primer grado con una

incognita en Q, e interpretar la validez de las soluciones obtenidas dentro del contexto del problema.

A continuacion, vamos a estudiar las ecuaciones en las que las incégnitas aparecen unica-
mente con exponente 1, y dentro de estas, las que tienen una o dos incognitas.

Son las llamadas ecuaciones de primer grado con una incognita y ecuaciones de primer

grado con dos incégnitas.

Observa como traducimos al lenguaje algebraico esta frase:

«El triple de un numero menos 4 es igual a este mismo numero mas 2».

Observa estos simbolos matematicos:
= Simbolo de implicacién
< Simbolo de doble implicacion

Si entre dos expresiones aparece el sim-
bolo =, indica que si la primera es cierta,
también lo es la segunda.

Si entre dos expresiones aparece el simbo-
lo &, indica que la primera se cumple solo
si se cumple la segunda.

Asi, para indicar que dos ecuaciones son
equivalentes, es frecuente utilizar el simbo-
lo de doble implicacion <:

IX-4=x+22x-6=0

Escogemos la letra
que representara la
incognita.
Traducimos al len-
guaje algebraico la
primera parte del
enunciado.

Traducimos al len-
guaje algebraico la
segunda parte del

enunciado.

Escribimos la ecuacion

correspondiente al
enunciado completo.

x representa el
numero que bus-
camos.

El triple del nu-
mero menos 4:

3x-4

El nUmero mas 2:

X+2

3x-4=x+2

Si sumamos —x — 2 a los dos miembros de la ecuacién obtenida y reducimos los términos

semejantes, resulta:

3x-4-Xx-2=x+2-%x-2&2x-6=0
En esta ecuacion, equivalente a la primera, solo aparece una incognita, x, con exponente
1. Es una ecuacion de primer grado con una incognita.

Una ecuacion es de primer grado con una incognita si una vez efectuadas las operaciones y reducidos sus
términos semejantes, el término de mayor grado es de grado 1.

Las ecuaciones de primer grado con una incégnita pueden expresarse:

ax+b=0

donde a y b son numeros reales, con a #0.
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Asi, ejemplos de ecuaciones de primer grado
con una incognita son:

2x+5=0; 7y-1=0, -z+1=0

Veamos ahora si, dada la ecuacion , se cum-
ple la igualdad al dar diferentes valores a x.

iSe
Primer miembro Segundo miembro cumple
(3x - 4) (x+2) la igual-
dad?
3 3:3-4=5 3+2=5 Si
4 3:4-4=8 4+2=6 No

Observamos que la igualdad solo se verifica
para algunos valores de x.

Cada valor de x que verifica la ecuacion de
primer grado con una incognita es una solu-
cion de la ecuacion. Asi, x = 3 es una solucion
oraizdelaecuacion 3x-4= x+2.

Resolucién

El método general de resolucion consiste
en aplicar las propiedades de las ecuacio-
nes para transformar la ecuacion inicial en
otra equivalente mas sencilla.

Numero de soluciones de una ecuacion de
primer grado

Una ecuacion de primer grado con una incog-
nita puede expresarse de la forma ax + b =0,
con a # 0.

Como a # 0, podemos despejar x:

ax+b=0eax=-bex= 'g
Observamos que la ecuacion tiene una unica
solucion.

No obstante, al transformar igualdades al-
gebraicas, podemos llegar a expresiones
de la forma ax + b = 0 con a = 0, es decir,
ax = -b con a = 0. Estas expresiones suelen
tratarse también como ecuaciones de pri-
mer grado con una incognita. Dichas ecua-
ciones tendran soluciébn o no segun cual
sea el valor de b.

Si b # 0, la ecuacion no tiene solucion,
pues no existe ningun numero que mul-
tiplicado por 0 dé diferente de 0.

* Sib =0, la ecuacion tiene infinitas solu-
clones, pues cualquier numero multipli-
cado por 0 da 0.

(@) Mundo Digital

Busque en Internet videos documentales
sobre Lenguaje algebraico. Como sugeren-
cia puede revisar el siguiente enlace: ht-
tps://goo.gl/ivG20vO

Con base en la busqueda, responda. ¢;Qué
palabras se pueden utilizar para expresar
una suma en lenguaje algebraico?

1. Resuelve estas ecuaciones:

a. 3x=6x+10 ¢
b. 12=-4x-3+6x

c. 5x+2=-10

d. 4x-2=5+3x-6

e. 3-2x=1

a ® 2 Trabajo colaborativo

1. Junto con un compariero escriba los si-
guientes enunciados en expresiones ma-
tematicas:

a. La mama de Ana tiene 47 afos de
edad, mientras que Ana tiene 11 afos.
¢, Cuantos afos deben pasar para que
la edad de la mama de Ana sea el tri-
ple que la de ella?

b. La madre de una familia tiene 42 arios,
ella tiene 8 afios mas que el doble de la
edad de su hijo mayor. ; Qué edad tiene
su hijo mayor? ;A qué edad lo tuvo?

c. Un rectangulo tiene un perimetro de
38 cm y su base es 3 cm mas larga
que su altura. ¢ Cuanto mide la base?

d. Si cuatro pantalones y tres camisetas
cuestan $ 87 y un pantalén cuesta $ 6
mas que una camiseta, ¢ cuanto cues-
ta cada camiseta?



5.2 Aplicacion de la ecuaciones e inecuacio-
nes lineales con una incognita

El método general de resolucion consiste en aplicar las propiedades de las ecuaciones
para transformar la ecuacion inicial en otra equivalente mas sencilla.

Veamos su aplicacién en tres casos distintos.

a. En la ecuacion no aparecen paréntesis ni denominadores.

Resolvamos la siguiente ecuacion: 3x —4 =x + 2,

de términos: Aplicamos la primera propiedad su-

. A mando 4 - x a los dos miembros.
Agrupamos en un miembro los términos

. P 3x—-4+4-x=x+2+4-
que contienen la incégnita y, en el otro Oberamos ordenadamente:
miembro, los términos que no la contienen. P ’

X-x=2+4
de términos semejantes:
2x=6

Efectuamos las operaciones en cada
miembro.

Aplicamos la segunda propiedad multi-

de la incognita: :
plicando por - los dos miembros:

Eliminamos el coeficiente de la incégnita.

1

:67

x

Comprobamos la solucién x = 3: 2

3(3)-4=3+2;9-4=3+25=5

& x=3

r\>|§
N| o N[ —

b. En la ecuacién aparecen paréntesis, mas no denominadores.

Eliminamos paréntesis utilizando la propiedad distributiva, y luego, utilizamos el método
general.

Resolvamos la siguiente ecuacion: 2x — (6 -2 (bx — 4)) = éx — 2.

Eliminacion de los paréntesis 2x-(6-10x+8)=6x—-2

2x-6+10x-8=6x-2
de términos: 2x-6+10x-8+6+8-6x=
=6x-2+6+8-6x
de términos semejantes: 6x =12
de la incégnita: 6x _ 12 _
B —= =& x=2
Comprobamos la solucién x = 2: 6 6

2(2)-[6-2(5(2) - 4)=6(2)-2;4+6=12-2,10=10
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c. En la ecuacién aparecen paréntesis y denominadores.

Los primeros pasos de la resolucion deben ir encaminados a la eliminacion de los deno-
minadores.

Observa, a continuacién, los pasos que han de seguirse.

Si hay paréntesis, los eliminamos
de forma habitual. jAtencién al sig-
no menos delante de un paréntesis!

Si hay denominadores, los suprimimos
multiplicando los dos miembros por su
m.c.m.

m.c.m. (3, 15, 5) = 15 |
15(2x'2 . X*4 +1>=15(x- 3X—"’> 3

3 15 5
52x-2)-(x+4)+15=15x - 3(3x — 6)
Al suprimir denominadores, suelen

aparecer nuevos paréntesis. En este
caso, los eliminaremos.

Reduccion de términos

: 3x =17 |
semejantes }
Despeje de la incognita i X = % i
Comprobamos la solucion : x = % i

28 29 ,4_ 17 M . 156 _ 52 52 _ 52 |
9 45 3 5 ' 45 157 15 15 /

a ‘ a Trabajo colaborativo

1. Formen parejas y resuelvan el siguiente problema.

Un examen tipo test consta de treinta preguntas. Cada respuesta correcta vale tres puntos, mientras .
que por cada respuesta en blanco o incorrecta se resta un punto. Si un alumno ha obtenido setenta
puntos, ¢, cuantas preguntas ha contestado correctamente?

Para aprobar, hay que obtener un minimo de 42 puntos. ¢ A cuantas preguntas correctas equivalen?

La quinta parte de los objetos de mi tesoro son monedas de oro y un tercio de ellas lleva engastado
un diamante cada una; y ademas, cuatro monedas del total de las treinta de oro que poseo tienen
dos diamantes en- gastados. Del resto del tesoro que no son mo- nedas, la mitad son gemas y nin-
guna tiene diamantes. La mitad restante son joyas y dos quintas partes de estas tienen un diamante.
¢ Cuantos diamantes tengo?



6. Numeros irracionales
6.1 Propiedades de los numeros irracionales

D.C.D.: M.4.1.26. Reconocer el conjunto de los niumeros irracionales e identificar sus elementos en contraste con los niumeros
estudiados con anterioridad.

Las raices de los numeros primos son ejemplos de los numeros irracionales.

Como sabemos, los numeros primos solo tienen un factor primo, ellos mismos. En otras
palabras, no son divisibles para otro numero entero. Es légico pensar entonces que los
numeros primos No posean raices racionales.

Esto lo podemos ver claramente cuando aplicamos el teorema de Pitagoras.

Para descubrir el primer niumero irracional
en la historia, se uso6 precisamente el teore- - 1
ma de Pitagoras, (a? + b? = hipotenusa?) con

catetos de una unidad como valor. 2
Asi: ( i (s )
12 + 12 = hipotenusa? P g
Hipotenusa =2 = 1,414 2\1j’> 562... =5
A I
1 L

Un numero es irracional si su expresion decimal es ilimita—~da y no periddica.
El caracter irracional de 2

Observa como calculamos la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado igual a la
unidad.

Aplicamos el teorema de Pitagoras:

2= 12+ 12=2
o2=2

d=\2

Ahora, utilizamos la calculadora para hallar el valor de /2.

[ \/2=1,414 213 562 ]

Por limitaciones de caracter fisico, la calculadora nos ofrece solo un numero limitado
de cifras decimales; pero, en realidad, detras de la ultima cifra hay un numero ilimitado
de cifras que en ningun momento forman periodo.

(5}
~
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De hecho, si calculamos con una computadora o calculadora el valor de V2, obtenemos:

\2=1,414 213 562 373 095 048 801 688 724 209 698 07... ]

Vemos entonces que las cifras decimales
no parecen terminar nunca ni se identifica
una regularidad en ellas. Es decir, parece
que ﬁ no es un numero decimal limitado ni
periodico, y, por tanto, debe ser irracional.

Nos hemos basado en un calculo de la com-
putadora para afirmar que V2 tiene infinitas ci-
fras decimales que no se repiten de forma pe-
riédica; pero el no poder obtenerlas todas da
lugar a que nos quede la duda de que, en un
momento dado, estas empiecen a repetirse.

Los antiguos griegos no disponian de calcu-
ladoras ni de computadoras y, sin embrago,
demostraron que \/2 no es un nimero racio-
nal utilizando un método especial para ello.

Representacién grafica de nume-
ros irracionales

Sabemos que todo numero racional puede
representarse sobre la recta; pero ¢todos

los puntos de la recta corresponden a nu-
meros racionales? Podemos comprobar
que no es asi. Los numeros irracionales
también tienen su lugar en la recta.

Vamos a ver como los representamos.

Irracionales que podemos obtener
como suma de dos cuadrados

A los numeros irracionales de la forma a,
siendo a un numero natural, los podemos
representar sobre la recta descomponiendo
previamente el numero a en una suma de
cuadrados.

Observa algunos ejemplos.

Representacion de V2

Trazamos una recta y marcamos en ella los puntos 0,1y
2. De esta manera, tenemos el origen y los dos numeros

enteros entre los que se situa V2.

1<14.<2

Levantamos sobre el punto 1 un segmento perpendicu-

lar de una unidad de longitud.

Unimos el extremo superior de este segmento con el /2

origen.

Asi, formamos un triangulo rectangulo cuyos catetos mi- 0 1 i 2
den una unidad cada uno y cuya hipotenusa mide: V2

h?=12+12=2—h=V2

Trasladamos el segmento h sobre la recta con un compas.

Hemos representado exactamente sobre la recta el nu-

mero 2.



Representacién de V3
* Descomponemos 3 en suma de cuadrados.
3=1+(v2)?

» Representamos el punto V2 como hemos visto anterior-
mente.

+ Levantamos sobre el punto V2 un segmento perpendicular
de una unidad de longitud.

o+

* Unimos el extremo superior de este segmento con el ori-
gen, formando un triangulo rectangulo cuya hipotenusa
mide V3.

* Trasladamos dicho segmento sobre la recta con un compas.

Irracionales que no podemos obtener como suma de dos cuadrados

Hay otros numeros irracionales, como 11, que no podemos obtener por un método geome-
trico; en estos casos, solo podemos representarlos de forma aproximada.

Representacion de it

T =231415.. | |
3 4
+ Marcamos sobre la recta los dos numeros enteros entre los 3<m<4
que se situa T, los puntos 3 y 4.
+ Dividimos este intervalo en diez partes y marcamos la que
contiene a . - ——————
3 4
T esta entre los puntos 3,1y 3,2. 31<mw<32
+ Si quisiéramos afinar mas, deberiamos volver a dividir este
intervalo en diez partes y marcar la que contiene a 7.
. - ————
7 esta entre los puntos 3,14 y 3,15. 31 35
Y asi sucesivamente, hasta obtener la aproximacion deseada. 314<w <315

a Trabajo individual

1. Elige, de entre las siguientes, la representacion correcta del nimero V5.

)
4 — } ——H ; \/§T

0 ] 2 1 0 1 V2 12 0

ju—
j—

2. Propdn un procedimiento para representar sobre la recta %

— ¢ Cémo representarias el nimero 5 +V2 ?

3. Representa sobre la recta los nimeros V2, -6 y V8.
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6.2 Numeros irracionales expresados como radicales

t D.C.D.: M.4.1.27. Simplificar expresiones numéricas aplicando las reglas de los radicales.

A las operaciones con numeros reales irracionales expresados mediante un radical las solemos
efectuar sin utilizar sus aproximaciones decimales. Ello nos lleva al estudio de los radicales y
Sus operaciones.

indice N .
simbolo radical €«————— a = p——>raiz

radicando

Radicales equivalentes

Observa estas igualdades:

4
3= \/32 _ %4 _ %5= _, | Los radicales \/52, \/34, R%/ES representan el mismo numero. Deci-
mos que son radicales equivalentes.

Veamos una propiedad que nos permite obtener radicales equivalentes:

Para demostrarla, aplicamos la definicién de raiz:

n-m

n
x=\/a@x“=o<=(x°)m=om=}x”'m=om@ a” =x

En el caso a <0, siny mson impares, también se cumple la igualdad anterior, mientras que
si n es impar y m es par, verificamos:

Esta propiedad es de gran utilidad para simplificar radicales y para reducir dos o mas radi-
cales a un indice comun.

Signo de la raiz
indice | Radicando Raiz
+ +
Par -
- No tiene
+ +
Impar




Racionalizacion de radicales

La racionalizacion de radicales consiste en quitar los radicales del denominador, lo que permite
facilitar el calculo de operaciones como la suma de fracciones.

Podemos distinguir tres casos, de los que veremos solo dos en este nivel.

Racionalizacion del tipo

por ME : bﬁ

a  _ O-VE _ G'VE =0M6
bc  bfc.c o(fe)  bre

; multiplicamos el numerador y el denominador

Ejemplo 6

a
e

* Simes mayor o igual que n, primero sacamos factores fuera del radical.

Racionalizacion del tipo

~
o
o
£
=
L

*  Si mes menor que n, multiplicamos numerador y denominador por ¥/ c¢™ " .

a ~ GnCmn _ OnCm»n_GnCmn_O”Cmﬂ
anm anm n cm-n bn cm.gcm-n b cm b C
5 5
0 _ 2 _ 232 o8 _\8

a @ 2 Trabajo colaborativo

1. Formen parejas y racionalicen.

42+2M§ b 2 (o] ﬁ ;
3/2 + 2,3 5+1/3 J3+1

2. Discutan: ¢ Qué tipo de racionalizacion se debe usar en cada ejercicio? Para aprobar, hay que obte-
ner un minimo de 42 puntos. ¢ A cuantas preguntas correctas equivalen?

a.

)]
-
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7. Introduccion a los polinomios
7.1 Propiedades bdsicas de los polinomios
de primero y segundo grado.

D.C.D.: M.4.1. 23, 24. Definir, reconocer y operar con polinomios de grado < 2 (adicién y producto por escalar) en ejercicios nu-

méricos y algebraicos.

M.4.1.25. Reescribir polinomios de grado 2 con la multiplicacion de polinomios de grado 1.

Un polinomio es una expresion algebraica
de la forma:

P(x)=a x"ta_x"'+a x"?+..+ax'ta,

Siendoa_, a_
coeficientes.

L»++ @, 8, NUMeros, llamados

n un numero natural.
X la variable o indeterminada.
a_es el término independiente.

A una expresion algebraica que contenga
dos términos la denominamos binomio.

3a + b? 4a*-12ab  (a+b)?

Un binomio es una expresion algebraica que
consta de una suma o una resta de dos tér-
minos.

Grado de un polinomio

El grado de un polinomio P(x) es el mayor
exponente al que se encuentra elevada la
variable x.

Polinomio completo

Es aquel que tiene todos los términos des-
de el término independiente hasta el térmi-
no de mayor grado.

Polinomio ordenado

Un polinomio esta ordenado si los mono-
mios que lo forman estan escritos de ma-
yor a menor grado.

Polinomios iguales
* Dos polinomios son iguales si verifican:
*  Los dos polinomios tienen el mismo grado.

* Los coeficientes de los términos del
mismo grado son iguales.

Valor numérico de un polinomio

Es el resultado que obtenemos al sustituir la
variable x por un numero cualquiera.

Observa y analiza los términos del
siguiente polinomio

P(x)=5 + 7x - 2x% + 23x*
Término principal: 23x*
Término independiente: 5
Coeficientes: 5, 7, 2y 23

Grado del polinomio: 4

a Trabajo individual

1. De los siguientes polinomios identifique los
términos

a. P(x)=21+2% - 12x*+ 3

Término principal:

Término independiente:

Coeficientes:

Grado del polinomio:

b. P(x)= 7x- 5x*+ 3x3

Término principal:

Término independiente:

Coeficientes:

Grado del polinomio:

Cc. P(x)=x?-3x+ 4x*+ 2x3

Término principal:

Término independiente:

Coeficientes:

Grado del polinomio:




Operaciones con polinomios
Veamos cémo efectuar operaciones con polinomios.
Suma y resta de polinomios

Para sumar y restar dos polinomios, operamos los términos semejantes.

Dados P(x) = 3x*- 2x* + x + 8 y Q(x) = x* + 2x3 - x* + %, calculemos P(x) + Q(x).
Comprension
Para facilitar el calculo, colocaremos los polinomios de forma adecuada.
Resolucion

P(x) = 3x* -2x% +x +8

+ QX)) = x' +2x%-x2 + x

PX)+ Q(X)=4x*+2x3-3x2+2x + 8

y P(X) - Q0.

P(x) = 3x* -2x% +x +8

+ QX)) =-%x* -2 + x? - x  «(Cambiamos
los signos).

P(x)- Q(X) =2x*+ 2x3 - x? +8

La suma de polinomios tiene estas propiedades:

Asociativa: Elemento neutro:
[P+ Q)] + R(X) = PX) + [Q(X) + R(X)] P() + Q(X) = Q) + P(X)
Conmutativa: Elemento opuesto:
P(x) + 0 = P(x) PC) +[-P()] =0

La multiplicacion también cumple las propiedades asociativa y conmutativa, y tiene elemento
neutro 1. Ademas, es distributiva respecto de la suma:

PO) - [Q() + R(X)] = P(¥) - Q00 + P(x) - R(X)

i Trabajo individual
1. Exprese el perimetro de estas figuras con polinomios

a. b. x

2x

10
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Multiplicacién y division de polinomios
Para multiplicar dos polinomios, multiplicamos todos los términos del primero por los del segundo.
El método de la division es parecido a la division numérica. Observa esta division:

(6x3-2x2+x +3) 1 (X2-x+1)

* Colocamos los polinomios y dividimos

los términos de mayor grado; multiplica- Ox° - 2x* + x +3 |X*-x +1
mos el cociente por los términos del di- -6x% + 6x% - 6x OX
visor, restamos el resultado del dividen- Ax% -5x+ 3

do y obtenemos el primer resto parcial.

*  Repetimos el proceso con el polinomio 6 - 22
resultante hasta obtener un resto parcial
de grado menor que el grado del divisor.

+ X +3 [xX2-x +1
-6x3 + 6x% - 6x 6x +4

4x? - bx + 3
-4 +4x -4
-x -1

El resultado da 6x + 4 y el resto, R(x) =-x - 1. La prueba de la division permitira verificar que el
resultado es correcto: cociente x divisor + resto = dividendo.

Sean P(x) =x° + 2x*-x -8y Q(x) =x*+ 1, Calculemos: a. P(x) - Q(x); b.P(x):Q(x).
Comprensién

Para realizar la multiplicacion y la division, debemos colocar correctamente los
polinomios, dejando espacios en la posicidn correspondiente a los términos nulos.

Resolucién
X8 + 0x* +2x3+ 0x2- x - 8 X 2¢ x84
X2+ 1 S - % X3 + X
x> +2x® -x-8 x¥ -x -8
X' 2 - x* -8 5
- X - X
X" +3x°  +x3 -8x?-x -8
-2x -8
Y C e e .
a Trabajo individual
1. Resuelva las siguientes multiplicaciones
a. (5 +4x+1)-(6x+1) b. (83-7x2+2x+ 1) (x> +2x +1)

1 37?2 4 L
C. [ﬁx—fJ d. {x +4x—7} [x + 5 X

2. Realice las divisiones e indique el cociente y el resi~duo de cada una:
a. (C+2x+70):(x+4) C. (X*+x):(x+3) e. (4x3-5x): (x-2)
b. (x*-2x2-3):(x+ 1) d. (xX*+2x2-4x-8):(x-3) f.X7-x):(x+2)
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Productos notables

Recordemos que, al trabajar con expresiones algebraicas, es frecuente encontrarnos con estos
productos de binomios, denominados productos notables:

El cuadrado de una suma es igual al cuadrado
del primer término mas el doble del primero por
el segundo mas el cuadrado del segundo.

(a+b)?=0a?+2ab + b?

Y

(a+b)y

El cuadrado de una diferencia es igual al cua-
drado del primero menos el doble del primero

(a-by por el segundo mas el cuadrado del segundo.

Y

(a+b)=0a?-2ab + b?

El producto de una suma por una diferencia
de los mismos términos es igual al cuadrado
del primero menos el cuadrado del segundo.

(a+b) - (a-b)=a?- b?

(a+b)-(a-b)

Y

Encontremos el area del cuadrado cuyo lado mide m + 9:

A=lado?=(m +9)2=m?+2(9m) + 9> =m?+ 18m + 81
m+9

i Trabajo individual
1. Resuelve.
a. (1+4x)?
b. (7x- 10)2
b. (4a +5b?) (4a - 5b?)
2. Calcula el érea del cuadrado en estos ejercicios:
a. Lado mide: — a?-—Db?

b. Lado mide: 0,5 mn? + 0,15 m?n
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El cubo de una suma es igual al cubo del pri-\
mer término mas el triple del primero al cua-
drado por el segundo mas el triple del segun-
do al cuadrado por el primero mas el segundo
término al cubo.

Y

(a+b)*=a+3a% + 3ab? + b?
%

El cubo de una diferencia es igual al cubo del\
primer término menos el triple del primero al
cuadrado por el segundo mas el triple del se-
gundo al cuadrado por el primero menos el
segundo término al cubo.

(a-b)y’

(a+b)*=a’-3a% + 3ab?- b° y

La suma de cubos es igual a la muItipIicacién\
de la suma del primer y segundo término por
el cuadrado del primero menos el primero por
el segundo mas el cuadrado del segundo.

Y

a®+ b’

o+ b= (a+b)(a?+ab + b?

La diferencia de cubos es igual a la muItipIi-\
cacién de la diferencia del primer y segundo
término por el cuadrado del primero mas el
primero por el segundo mas el cuadrado del
segundo.

O
w
\

ad-

a®-bé=(a-b)(a?-ab-b?

%

. N N

a ‘ a Trabajo colaborativo
1. Junto con un compafiero completen los términos faltantes para obtener igualdades en los si-
guientes ejercicios

< a. G+x)?=__  +10x+___

ig b. (m-32?=m?-___+9

g c. (____ -5x%2=90%- _ +2bx°

;g d. (4x+___ yY=160?+ ___ +25pb°
% e. (7ax*+9y®)? = + +

:gj f. (6-2h)?2=___  -24h+_



Indicadores de evaluacion

|

a

Emplea operaciones con polinomios de grado <2. (1.4.)

Expresa polinomios de grado 2 como la multiplicacion de polinomios de grado 1. (1.4.)

Expresa raices como potencias con exponentes racionales. (1.3., 1.4.)

Une el nUmero con su escritura.

a. 173 1. ciento setenta
6 y tres medios
b. 173 2. ciento setenta
5 y tres octavos
c. 173 3. ciento setenta
2 y tres tercios
d. 173 4. ciento setenta
8 y tres quintos

Opciones de respuesta

a. A1,B3, C2, D4
b. A2, B1, C4, D3
c. A3, B4, C1,D2
d. A4,B2, C3, D1

Indica cuales de las siguientes aseveraciones
son correctas, corrige las otras para que sean
correctas.

a. Los numeros racionales pueden ser repre-
sentados por numeros decimales finitos o
por numeros periédicos.

b. Los numeros racionales son aquellos que
pueden ser escritos de niumeros enteros.

c. Un numero es irracional si su expresion de-
cimal es limitada y no periédica.

I Completa con los valores que faltan para obte-

ner igualdades en los siguientes ejercicios.

a. 8+2yy=__+ y+4

b. (_ +3a2)0¢+ _ )=x'+9a¢

c. (JaMo- )= a'b?-84  +36c*d®

|
I Completa el cuadro con el valor numérico.

Valores de x:
X2 3x+2
3x-2
(x+1)

I Escriba una frase que defina cada una de es-

tas expresiones algebraicas

a.3a-b
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3 Los nUmeros reales

Recuperada de goo.gl/9VxK1S

Para empezar ¢ N
N Objetivo Introduccion

* ¢ Qué estructura forman los pana-
les de abeja? Reconocer las relacio-  En esta unidad se estudiaran los nu-

. . . nes entre los numeros meros reales, sus propiedades y ope-

» ;Cual es la relacion de las longi- ) : : :
tudes del centro del panal con una enteros, racionales, irra- raciones. Aprenderemos a realizar
ared del panal? P cionales y reales; orde- operaciones combinadas con adicion,
P P : narlos y operar con ellos; sustraccion, multiplicacion, potencia-

« ;Cual seria la longitud sumada de fomentar el pensamiento cion y la radicacion; también aprende-
cada figura de los panales? l6gico y creativo. remos sobre sus aplicaciones.

Contenidos

1. Los numeros reales 1.6.Potencias de base real y exponente

. . entero
1.1. Propiedades de los numeros reales

1.7 .Potenciacion de numeros reales no ne-

1.2. racion asi n numeros real . ;
Operaciones basicas con numeros reales gativos con exponentes racionales

1.3.Suma y multiplicacién de nimeros reales 2. Ecuaciones de primer grado con una in-
1.4.Productos notables cognita con numeros reales

1.5.Radicacion con reales 2.1.Representacion de intervalos de niume-
ros reales




1. Los numeros reales

1.1 Propiedades de los nimeros reales

D.C.D.: M.4.1.29. Aproximar numeros reales a numeros decimales para resolver problemas.

Aproximacion decimal de un nu-
mero irracional

Acabamos de ver que las expresiones deci-
males de los numeros irracionales constan
de una parte entera y un decimal ilimitado
no periodico.

V2 = 1,41421356237...

m= 3,1415926535..

A la hora de operar con estos numeros o
dar el resultado de un ejercicio, no pode-
mos utilizar una cantidad infinita de cifras
decimales, por lo que debemos tomar una
aproximacion, es decir, un numero proximo
al valor exacto.

Las aproximaciones pueden ser por defecto
0 por exceso. Asi:

Redondeo
4 — 1,5

’ )

Observemos que:

1,54>1,5

En este caso decimos que hemos efectua-
do una aproximacion por defecto.

Redondeo
23,67 ——» 23,7

Por otro lado, tenemos que:
23,67 < 23,7

En este caso decimos que la aproximacion
es por exceso.

Truncamiento y redondeo

Conozcamos dos formas de tomar apro-
ximaciones de numeros reales, el trunca-
miento y el redondeo.

* Aproximacion por truncamiento

Suprimimos las cifras decimales, sin
mas, a partir de un orden dado.

- Aproximacioén por redondeo

Observamos la primera cifra que debe
suprimirse de acuerdo con el orden de-
seado y procedemos de este modo:

Orden de |Primera cifra| Aprox. por Aprox. por

Numero real

aproximacion | suprimida |truncamiento redondeo
2,241 53... décimas 4 2,2 2,2
11,648 231...| centésimas 8 11,64 11,65
0,003 74 milésimas 7 0,003 0,004

* Si es menor que 5, la cifra inmediata-
mente anterior se deja igual.

* Si es mayor o igual que 5, anadimos
una unidad a la cifra inmediatamente
anterior.

Calculadora:

La calculadora ofrece un resultado aproxima-
do debido a que trabaja con un numero limita-
do de decimales. Observa estos calculos.

53
45

Teclea:

EBIE
) s

En la pantalla aparece:

[+

| EXE

Sin embargo, este es un resultado. El valor
exacto de Z_g es 1,17, como puedes compro-
bar de este numero decimal.

1,177777778
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Cifras significativas

Para expresar una cantidad o una medida, ya
sea exacta o una aproximacion, utilizaremos
mas o menos cifras segun el grado de preci-
sidn que nos interese y el numero de cifras
que conozcamos con certeza. Asi diremos
que la cantidad tiene mas o menos cifras sig-
nificativas.

Errores

Asi 12,5 tiene tres cifras significativas
(1,2vy5).

12,50 tiene cuatro cifras significativas
(1,2,5y0).

Observamos que 12,50 tiene un grado de pre-
cision mayor que 12,5, pues sabemos que la
cifra de las centésimas es 0, mientras que en
12,5 desconocemos cual es.

Siempre que efectuamos una aproximacion, estamos cometiendo un error. Asi, al aproximar

V2 por 1,41 cometemos un error de:

1,414 213 562 37..-1,41| = 0,004 213 562 37...

En el calculo del error hay que distinguir entre
el error absoluto y el error relativo.

Error absoluto

Es el valor absoluto de la diferencia entre el valor aproximado
y el valor exacto.

Error absoluto = | Valor aproximado — Valor exacto |

Error relativo

Es el cociente entre el error absoluto y el valor exacto.

Error absoluto
Error relativo= ——8
Valor exacto

Al llevar a cabo medidas de cualquier mag-
nitud también cometemos un error. General-
mente, admitimos como cota del error abso-
luto la resolucion del instrumento de medida.

Asi, si medimos una longitud de 15,7 cm
con una regla cuya resolucion es de 1 mm,
daremos como resultado de la medida (15,7
+0,1) cm.

Asimismo, la cota de error absoluto determina-
ra el numero de cifras significativas que pode-
mos tomar en la medida.

Al aproximar+/2 por 1,41 no es posible cuantificar exactamente el error absoluto, pero si pode-
mos afirmar que este es menor que 0,005. Decimos que 0,004 es una cota del error absoluto.

Acostumbramos a expresar una aproximacion mediante el valor aproximado seguido de una

cota del error absoluto.

V2= +1,41+ 0,005

Esta expresion indica que el valor exacto de V 2 se encuentra en el intervalo cuyos extre-

mos son *+ 1,41 -0,005y + 1,41 + 0,005.

Si accede a la pagina https://goo.gl/zEjUuZb,
encontrara distintos ejemplos que ilustran
cémo varian el error absoluto y relativo en
funcion de las cifras significativas que se es-
cojan en la aproximacion.

a Trabajo individual

1. Aproxime por redondeo a las milésimas

621 ¢ indique una cota del error absoluto.
63



1.2 Operaciones basicas con niimeros reales

D.C.D.: M.4.1. 28, 30 Reconocer el conjunto de los niUmeros reales y establecer relaciones de orden utilizando la recta numérica
y la simbologia matematica en comparaciones con datos obtenidos del entorno como medidas, precios, poblaciones, etc.

El conjunto de los numeros reales

La necesidad de resolver numerosos problemas aritméticos, geométricos y de la vida nos
ha llevado a ampliar los conjuntos numéricos. Hemos avanzado de los numeros naturales
a los enteros por la necesidad de la resta, de los enteros a los racionales por la necesidad
de la divisién. Hemos encontrado a los numeros irracionales, al descubrir que existen de-
cimales ilimitados no periddicos y que algunos de ellos son las raices no exactas o ciertos
numeros particulares como 1.

Este conjunto recibe el nombre de conjunto de los numeros reales y lo representamos con
el signoR .

Naturales (N)
enteros (7) {cero

racionales (@) enteros negativos
R z @ Reales (R
( ) fraccionarios

Irracionales

Los numeros reales engloban tanto a los

> X ‘ Ndmero real Expresion decimal
numeros racionales Q como los irraciona-
. 3 3,000
les. Dentro de Q se encuentran los nime- _
ros enteros Z y fraccionarios. Dentro de los 22 3,142 857 6
numeros enteros se hallan los nimeros na- 7
turales N = {1, 2, 3,...}, cero y los enteros T 3.141 592 653 589 793 2.

negativos.

Una vez representados los nimeros racio- (78) Mundo Digital
¢

nales y los irracionales sobre una recta, ya . - ]

no quedan puntos vacios en ella. Los nu- Busca en Internet informacion sobre los nu-
, meros reales. Por ejemplo:

meros reales la llenan por completo; de ahi

el nombre de recta real. https://goo.gl/zDo3e7

Como vimos con los nimeros racionales, ¢Hay otro conjunto de nimeros que no estén

. ‘2 dentro de los reales?
los numeros reales también pueden ser es-

critos de forma ordenada en una recta.
‘ Trabajo individual

Ordenacion de los numeros reales
1. Pon verdadero (V) o falso (F) a las siguien-

Puesto que a los numeros reales los pode- tes proposiciones.

mos representa_lr sobre una re’cta, es posible a. Elnimero7,125

ordenar el conjunto de los numeros reales es un nimero irracional. ()
siguiendo el mismo criterio que el estableci-

. , . . Lalongit la circunferenci
do en el conjunto de los numeros racionales. b. La longitud de la circunferencia

es un numero irracional,

Para saber si un nimero esta después de yaque es el resultado de 2mrr. ()
otro o0 no en la recta real, debemos obser- c. Las raices de los nimeros primos

var la expresion decimal de los numeros son numeros irracionales. ()
irracionales. Un ejemplo de esto es ubicar d. Los nimeros decimales infinitos

3, ym. son irracionales. ()
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La expresion decimal de esos numeros es
esta:

Fijandonos en los digitos, podemos obser-
var que 3 es el numero mas pequefio de
los tres, lo que hace que vaya mas hacia la
izquierda en la recta, el numero del medio

es n y el mayor es % aunque sea muy
cercano a 1. De hecho, este valor se utili-
zaba como aproximaciéon de © en culturas

antiguas.

I |
0 !
i
(22/7)

Asi como con los numeros cercanos a T,
cualquier numero real tiene su lugar en la
recta. Si un nUmero a es menor que un nu-
mero b, escribimos a < b y representamos
a mas a la izquierda de la recta real que b.

Observemos la representacién sobre una
recta de los numeros reales v2 y 1,5.

mFig. 2

1,5

Como 1,5 queda situado a la derecha de ,
concluimos que:

V2<1,5

Dados dos numeros reales ay b, diremos que

al efectuar su representacion
grafica sobre la recta real, b queda situado a la
derecha de a.

Intervalos de numeros reales

La ordenacidon de los numeros reales per-
mite hablar del conjunto de estos numeros
comprendidos entre dos de ellos, ay b.

A este conjunto lo denominamos intervalo
de extremos a y b. Segun si incluyen los ex-
tremos o no, los intervalos se clasifican en:

Caracteristicas de los instrumen-
tos de medida

Sensibilidad: Minima medida que el apara-
to puede realizar. Un instrumento es tanto
mas sensible cuanto mas pequena sea la
cantidad que puede medir. Asi, una balan-
za que aprecia miligramos es mas sensible
que otra que aprecia gramos.

Exactitud: Grado de coincidencia entre el
valor medido y el real. Existen balanzas
analiticas cuyos valores de exactitud en la
lectura son de 0,1 mg.

Precision: Grado de coincidencia de un
conjunto de medidas efectuadas. Suele ex-
presarse como tanto por ciento de la lectura
efectuada. Por ejemplo, un termémetro con
una precision de = 1% de 150 °C; es decir,
+1,5°C.

Cifras significativas: En la expresion de
una medida, las cifras significativas son las
que se consideran ciertas y una mas, que
se considera aproximada.

Intervalo cerrado

o 4

[a, b]
Conjunto de numeros reales comprendi-
dos entre a y b, incluidos los extremos.

Intervalo abierto

L)

o9

(a, b)

Conjunto de numeros reales comprendi-
dos entre a y b, sin incluir los extremos.



Intervalo semiabierto

[

N4
b

[a, b)
Conjunto de numeros reales comprendi-
dos entre a y b, incluido solo el extremo a.

a b
(a, b]

Conjunto de numeros reales comprendi-
dos entre a y b, incluido solo el extremo b.

El espacio entre dos numeros en la recta se
llama un segmento de recta.

Los segmentos de recta se clasifican en in-
tervalos cerrados, abiertos y semiabiertos.

Un intervalo cerrado incluye ambos puntos
gue se encuentran en sus bordes, es decir,
comprende todos los numeros mayores que
ay menores que b, incluyendoaay ab.

Los intervalos abiertos no incluyen ningun
valor de la frontera, es decir, un intervalo
abierto entre a y b es aquel que contiene
numeros mayores a a, menores a b, pero no
incluye a ni b. Finalmente, un intervalo se-
miabierto contiene a o b, pero no a ambos.

Los intervalos son muy utiles para representar
graficamente los numeros irracionales.

HAHHHHH
31 3,2

314 <m<3,15

Observemos que, si el extremo esta incluido
en el intervalo, lo representamos mediante
un pequeno circulo (e); si no esta incluido, lo
representamos mediante una pequeia cir-
cunferencia (o).

o)

WV [
a C
centro

S

X
y

A amplitud

La distancia entre los dos extremos del in-
tervalo se llama amplitud del intervalo. La
calculamos como el valor absoluto de la di-
ferencia entre los extremos.

A=d(ab)=|a-b

El punto que equidista de los dos extremos de
un intervalo recibe el nombre de centro del in-
tervalo y lo calculamos como la media aritméti-
ca de los valores de los extremos.

i Trabajo individual

1. Escribe un intervalo abierto de centro -2 y
amplitud igual a 8.

2. Representa los intervalos:

[-2,-1], (-2,-1), [2,-1), (=2, -1] y [x] < [2].

3. Explica qué tipos de intervalos existen se-
gun incluyan a los extremos o no.

4. Responde: ;Qué diferencia hay entre un in-
tervalo abierto y uno semiabierto?

5. Representa los intervalos [-3, 4) y (1, 3). Colo-
rea el trozo de recta comun a ambos intervalos.

— ¢Qué intervalo representa el trozo de
recta coloreado?

6. Completa la tabla.

Representacion Intervalo

13

(2,5)

[2.5]

7. Representa los intervalos:
[_21_1]’ (_2! _1)’ [_2' _1)7 (_2! _1] y |X| < |2|

8. Representa los intervalos [-1, 3]y (2, 5). Colo-
rea el trozo de recta comun a ambos intervalos.

— ¢ Qué intervalo representa el trozo de recta
coloreado?
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1.3. Suma y multiplicacion de niimeros reales

D.C.D.: M.4.1. 31, 32 Calcular adiciones y multiplicaciones con nimeros reales y con términos algebraicos aplicando propiedades
en R (propiedad distributiva de la suma con respecto al producto).

El valor absoluto de un numero real positivo
0 negativo es el numero real que obtene-
mos al prescindir de su signo; lo represen-
tamos escribiendo el numero real entre dos
barras verticales.

8,432 = 8,432 14 =14

La principal novedad que presentan los nu-
meros reales, desde el punto de vista de las
operaciones, son las expresiones decima-
les infinitas de los numeros periédicos y de
los irracionales, con las que no podemos
trabajar.

Para sumar, restar, multiplicar y dividir con
este tipo de numeros, es necesario escoger
aproximaciones con expresion finita.

Adicion de numeros reales

Para sumar dos numeros reales, sumamos
las sucesivas aproximaciones decimales
del mismo orden.

V3=1,73205080..; V8=282842712..

+1,7320<v/3<1,7321
+2,8285<+/8<2,8285

+45604 <V 3 +V8 <4,5606

Por tanto, el numero real suma es:
3 + 8 <4,560.

Observemos que solo son correctas tres de
las cuatro cifras decimales obtenidas al su-
mar las aproximaciones. Si queremos obte-
ner la suma con un determinado orden de
aproximacion, debemos tomar algun orden
mas en los sumandos.

Propiedades de la suma de nime-
ros reales

« Conmutativa: Si cambiamos el orden
de los sumandos, el resultado no varia:

* Asociativa: En una suma de varios su-
mandos, el resultado no depende de
cdmo agrupemos los términos:

* Elemento neutro: El 0 es el elemento
neutro de la suma, porque, al sumar 0
a cualquier numero entero, obtenemos
dicho numero:

* Elemento opuesto: El opuesto de un
numero real es el numero real que su-
mado a él da 0:

Suma de radicales

Solamente pueden sumarse (0 restarse)
dos radicales cuando son radicales seme-
jantes, es decir, si son radicales con el mis-
mo indice e igual radicando.

a vk + Wk+cVk =(@+b+c)Vk

Desde la Historia

Richard Dedekind

Matematico aleman (1831 - 1916)

Entre sus contribuciones destacan la defini-
cion de numero real y su analisis de la na-
turaleza de los numeros. Dedekind definid
numero real como un corte en el conjunto de
los numeros racionales. Es decir, que todo
numero real es el limite de una sucesiéon de
numeros racionales.

http://goo.gl/My9M3I




Multiplicacién de numeros reales

Propiedades de la multiplicacién de nu-
meros reales

Conmutativa: Si cambiamos el orden
de los factores, el resultado no varia:

a‘b=b-a

Asociativa: En un producto de diversos
factores, el resultado no depende de
cémo los agrupemos:

(@a*b)-c=a(b -0

Elemento unidad: El 1 es el elemento
unidad de la multiplicacién porque, al
multiplicar cualquier numero entero por
1, obtenemos el mismo numero:

a-l=1-a=a
Propiedad distributiva de la multipli-
cacion respecto de la suma:
a(b+c)=a-b+a-c

Esta propiedad nos permite sacar

a*b+a-c ad=a-‘(b+c-d)

Al multiplicar un numero racional por un nume-

ro irracional, obtenemos un ndmero irracional.
5 5

3 3
Si multiplicamos un numero irracional por
otro numero irracional, podemos obtener
numeros irracionales o racionales.

Va b =vab
VZNE = VIZ =NT3T =V3

Multiplicacién de radicales

Para multiplicar dos numeros reales, multi-
plicamos las sucesivas aproximaciones de-
cimales del mismo orden:
V6 = 2,449 489 74..; T = 3,141 592 65...
6 =2,449 4 <6 < 2,449 5
x 3,1415<m<3,1416

7,694 701 < xm < 7,695 346 2

Por tanto, el numero real producto es:
6-1m="769.

Como en la adicion, si queremos obtener
el producto con un determinado orden de
aproximacion, debemos tomar algun orden
mas en los factores.

Producto de radicales. Radicales
del mismo indice

Para multiplicar radicales con el mismo indi-
ce, multiplicamos los radicandos y dejamos
el mismo indice.

Vab=yab
VZAN6=NTZ=VZ 3=2+3

Cuando terminemos de realizar una opera-
cion, extraeremos factores del radical si es
posible.

Radicales de distinto indice

Primero reducimos a indice comun vy, luego,
multiplicamos.

J3- \3/3 i/2_7 — m.cm.(2,3,4) =12
VF @y NG = VE
:1\2/?3:312/'311

Viz. i/% —> mcm.(2-3)=6
W- \/6362 = (22-3)3- (22 3)?
:2/26.33.24.34=i/21°-37=62/24'3

i Trabajo individual
1. Realice estas sumas.
a. 2V5+45 + 180 - V80
b. V108 ++v27 -/75
c. V54 - 16 +3250
2. Realice los productos.
a. 5vV3
b. 2m V2
c. V5'm

d. 2 /%-5\/96
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1.4. Productos Notables

D.C.D.: M.4.1.33 Reconocer y calcular productos notables e identificar factores de expresiones algebraicas.

Recordemos que, al trabajar con expresio-
nes algebraicas, es frecuente encontrarnos
con estos productos de binomios, denomi-
nados productos notables

Binomio al cuadrado

(a + by —> El de una es
igual al cuadrado del primer término mas
el doble del primero por el segundo mas el
cuadrado del segundo.

(a+b)=a’+2ab +b?

(x + 37
=x?+2.x.-3+3

=X+ 6x+9

Diferencia de cuadrados

(a-b)>—>El de una es
igual al cuadrado del primero menos el do-
ble del primero por el segundo mas el cua-
drado del segundo.

(a-b)y=ac?-2ab + b?

(2x -3y
=(2xP-2-x-3+&
=4x%-12x+ 9

Suma por diferencia

(a+b) (a-b)—El de una suma
por una diferencia de los mismos términos
es igual al cuadrado del primero menos el
cuadrado del segundo.

(a+b) (a-b)=ac?-b?

(2x +5) - (2x - 5)
= (21 - 5
=4x?-25

A una expresion algebraica que contenga
dos términos la denominamos binomio.

3a + b? 4a%-12ab (a+b)?

Un es una expresion algebraica que
consta de una suma o una resta de dos términos.

Como se explicé en Mientras tanto en el
mundo a los productos notables también
los podemos deducir a partir del triangulo
de Pascal. El es una
construccion matematica ideada por el an-
tiguo matematico francés Blaise Pascal.
Para construirlo, empezamos con un nume-
ro «1» en su cumbre. En el siguiente nivel,
se colocan dos «1» de la siguiente manera:

1
1 1

En la tercera columna en adelante, coloca-
mos un «1» al principio, luego la suma de
los términos a la derecha e izquierda en la
fila superior y cerramos con otro «1».
1
1+ 1
1+2%%1
A K QK

1+3+3+1
1\4}\6}\4} 1

Y asi sucesivamente.

Este triangulo nos indica los coeficientes de
cada término del producto notable:

(a+b)*=1a*+ Zab + 1b?
(a+b)*= 1a*+ 3a’b + 3ab*+ 1b?

Los coeficientes coinciden con los numeros
del triangulo de Pascal que corresponden al
nivel del binomio.



Binomio al cubo

(a + b)> — El cubo de una suma es igual
al cubo del primer término, mas el triple del
primero al cuadrado por el segundo, mas el
triple del segundo al cuadrado por el prime-
ro, mas el segundo término al cubo.

(a+b)*=a®+3a%b + 3ab? + b?

(x+3)
=X +30) B(+3(X) (3 +3
=x3+9x2 +27x +27

(a-b)®>—> El cubo de una diferencia es igual
al cubo del primer término menos el triple
del primero al cuadrado por el segundo,
mas el triple del segundo al cuadrado por el
primero, menos el segundo término al cubo.

(a-b)*=a®-3a%°b + 3ab? - b’

(x+3)
=x+3(x°) (3(+3 () @By +3
=x3+9x%+27x+27

Trinomio al cuadrado

(a + b +c)> —> El trinomio al cuadrado es
igual a al cuadrado del primero, mas el cua-
drado del segundo, mas el cuadrado del ter-
cero, mas el doble producto del primero por
el segundo, mas el doble producto del pri-
mero por el tercero, y mas el doble producto
del segundo por el tercero.

(a+b+cP=c?+?+2+2.a-b+2-a-c+2:-b-c

OC-x+ 1)
= OCP+(XP+1P+2. X (X)+2x°
2.1

X+ +1-2x3+2x%-2x
X -2 +3x%-2x+ 1

‘ Trabajo individual

. Resuelva cada suma por diferencia.

a (x-2)(x+2) -

b.

. Resuelva los cuadrados de una suma y dife-

rencia.

. (p+5q) =
a2 -

o (x+ 5)
(o a) -

e. (a- 3b)?

. Determine si las igualdades son verdaderas

o falsas.

a. (a+b)?*=a%+b?

b (x-y)* =x"-2xy +y*

c. (m+n)®*=m?+2mn +n?

d. (p-q)?=p°-q°
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Suma de cubos

a’® + b’ —> La suma de cubos es igual a la
multiplicacion de la suma del primer y se-
gundo término por el cuadrado del primero,
menos el primero por el segundo, mas el
cuadrado del segundo.

a*+p®=(a+b)(a’-ab +b?

8x¢+27
=(2x+3) (4 -6x+9)

Ejemplo 8

Diferencia de cubos

a’® - b® —> La diferencia de cubos es igual a
la multiplicacién de la diferencia del primer
y segundo término por el cuadrado del pri-
mero, mas el primero por el segundo, mas
el cuadrado del segundo.

a®-pé=(a-b)(@*+ab + b?)

8x3-27
=(2x-3) (4 +6x+9)

Ejemplo 9

Producto de dos binomios que
tienen un término comun

(x+a) (x + b) —> El producto de dos bino-
mios que tienen un término en comun es
igual al cuadrado del término comun, mas
la suma de los términos no comunes por
el término comun, mas la multiplicacion de
los términos no comunes.
x+a)(x+b)=x2+(a+b)x+ab

(x+2) (x+3) |
=x*+(2+3) x+2-3 l
=x2+5x+6 |

Encontremos el area del cuadrado cuyo lado
mide m + 3:

A=Lado?

=(m + 3y
=m?+2(3m) +32
=m?+6m +9

m+3

i Trabajo individual

1. En cada producto notable encuentre el error
o los errores, enciérrelo y escriba el resulta- :
o

do correcto.

a. (x—7)(x+7)=x2+49

7 )

—8)2=x2+16x—64

b

>

7 )

+ 6)2=X2+6X +36

o

e

)

d. (4X+2) (4x—2) = 4x*- 4

)

o)

- 9)2 =a’- 18a + 18

e. (

f. (5x + 2) (5x - 2) = 25x* + 4

7 )

2
9. (2x + 12) = 4x% + 24x + 144

)

h. (Zx + 3y)(2x— 3y) = 4x° + 6y’

)

2

+4) =%x2 +8x + 16

—_
N |-
>

7 )
-

)




Resolvamos (1 + 4x)2.
(1 +4x)y?

= 12+ 2(1) (4x) + (4x)?
=1+8x+ 16x?

Resolvamos (7x - 10)%.

(7x - 10

= (7x%) + 2 (7X) (-10) + (-10)?
= 49x? - 140x + 100

Resolvamos (4a + 5b?) (4a - 5b2).

(4a + 5b2) (4a - 5b2)

= (4a) (4a) + (4a) (-5b%) + (5b%) (4a) + (5b%) (-5b%)
= 16""" - 20ab? + 20ab? - 257+

= 1602 - 25p*

2
A =lado? = (%02 - ikﬁ)

2 2
= (%oﬁ) +2 %02 (—%b3 + —%b3>

1. Resuelve. ;
a. (1+4x)? é

b. (7x-10)?
c. (4a+5b?) (4a - 5b?)
2. Complete los términos faltantes para obtener igualdades en estos ejercicios:
a (5+xyP= + 10x +
b. (Mm-3)y=m?- +9
c. ( -5x%) = 9a’- + 26x°
d. (4x+ Y=16a°+ +26b7
. (7ax? + QyPy = + +
(6-2h)y*= -24h +

]

—h

~
(=]
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1.5. Radicacion con reales

D.C.D.: M.4.1. 34, 35 Calcular raices cuadradas de numeros reales no negativos y raices cubicas de numeros reales aplicando
las propiedades en Ry reescribir expresiones numéricas o algebraicas con raices en el denominador utilizando la racionalizacion.

Los radicales estan estrechamente relacio-
nados con las potencias. En este apartado
veremos cOmo se relacionan y aprendere-
mos a trabajar con expresiones en las que
aparecen radicales o potencias de expo-
nente racional.

Raiz enésima de un numero real

Antes de iniciar el estudio de cualquier raiz
de un numero real, recordemos las caracte-
risticas de las raices cuadradas.

Sabemos que 5 elevado al cuadrado es
25,5% = 25, entonces la raiz cuadrada de 25
es igual a 5,V25 = 5. Pero, como el cuadra-
do de -5 también es 25, (-5)? = 25, entonces
la raiz cuadrada de 25 también es —5,/25 = 5.

Las raices cuadradas de un numero real b son
los nimeros reales + ay -a, si: (+a)’=by
(-a)?=h.

Expresamos: Vb =+ a.

Observemos que b debe ser un numero real
mayor o igual que 0, ya que es una potencia
par de + ay de - a. De este modo:

Si el radicando es positivo

Existen dos raices cuadradas que son
dos numeros reales opuestos.

\/2_5=:5

Si el radicando es negativo
No existe ninguna raiz cuadrada real.

J-3=1

También conviene observar que si b es un nu-
mero racional, su raiz cuadrada puede ser un
numero racional o irracional.

Si el radicando es un racional
cuadrado perfecto

La raiz cuadrada son dos numeros racio-
nales opuestos.

Si el radicando no es un racional
cuadrado perfecto

La raiz cuadrada es un ndmero irracional.

\/§= +0,816...
3

(@) Mundo Digital

Busca en Internet las raices de numeros ne-
gativos e intenta justificar por qué no existe,
en numeros reales, la raiz cuadrada de ellos.
Puedes ingresar a este enlace web:

https://goo.gl/lpG3HwW

Raiz de un radical

La raiz de un radical es otro radical de
igual radicando y cuyo indice es el pro-
ducto de los dos indices.




Las raices de indice diferente de 2 se definen
de forma parecida a las raices cuadradas.

Por ejemplo, el numero 125 es el resultado
de elevar al cubo el numero 5. Asi, el nime-
ro 5 es la raiz cubica de 125. Y el numero
—125 es el resultado de elevar al cubo el nu-
mero —5. Asi, el numero -5 es la raiz cubica
de —125.

Radicales equivalentes, simplifi-
cacion de radicales y reduccion a
indice comun

Utilizando la notacién de exponente fraccio-
nario y la propiedad de las fracciones que
dice que, si multiplicamos el numerador y el
denominador por un mismo numero, la frac-
cion es equivalente, obtenemos que:

Yam = K

m k.m
n =g ken

a

Si multiplicamos o dividimos el indice y el ex-
ponente de un radical por un mismo numero
natural, obtenemos otro radical equivalente.

256 = V2T = 47

V36=2232=2-3 =6

Simplificacion de radicales

Si existe un numero natural que divida al indi-
ce y al exponente (o los exponentes) del radi-
cando, obtenemos un radical equivalente.

Simplificamos:
a. V216
V216 =VZ 3=2-3 =6

b. V1024
V1024 =25 = 22 =4

Reduccion de radicales a indice
comun

Reduzcamos estos radicales a indice comun.

V2 V273 NGZREE

1. Hallamos el minimo comun multiplo de
los indices, que sera el comun indice.
m.c.am. (2,3,4) =12

2. Dividimos el comun indice por cada uno
de los indices y cada resultado obtenido
se multiplica por sus exponentes corres-
pondientes.

V25 Nz

1\2/28 38

1\2/(22)4 NERE
1\2/(22)3 NEDE

N2E 3

Prueba tu humor ingresando al enlace:

https://goo.gl/Tjsjrn

° C e e .
a Trabajo individual

1. Calcula.
a. V64 c. V-1728 e. V=343
1296
b, V-64 d. V243 f. 47256
2. Simplifica.
a. V64 C. %\9/128 e. 3Y64
b. Vx° d. 348 £ 27

2. Reduce al minimo comun indice.
a. V3a, Y2b2, V7x°
b. ¥YT5m®nZ, Y3m%,v2a
c. V7,V5,33,V2
d. 1/8a2x3, Y2b7, V73
e. 2Va’b?, 3¥a%b*, V2a
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Extraccion e introduccion de fac-
tores en un radical

Para extraer factores fuera del signo radical
descomponemos el radicando en factores. Si:

1. Un exponente es menor que el indice, el
factor correspondiente se deja en el radi-
cando.

VE=VI3 9 =VFE

2. Un exponente es igual al indice, el factor
correspondiente sale fuera del radicando.

Vi2 =v22:3 =2V3
Vg= 328 =2

3. Si un exponente es mayor que el indice,
dividimos dicho exponente por el indice.
El cociente obtenido es el exponente del
factor fuera del radicando y el resto es el
exponente del factor dentro del radicando.

Para introducir factores en un radical, introdu-
cimos los factores elevados al indice corres-
pondiente del radical.

Raiz de un radical

La raiz de un radical es otro radical de igual
radicando y cuyo indice es el producto de los
dos indices.

avb =va" b
Racionalizacion de radicales

La consiste en
quitar los radicales del denominador, lo que
permite facilitar el calculo de operaciones
como la suma de fracciones.

Podemos distinguir tres casos, de los que ve-
remos solo dos en este nivel.

Ve =" Va
W2 =472

a .

byc

mos el numerador y el denominador por V¢

1. Racionalizacion del tipo multiplica-

a avc  a/o  aVe
bvc byc-yc b)Y bec
2 2¥2 22 22 N2
3vZ 3vZ-2 3(42) 32 3
NG S S L PR, S RN S PR PN AN 1
x/7+\/7 \/7+\/7'\/7 ﬁ+(ﬁ)2 V2 + 5 <1+2>«/7 > V2

2. Racionalizacién del tipo __ 2

b v/c™

Si m es mayor o igual que n, primero sacamos factores fuera del radical.

. . . n —
Si m es menor que n, multiplicamos numerador y denominador por vc' ™

a a avcmm 3 aycmn B avcmn B avcmr
br/em bV cmn bvcm ¢mn bvcm bc
2 2 2323 2v8 8

394 3927 32T 27 392 3



1. Calcule.

a.\/64 b. V=64 c. V1728
2. Simplifique.

a. 9 b. Y27 c. *8/81X4y3

3. Introduzca el coeficiente bajo el radical.

a.3v5 b. ab2¥/a%b c. 5x2yV6amn™®  d. (b + c)3/ bE’r . e (x-1) |X=2

a ‘ a Trabajo colaborativo

El siguiente juego probara su habilidad para ordenar
los numeros reales de menor a mayor. Para jugar
necesitan:

» 2 fichas por jugador
* una moneda

¢,Coémo jugar?

1. Para iniciar, ti y un compafiero o compariera co-
loguen sus fichas en los hexagonos inferiores del
tablero.

2. En cada turno, el jugador lanza la moneda. Si
esta sale cara, debe mover una ficha hacia una
casilla adyacente con un numero mayor. Si sale

d. %/ 64men® e.{/343a%p 2

cruz, debe mover la ficha hacia una casilla adya-
cente con un nUmero menor.

. Si al mover la ficha, un jugador llega a la misma

casilla ocupada por el contrario, entonces el ad-
versario es «comido» y debe regresar a la casilla
inicial.

. Si el jugador no puede moverse, pierde el turno.

. Si el jugador comete un error y su adversario se

da cuenta, el turno se anula. El jugador debe re-
gresar y pierde el turno.

. Gana el jugador que logre llevar sus dos fichas a

la fila superior.

(o]
w
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1.6. Potencias de base real y exponente entero

D.C.D.: M.4.1.34 Aplicar las potencias de niUmeros reales con exponentes enteros para la notacion cientifica.

Potencias de base real y exponen-
te entero negativo

Las potencias de base real y exponente en-
tero positivo son justamente las potencias de
base real y exponente natural que ya hemos
visto. Pero ¢ qué ocurre si el exponente es 0 o
un numero entero negativo?

A las potencias de exponente 0 o un numero
entero negativo las definimos de manera que
las propiedades de las potencias de exponen-
te natural continuen siendo validas, en parti-
cular la propiedad de la division de potencias
de la misma base.

Potencias de exponente 0

Consideramos la division m* : .

| T T+ TC I
e =1
| Si aplicdsemos la T
regla para dividir — 5 qp4-4= 0

potencias.

La potencia de base numero real a, a #
0,y exponente 0 es igual a 1.

a’=1,cona#0

Potencias de exponente negativo

Consideramos la division 13 : 1td.

.mmemenm _ 1 _ 1
" mememem MM T2 I
. 1
e m® w2=,
T
Si aplicdsemos la T
regla para dividir- — p8-5= 172
potencias.

La potencia de base numero real a, a #
0, y exponente un numero entero nega-
tivo (-) es igual al inverso de la potencia
de base a y exponente positivo.

]
-n =
a __n

Notacion cientifica

Ya que resulta incbmodo escribir numeros
como 0,000 000 000 023 o 12 330 000 000,
se inventd la notacion cientifica. La notacion
cientifica utiliza potencias de 10 para repre-
sentar los ceros que contiene un numero, ya
sea antes o después de la coma.

Los numeros anteriores quedarian como:
0,000 000 000 023 =2,3 x 10
12 330 000 000 = 1,2 x 10

Este tipo de escritura resulta mucho menos
confusa y, como se trata de niumeros conci-
sos, no hay un error en el cual la persona ol-
vida la cantidad de ceros que existen antes o
después de la coma.

(@) Mundo Digital

El producto y el cociente de numeros expre-
sados en notacion cientifica son inmediatos,
mientras que, para sumar o restar, debemos
escribirlos previamente de manera que la po-
tencia de 10 sea la misma.

2,710°8,210% =

2,782 10 =

22,14 10°=2,214 10°
2,710°+8210"=

2,7 10°0,82 10° = 3,52 10°

Si quieres conocer mas acerca de las ope-
raciones usando notacion cientifica, puedes
ingresar al siguiente enlace:

https://goo.gl/wpg4Xq




Las cifras antes de la multiplicacion por 10
son las cifras significativas. Esto se da por-
que, a veces, para ganar espacio, un numero
se trunca en un determinado momento. Tam-
bién sucede que, al utilizar menos cifras signi-
ficativas, perdemos la precision del problema,
pero este se simplifica.

Las cifras significativas cumplen también
un propdsito en la aproximacion mediante
computadoras a un resultado cuyo valor es
irracional o a un valor que no puede ser en-
teramente determinado usando los métodos

En sintesis:

conocidos. Estos valores se llaman valores
estocasticos. Utilizando un cierto numero de
cifras significativas, podemos saber el valor
aproximado de © y, mas importante, el valor
absoluto y relativo aproximado del error en
dicha aproximacion.

Estocastico

Sistema cuyo valor real no puede ser entera-
mente determinado debido a su naturaleza no
determinista.

s . . ; -
Gotencias de base 10) > [ Una potencia de base 10 es igual a la unidad segui

Kda de tantos ceros como indica el exponente.

(Cifras significativas )—)

KLas cifras significativas estan formadas por un nume-
ro entero distinto de cero y el resto de cifras, si las
khay, como parte decimal.

Potencias de base 10: Una potencia de base
10 es igual a la unidad seguida de tantos ce-
ros como indica el exponente.

Cifras significativas: Las cifras significativas
estan formadas por un niumero entero distinto
de cero y el resto de cifras, si las hay, como
parte decimal.

Un numero expresado en notacion cientifica
consta de una parte que son las cifras signi-
ficativas y una potencia de base 10 que da el
orden de magnitud del numero.

Un numero expresado en notacién cientifica
consta de un numero decimal cuya parte ente-
ra tiene una sola cifra no nula, multiplicado por
una potencia de 10 de exponente entero.

Asi, los numeros a continuacion estan expre-
sados en notacion cientifica.

850-10%;725.10%;3,627 310

Observemos que un numero en notacion cien-
tifica tiene tantas cifras significativas como ci-
fras tiene el numero decimal que lo forma.

Al limitar el numero de cifras decimales, se
pierde precision pero se gana en simplicidad
tanto para expresar el numero como para rea-
lizar calculos con él.

Desde la Quimica

En quimica y en las ciencias experimentales
se manejan con frecuencia numeros muy pe-
quefios y otros muy grandes. Por ello, resulta
conveniente expresarlos en notacion cientifica.

Por ejemplo, la velocidad de la luz es
300000000 m/s, en notacion cientifica esto es:

3 x 108 m/s. La masa de la Tierra
5980000000000000000000000 kg, en nota-
cion cientifica es 5,98 x 1024 kg.

https://goo.gl/dF6KuX
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Veamos a continuacion la forma de efectuar operaciones utilizando la notacion cientifica.

Expresemos los siguientes numeros en notacién cientifica y escribamoslo de forma
aproximada con dos cifras significativas.

a. 0,000000026 795 b. 639246000 000 000

a. Para escribir este numero como un numero decimal cuya parte entera conste solo
de una cifra, debemos multiplicarlo por la unidad seguida de 8 ceros. Por tanto,
para obtener el numero inicial, deberemos multiplicar por

0,000 00002679 =2,6795-10%
Aproximado por redondeo a dos cifras significativas:
0,000 000 026 795 =2,7-10®
b. Procedemos del mismo modo que en el apartado anterior:
639 246 000 000 000 = 6,392 46 - 10

Aproximado por redondeo a dos cifras significativas:
639 246 000 000 000 =6,4- 10

Para introducir numeros expresados en notacion cientifica, las calculadoras cientifi-
cas disponen de la tecla G@.
Observa como introducir los siguientes numeros:

3,75+ 10" 8,27 -10
B0G0GE0EEE DB EEE

-08

Para realizar operaciones se prosigue del mismo modo que si fueran numeros cual-
quiera. La calculadora da el resultado en notacion cientifica.

En un andlisis de sangre de un paciente, el numero de glébulos rojos por mm3 de
sangre ha sido de 4,8 10°

« Calcula el numero de gldbulos rojos de este paciente si su cuerpo contiene apro-
ximadamente 5 L de sangre.

51 103 mfrf?’ 4,8 10°glob.roj.

1¥ i’

= 24 10°glob.roj. = 2,4 10'°glob.roj.



Efectuemos estas operaciones.

a. 612-10%+3,12-10° b. 3,75-10"-2,2-10°

a. Para realizar sumas o restas, primero transformamos uno de los numeros de

forma que ambos queden multiplicados por potencias de 10 del mismo orden, vy,
a continuacién, aplicamos la propiedad distributiva:

6,12-10°+ 3,12 -10°= 6,12 - 10°+ 31,2 - 10°
= (6,12+ 31,2) - 108
=37,32 -10°= 3,732 - 10°

b. Para multiplicar o dividir niumeros expresados en notacién cientifica multiplica-

mos o dividimos, por separado, los numeros decimales y las potencias de 10:

3,75-10'-2,2-10°=(3,75-2,2) - 10'#t® = 8,25 - 10°= 8,25 - 10°

1. Escriba estos numeros en notacion cientifica. 5. Expresa en forma de una sola potencia:

d.
2. Ordene de menor a mayor estos numeros.
7,863 -1073; 1,632 - 10% 6,394 10 0,0032 - 2,36 - 102

3. Realice estas operaciones y exprese el resulta-
do en notacion cientifica con tres cifras signifi-
cativas.

a.

b.

e.

f.

4. Transforma las siguientes potencias para que
tengan exponente positivo.

3
a. (3m)? <. (“X> d. 125,386 29

b. (- 1)° d. (><4+X3>_1

149 597 871 AN AW (ﬁ ’
4 4 4
3 024,53 . _
6. Aproxima por redondeo y por truncamiento a
las milésimas los siguientes numeros vy, luego,
halla el error absoluto y relativo cometido, pon

los errores en notacion cientifica.

0,000 000 000 003 246

34 mil dos cientos millones

a./45,782 673

6,530-102+456,39-10™" b. 0,128 654 1

6,530-10%-56,39-10*

6,51-10%+6,39-107-4,81-10°

3,1-10°-7,9-10%

2,51-10%:3,07 - 10 C. 8,965 4
(5,05 - 10°)?

9

o
~
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1.7. Potenciacion de numeros reales no negativos
con exponentes racionales

I D.C.D: M.4.1.37. Identificar las raices como potencias con exponentes racionales para calcular potencias de nimeros reales no

negativos con exponentes racionales en R.

A una potencia de exponente racional o frac-
cionario la podemos transformar en una raiz
cuyo indice es el denominador y el radicando
es la base elevada al numerador.

Entonces, un exponente de % se traduce a
una raiz cuadrada; un exponente de 1 se

] : 5
traduce en una raiz quintao V' ; y 1 se tra-

, g/—
duce en una raiz octava )

Por lo tanto, al resolver una potencia con

. , m
exponente racional, quedaria: a™ = va"

Expresemos estas potencias en for-
ma radical.

o (3-{13)

1. Escribamos la expresion con el
exponente fraccionario como
un radical. EI denominador de
la fraccion determina el indice
la raiz, en este caso, la raiz cu-
bica 2x .

<
N
o
Q
£
(D)
n—
11]

2. El exponente solo se refiere a la
parte de la expresion inmediata-
mente a la izquierda del exponen-
te, en este caso x, pero no el 2.

@ Mundo Digital

Simplifiquemos (36x") z.

1. Reescribimos la expresién con
el exponente fraccionario como
un radical v36x*.

2. Encontramos la raiz cuadrada
de ambos coeficientes y de la
variable.

V&R =V VR = VB VGO = 6%

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Busca en Internet las raices de numeros ne-
gativos e intenta justificar por qué no existe,
en numeros reales, la raiz cuadrada de ellos.

Puedes ingresar a este enlace web:

https://goo.gl/lpG3HwW

(W) Aplicacién para la vida

La industria financiera usa exponentes racio-
nales para computar intereses, depreciacio-
nes y otros calculos comunes.

Las expresiones radicales son comunes en
geometria y trigonometria, particularmente en
triangulos. El radio de los lados de un trian-
gulo rectangulo de 30° - 60° - 90° es 1:2:V3,
y el de lados de un triangulo rectangulo de
45° - 45° - 90° es 1:1:12. Los triangulos son
comunes para industria de la construccion, en
especial en carpinteria y albadileria.




Expresion de exponentes raciona-
les usando radicales

También podemos expresar radicales usando
exponentes racionales. Veamos un ejemplo.

Expresemos 9 1/yz con exponentes
racionales.

1. Reescribimos el radical usando
un exponente racional. El indice
de la raiz determina la fraccion.
En este caso, el indice del radi-
cal es 2, por lo que el exponente
sera %

2. Como el 9 esta afuera del radi-
cal, no lo incluimos en el simbolo
de agrupacion, es decir, dentro
del paréntesis, y el exponente no
se refiere a él.

Portanto 9-+/yz= 9(yz)%

L
2

o también 9- Vyz= (81yz)2.

Exponentes racionales con nume-
radores distintos de uno

Todos los numeradores para los exponen-
tes racionales en los ejemplos anteriores
han sido 1. Puede usar exponentes fraccio-
narios que tengan numeradores distintos de
1 para expresar raices, como mostramos a
continuacion.

2.9 =97 cYP=97
b. V92 =9% d. Jz =9+

n
Cualquier radical en la forma va* puede es-
cribirse usando un exponente fraccionario
en laforma a+ .

Escribimos V81 como una expresion
con un exponente racional.

Descomponemos 81 en sus factores
primos 81 = 3%

4
Queda: V3* 37.

i Trabajo individual

1.

Exprese como radicales estas potencias.

1

a. 36?2

b. (-32‘)%

S
9

o(3)

. Simplifica

1
a. (49X8 y3) 2
10b?
8b* T
1 4

c.6-m(mnp%)3.o %

Expresa como potencia los siguientes
radicales:

a.3|2
7
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2. Ecuaciones de primer grado con una incog-
nita con numeros reales

D.C.D. M.4.1.38. Resolver ecuaciones de primer grado con una incognita en R para resolver problemas sencillos.

Una ecuacion de primer grado es una ecuacion polinédmica cuyo grado es 1, es decir, aque-
lla en la que el grado mayor de los monomios es 1 (es decir, la parte literal es x ).

Puesto que la ecuacion es de grado 1, tenemos, a lo sumo, 1 raiz (solucién). Decimos 'a lo
sumo' ya que la ecuacion puede no tener solucion.

Observa cémo traducimos al lenguaje algebraico esta frase:

«El doble de un numero menos 14 es igual a este mismo niumero mas raiz de 2».

Escogemos la letra que representara la incognita. | Representa el numero que buscamos.

Traducimos al lenguaje algebraico la primera | El doble del niumero menos 14:
parte del enunciado.
2x - 14

Traducimos al lenguaje algebraico la segunda | El nuUmero mas raiz de 2:
parte del enunciado.
x+ 2

Escribimos la ecuacion correspondiente al enun-

ciado completo. Ox-14=x+2

Si sumamos —x — V2 a los dos miembros de la ecuacion obtenida y reducimos los términos
semejantes, resulta:

2x 14x V2+=xY+VZYNZ x142=0

En esta ecuacioén, equivalente a la primera, solo aparece una incognita, x, con exponente 1.
Es una ecuacion de primer grado con una incognita.

Una ecuacion es de primer grado con una incognita si una vez efectuadas las operaciones y redu-
cidos sus términos semejantes, el término de mayor grado es de grado 1.

Las ecuaciones de primer grado con una incognita pueden expresarse:

ax+b=0 donde a y b son numeros reales, con a 0.



Asi, ejemplos de ecuaciones de primer grado con una incégnita en R son:

2x+5'=0;7Vy-1 =0;z+1=0

Veamos que, dada la ecuacion 2x - 14 = x +V/2, se cumple la igualdad al dar diferentes va-

lores a x.
. Primer miembro Segundo miembro . Se cumple
(2x - 14) (x + \/E) la igualdad?
3 2.3-14=8 3+2=3+1,4142.. = 4,4142... No
15,4142..+
2(15,4142..) - 14 V2 _
15,414 2... = 15,4142... + 1,4142... Si
= 16,8284...
= 16,8284...

Observamos que la igualdad solo se verifi-
ca para algunos valores de x.

Cada valor de x que verifica la ecuacion de
primer grado con una incdgnita es una so-
lucién de la ecuacioén. Asi, x =15,4242... es
una solucion o raiz de la ecuacion:

2x - 14=x+1/2
Resolucion

El metodo general de resolucion consiste
en aplicar las propiedades de las ecuacio-
nes para transformar la ecuacion inicial en
otra equivalente mas sencilla.

Numero de soluciones de una
ecuacién de primer grado

Una ecuacion de primer grado con una
incognita puede expresarse de la forma
ax+b=0,cona 0.

Como a 0, podemos despejar x:

- b
a

Observamos que la ecuacion tiene una uni-
ca solucion.

ax+b=0 ax=-b X

No obstante, al transformar igualdades al-
gebraicas, podemos llegar a expresiones
de la forma ax + b =0 con a = 0, es de-
cir, ax =-b con a = 0. Estas expresiones
suelen tratarse también como ecuaciones
de primer grado con una incégnita. Dichas
ecuaciones tendran solucibn o no segun
cual sea el valor de b.

* Sib #0, laecuacién no tiene solucion,
pues no existe ningun numero que mul-
tiplicado por 0 dé diferente de 0.

a @ 2 Trabajo colaborativo

1. Observen el grafico y obtengan la medida del

area de la figura mediante productos notables. °

— X ——4—

|

A1 +A2 +A3 +A4 = Atotal

>

Al A2

Fw A——

2. Escriban la expresion que representa el area
de cada cuadrado. Observen el ejemplo.

El lado del cuadrado mide:

2X + 2. (2x+2)2=4x>+8x + 4

a.| Elllado del cuadrado mide 3x - 2.

b.| Elllado del cuadrado mide 2x - 5y.

c.| Elllado del cuadrado mide 3xy - 2x.

91
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Sib=
0da0.

, la ecuacion tiene , pues cualquier numero multiplicado por

Veamos su aplicacion en tres casos distintos.

a. En la ecuacion no aparecen paréntesis ni denominadores.

Resolvamos esta ecuacion: 2x - 14= x +v/2,

de términos:

Agrupamos en un miembro los térmi-
nos que contienen la incognita y, en
el otro miembro, los términos que no
la contienen.

de términos semejantes:

Efectuamos las operaciones en
cada miembro.

de la incégnita:

Eliminamos el coeficiente de la in-
cognita.

Aplicamos la primera propiedad suman-
do alos dos miembros.

2x-14+ 14 = X=x+V2 +14 +
Operamos ordenadamente:

2x- x=2+ 14

x =14 +V2 = 15,4142...

Si es el caso, aplicamos la segunda
propiedad multiplicando por (L— los dos
miembros, siendo a el coeficiente:

Comprobamos la solucion x=14,4142...

ax =b

d-pl
a a

2 (15,4142..) 14 =15,4142..+ V2
ax_ b (=L
30,8284.. 14 =154142..+ 1,4142... a a

16,8284... = 16,8284...

b. En la ecuacién aparecen paréntesis, mas no denominadores.

Eliminamos paréntesis utilizando la propiedad distributiva y, luego, utilizamos el método general.

Resolvamos la siguiente ecuacion: 2x - (6 —2 (bx — 4)) = 6x - 2.

Eliminacion de los paréntesis 2X = (6 - 10x + 8) = bx - 2

2x-6+10x-8=6x-2

de términos: OX—6+10X-8+6+8—6x =
=6x—-2+6+8-06x
de términos semejantes: b6x =12

de la incégnita:
Comprobamos la solucién x = 2:
2(2) - [6 -2(5(2) - 4)] =6(0)-2;
4+6=12-2,10=10



c. En la ecuacién aparecen paréntesis y denominadores.

Los primeros pasos de la resolucidon deben ir encaminados a la eliminacién de los denomi-
nadores.

Observemos, a continuacion, los pasos que han de seguirse.

2x-1) x+4 . _  3(x-2)

Resolvamos la ecuacion: 3 15 5
Eliminacion de los paréntesis:
Si hay paréntesis, los eliminamos de for- -2 xrd oy KO
. i - . 3 15 5
ma habitual. jAtencion al signo menos
delante de un paréntesis!
Si hay denominadores, los suprimimos m.cm. (3, 15,5) = 15
multiplicando los dos miembros por su
mem. 15 (QX:;Q-%+1>=]5<X-3X5;<S>

5(2x - 2) - (x + 4) + 15 = 15x — 3(3x - 6)
Al suprimir denominadores, suelen
aparecer nuevos paréntesis. En este 10x=10=x—-4+15=15x - Ox + 18
caso, los eliminaremos.

Transposicion de términos: 10X -x—-15x+9x=18+10+4-15

Reduccion de términos semejantes:

Efectuamos las operaciones en cada 3x =17
miembro.
Despeje de la incognita: 17
X =

Eliminamos el coeficiente de la incognita. 3
Comprobamos la solucion: x = % :

28 29 (- 17 11 .156 _52.52 _ 52

9 45 3 5 " 45 1515 15

@& Trabajo individual
1. Indique si los valores propuestos para las incognitas son solucién de cada una de estas ecuaciones.
a. ax=3,para2x+3=7
b. x=9,para3x+2(1-2x)=10-(2x-1)

c. x=V2, para 5x + 3 = 7x
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2.1. Representacion de intervalos de numeros reales

D.C.D. M.4.1.39. Representar un intervalo en R de manera algebraica y grafica y reconocer al intervalo como la solucion de una

inecuacion de primer grado con una incégnita en R.

Intervalos de niumeros reales

La ordenacién de los numeros reales permite hablar del conjunto de estos numeros com-

prendidos entre dos de ellos, ay b.

El espacio entre dos numeros en la recta se llama un segmento de recta.

Los segmentos de recta se clasifican en intervalos cerrados, abiertos y semiabiertos.

A este conjunto lo denominamos intervalo de extremos a 'y b. Segun si incluyen los extre-

mos o no, los intervalos se clasifican en:

Intervalo cerrado

O -4

o 4

[a, b]

Conjunto de numeros reales comprendi-
dos entre a y b, incluidos los extremos.

Un intervalo cerrado incluye ambos puntos
gue se encuentran en sus bordes, es decir,
comprende todos los numeros mayores que
ay menores que b, incluyendoaay ab.

Intervalo abierto

» 9

o9

(a, b)

Conjunto de numeros reales comprendi-
dos entre a y b, sin incluir los extremos.

Los intervalos abiertos no incluyen ningun
valor de la frontera, es decir, un intervalo
abierto entre a y b es aquel que contiene
numeros mayores a a, menores a b, pero no
incluye a ni b.

Los intervalos son subconjuntos de los numeros reales que podemos representar grafica-
mente en la recta numérica por un trazo o una semirrecta.

Para representarlos utilizamos una circunferencia vacia en el extremo si este no se incluye,

o rellena si se incluye.

Los extremos de un intervalo a y b pueden estar incluidos o no en el subconjunto definido

de la recta real. En funcion de ello, pueden ser:

Tipo Definicion Presentacion grafica

Abiertos (ab)={x€Rla<x<b} M b

§ Cerrados [a,b] ={(xERla<x< b} 3 b

c

i (ab] ={x€Rla<x<b} | 2 b

Semiabiertos - -

[a,b) ={x€Rla<x<b} a b

(c=b) = (xER x<b} b

§ (-0, b] ={xE€R x< b} f,
€ | Semirrectas o
"'_E (a, +) = {x ERI x > a} 2
[a, +) = {x € RIx > a} 3




Intervalo semiabierto

2 b
[a, b)

Conjunto de numeros reales comprendi-
dos entre a y b, incluido solo el extremo a.

o
hd T

a b

(a, b]

Conjunto de numeros reales comprendi-
dos entre a y b, incluido solo el extremo b.

Finalmente, un contie-
ne a o b, pero no a ambos.

Observemos que, si el extremo esta incluido
en el intervalo, lo representamos mediante
un pequenfo circulo (e ); si no esta incluido,
lo representamos mediante una pequefia
circunferencia (o).

o)

N d [
a C
centro

S

[P
[

A4

A amplitud

La distancia entre los dos extremos del in-
tervalo se llama amplitud del intervalo. La

calculamos como el valor absoluto de la di-
ferencia entre los extremos.

Los intervalos son muy utiles para representar
graficamente los numeros irracionales.

H+HHHH
31 3,2

314<m<3,15

A=d(ab)=|a-b

El punto que equidista de los dos extremos de

un intervalo recibe el nombre de centro del in-

tervalo y lo calculamos como la media aritméti-
ca de los valores de los extremos.

Escribamos en forma de desigual-
dad y representemos.

a. [%,+oo) b. (-4,1]
Solucion
1
a. X > =
{ - 2 }

Nlb—ll-
Y

b{-4<x<1}

—o+—+—++o—

-4 1

Escribamos, dibujemos y nombre-
mos los siguientes intervalos.

a. -3<x<0 c. 0 <x<3
b. -4<x<-1 d. -1<x<2
Solucién

a. Abierto (-3,0)

b. Abierto por la izquierda (-4,-1]
c. Abierto por la derecha [0,3)

d. Cerrado [-1,2]

Fa\

A\ O A4
-3 0 -4 -1

Escribamos en forma de intervalo y
representemos en cada caso.

a. Numeros comprendidos entre —1
y 4, ambos incluidos

b. Numeros mayores que 0

c. Numeros menores que -2 y el
propio —2

d. Numeros comprendidos entre 3 y
4, incluido el 4, pero no el 3

a.[-1, 4] C. (-o0,-2]
— b+ttt «——
-1 4 -2
b. (0,00) b. (3, 4]
+ > + &
0 3 4
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a ‘ a Trabajo colaborativo

Formen parejas y resuelvan estos problemas. 3. En un taller se trabaja a un ritmo constante
. . B cosiendo manteles que se colocan en una

1. Resuelvan: La velocidad de impresion de una pila una vez acabados. Alas 8 a. m. en la pila
impresora es de ocho paginas cada minuto. hay ocho manteles, y, a las 11 a. m. de la ma-

Aana hay veinte. ;Cuantos manteles habrg
enlapilaalas2p.m.sialas 12 p. m. se ha
parado la actividad durante treinta minutos
para que la plantilla descanse?

a. Si hasta este momento habia impreso 32
paginas, ¢ cuantas habra impreso transcu-
rridos dos minutos? Y cuantas paginas
habia impreso hasta hace un minuto?

b. ¢Cual es la expresion algebraica de la
funcion que permite hallar el numero de
paginas impresas en funcién del tiempo?

2. En una prueba de natacién con dos equipos
de cuatro miembros cruzaran una piscina
desde un extremo (A) a otro (B) de dos en
dos cada equipo.

4. La edad de Pablo el préoximo afo sera la mi-
tad de la que tenia Sergio el afio pasado, y la
edad que tenia Sergio hace cinco afos era
el triple de la edad de Pablo hace tres afos.
¢, Cuantos afios tienen Pablo y Sergio en este
momento?

Deben hacerlo llevando un flotador entre los
dos. Al llegar al extremo B, alguno de los
miembros del equipo debe regresar al extre-
mo A con el flotador y entregarlo a la siguiente
pareja hasta que todos los miembros queden
en el extremo B. Un equipo ha cronometra-
do los tiempos de cada miembro en cruzar la
piscina individualmente y son: 2 min, 3 min, 5
miny 8 min.

Cuando nadan de dos en dos con el flotador,
siempre tardan el tiempo del nadador mas
lento. §Como debe organizar las travesias
este equipo para completar la prueba en el
menor tiempo posible?

5. En una excursion, treinta alumnos llevan go-
rra y veinte llevan un plano. Si en total hay 42
estudiantes, ¢cuantos, como minimo, llevan
tanto gorra como plano?

6. Busquen informacion acerca de la represen-
tacién geométrica de los productos notables
y realicen dos ejercicios con cada represen-
tacién. Consulten en http://goo.gl/SJO0zQ.

c
hel
v}
o}
S
°
o
<
[o%
[
L
>
a
©
°
2
=
o
<
a
o]
=
S
2
S
[
S}
c
hs}
S
3
2
=
=
2
o



Indicadores de evaluacion

*  Establece relaciones de orden en el conjunto de los nimeros reales, aproxima a decimales (1.4.).

*  Aplica las propiedades algebraicas de los niumeros reales en el calculo de operaciones y la solucion de

expresiones numéricas y algebraicas (1.4.).

*  Resuelve problemas que requieran de ecuaciones de primer grado con una incognita en R. (1.4.).

el
I Un numero racional es aquel que puede ser
expresado como:

Opciones de respuesta
a. una fraccion.
b. un decimal.

C. un porcentaje.

d. todas las anteriores

¢, Cual de estos nimeros es un nimero irracional?

Opciones de respuesta

a.2,38.
b. 4,333.
c. 52171717
d. 2,35631
- 1
I El resultado de 5 es:
2+ ¢

Opciones de respuesta

a.

b.

o

o
©|\lﬁ|w4>|\1\1|-l>

a

El resultado de 1+%2 : 1+%1 es:

Opciones de respuesta

4
a. I c. 1
b. 8 d. 2
125 5

Simplifique y efectue la expresion 2v/20 3v18
Opciones de respuesta

a. 6V10

b. 36V10

c. 16V10

d. 216V10

La masa de un atomo de carbono es 0,000
000 000 000 000 000 000 0199 g; exprese
este numero en notacion cientifica.

Opciones de respuesta
a. 1,99 10"
b. 1,99 102
c. 1,99 10%
d. 1,99 10%

Una ventana cuadrada tiene un area igual a 25
cm2; la longitud de su diagonal es:

Opciones de respuesta

a. 5ecm

b. V5
c.5V2
d.4V5
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Logica proposicional

Unidad 4 y Tridngulos
4

Para empezar

* ;,Como se calcula la distancia
del barco al muelle?

* ;Qué clase de angulo forma la
luz del faro con respecto al bar-
co de la izquierda? ;Y con res-
pecto al barco de la derecha?

Contenidos

Légica proposicional

Objetivo Introduccion

Aplicar el teorema de Pitago- En esta unidad estudiaremos la légica
ras para deducir y entender las proposicional para la solucién de pro-
relaciones trigonométricas vy blemas y la elaboracién de argumen-

las formulas usadas en el cal- tos légicos; también aprenderemos
culo de perimetros, areas, vo- sobre la semejanza y congruencia de
[limenes, angulos de cuerpos las figuras geométricas aplicadas a
y figuras geométricas. los triangulos.

3.1. Triangulos semejante y posicién de Tales

1.1. Leyes de la légica proposicional 3.2. Simetria en figuras geométricas
1.2. Tautologia y tablas de verdad . Tridngulos

2. Operacion entre conjuntos
. Teorema de Tales

4.1. Construccién de triangulos

4.2. Congruencia de triangulos




1. Logica proposicional

1.1. Leyes de la logica proposicional

D.C.D. M.4.2.3. Conocer y aplicar las leyes de la Idgica proposicional en la solucion de problemas.

Introduccién a la légica proposi-
cional

La es una rama mas de
la matematica, como lo son, por ejemplo, la
aritmética, el algebra, la geometria, etc.; con
sus elementos propios de trabajo, con sus
operaciones particulares bien definidas, que
solo son validas en su contexto y con sus
problemas especificos y que es lo que, en
conjunto, caracteriza a cada una de ellas.

La es la rama de la mate-
matica que nos permite comprender sobre
la validez o no de razonamientos y demos-
traciones que realizamos.

Enunciado: Es toda frase u oracion que uti-
lizamos en nuestro lenguaje.

Proposicion: Es un enunciado que puede
ser o) , pero no am-
bas cosas a la vez o ninguna de ellas en
forma simultanea.

Notacion: Porlo general, a las proposiciones
las representamos por las letras del alfabeto
desde la letra p, es decir, p, g, 1, s, T... etc., y
las llamamos

Expresiones no proposicionales o
expresiones que no son légicas

Son las expresiones que indican orden, adver-
tencia, saludo, exclamacion o interrogacion.

En otras palabras, estas expresiones solo
se quedan como enunciados.

a. jLevantate temprano!

b. ¢ Entendiste lo que es una proposicion?
c. jBuenos dias!

d. ; Como te llamas?

e. Prohibido pasar.

f. Borra el pizarron.

No son proposiciones por no poder ser eva-
luadas como verdaderas ni falsas. Ni las
exclamaciones, ordenes, preguntas, ni opi-
niones son proposiciones.

Valor de verdad de las proposi-
ciones

Expresamos simbdlicamente el valor verita-
tivo o valor de verdad de una proposicion.

Si p es una proposicion, denotamos su valor de
verdad por V(p).

Escribimos V(p) =V si el valor de verdad de
la proposicion p es verdadero.

Leemos: El valor de verdad de la proposi-
cion p es verdadero.

Escribimos V(p) = F si el valor de verdad de
la proposicion p es falso.

Leemos: El valor de verdad de la proposi-
cion p es falso.

Enunciados abiertos

Son aquellos enunciados que constan de
variables. Se convierte en una proposicion
cuando le asignamos un valor especifico a
la variable. Ejemplos:

p: X es la capital de Rusia.
g: y viaja hoy a Portugal.
r: El no quiere estudiar.

Los enunciados abiertos usan las palabras
él, ella o las letras x, y, z..., etc. No tienen
la propiedad de ser verdaderos o falsos, es
decir, no son proposiciones.

Como ya hemos visto, el valor de verdad en un

determinado enunciado légico tiene un caracter
universal. La verdad, sin embargo, también es
entendida de otra manera, como uno de los va-
lores morales mas importantes del ser humano.
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Pero, si a estas palabras o letras les asigna-
mos un determinado objeto o valor, llamado
, el resultado es una proposicion.

Tipos de proposiciones
Observamos estas proposiciones.
A. El cielo esta nublado.

B. El cielo esta nublado y hace frio.

C. Los estudiantes de décimo sonrien, pero
no estan alegres.

D. Aprobé el examen.
E. Si mafiana vienes, entonces vamos al cine.

A estas proposiciones las podemos clasifi-
car en dos tipos:

Las proposiciones simples, también las deno-
minadas , SoOn aque-
llas proposiciones que no podemos dividir.

Ejemplos: La proposicién Ay la D.

Las proposiciones compuestas, también
denominadas , son aquellas
que estan formadas por dos o mas proposi-
ciones simples.

Ejemplos de proposiciones compuestas: las
proposiciones B, C y E.

A partir de proposiciones simples, es posi-
ble generar otras, simples o compuestas.

La proposicion compuesta mas sencilla
que existe es aquella que se forma a partir
de la negacién de una proposicion simple:
un ndmero impar no es divisible para 2.

En una proposicion compuesta que
contenga dos o0 mas conectores logicos,
a la jerarquia de estos la determinamos
en funcion de la interpretacion de la re-
daccion y los signos de puntuacion.

Conectivos légicos

Leemos atentamente las proposiciones y
observamos las palabras resaltadas.

a. El consumo excesivo de sal no es bueno
para tu salud.

b. El numero 3 es divisor de 12 y de 15.

c. O estudias toda la materia o no aproba-
ras el examen.

d. Existen numeros pares y existen nume-
ros primos.

e. Si un numero termina en 0 0 5, entonces
este numero es multiplo de 5.

f. Laigualdad 2x + 7 =25y solo si x=9.

Estas palabras constituyen conectores 16gi-
cos; es decir, palabras o frases tales como:

, median-
te las cuales podemos crear nuevas proposi-
ciones a partir de proposiciones ya existentes.

Los o] son
simbolos usados para enlazar proposicio-
nes simples.

Simbolo Operacioén

- Negacién

A Conjuncién

v Disyuncion inclusiva

A Disyuncién exclusiva

= Condicional

= Bicondicional
Ejemplos:

a. Negacion: La proposicion inicial era «El
consumo excesivo de sal es bueno para
tu salud», se modificé para formar una
nueva proposicion.

b. Conjuncidén: Las proposiciones que to-
mamos fueron: el numero 3 es divisor de
12 y el numero 3 es divisor de 15.

c. Disyuncion exclusiva: Se tomaron las
proposiciones: «Estudias toda la materia
0 no aprobaras el exameny».

d. Disyuncién inclusiva: Esta formada por
las proposiciones: «Existen nimeros pa-
res» y «Existen numeros primos».



e. Condicional: Las proposiciones toma-
das fueron «Un numero termina en 0 o
5», y «Este numero es multiplo de 5».

f. Bicondicional: Las proposiciones base
fueron: «La igualdad 2x + 7 = 25» y solo
Si «xX =9».

Conectivos o conectores légicos

Expliquemos con ejemplos, de forma mas de-
tallada, cada uno de estos conectores légicos.

1.Negacion —p (leemos no p): Este conec-
tivo modifica proposiciones de cualquier
tipo; para negar una proposicion, coloca-
mos el simbolo antes de ella.

Ejemplo: p: x* - 5x es una funcion lineal.
No p: x* - 5x no es una funcion lineal.

2. Conjuncion (pAq) (leemos py q): «Valeria
le comenta a su amiga Eli, que se compré
un vestido de color verde y blanco».

¢ Qué quiso decir Valeria cuando le co-
menta a su amiga que se compro un vesti-
do de color verde y blanco? ¢ Qué conclu-
siones podemos sacar de esta situacion?

3. La disyuncion inclusiva (p v q): Raul le
pregunta a su madre:

— ¢ Qué me vas a preparar hoy para el
lunch mama?

— Sandwich y jugo o ensalada de frutas
con yogur.

¢ Qué quiso decir la mama de Raul cuan-
do le contestd: «Sandwich y jugo o ensa-
lada de frutas con yogur»?

4. La disyuncion exclusiva (p A q): Eli llega
al grupo y muy feliz le dice a su grupo de
10.°: «!Chicos, adivinen qué noticias les
traigo!». Uno de sus amigos le contesta:
«Por tu alegria, o se suspendi6 la pre-
sentacion del proyecto de Ciencias o0 no
tenemos examen de Mate».

¢ Qué quiso decir su amigo cuando le con-
testo a Eli: «o se suspendio la presentacion
del proyecto de Ciencias o no tenemos exa-
men de Mate»?

5. El condicional (p = q): Con la intencion

de motivar a sus estudiantes para una
prueba, el profe de Matematica decide
hacerles este ofrecimiento: «Si alguno de
ustedes obtiene mas de ocho en la prue-
ba, entonces le invitaré un sandwichy.

Como podemos observar, el docente de
Matematica estructuré su ofrecimiento a
partir de un condicional, donde el antece-
dente (condicion) es obtener mas de ocho
puntos en la prueba, y el consecuente
(consecuencia) es invitar un sandwich.

. El'bicondicional (p < q): Te explico el deber

de Fisica si, y solo si, vas a mi casa hoy.

¢ Qué significa esa proposicion?

a a & Trabajo colaborativo

1. En este parrafo subraye los conectores
que encuentre, clasifiquelos y separe las
proposiciones.

Otra forma de clasificar los numeros rea-
les es en algebraicos y trascendentes. Si
un numero es algebraico, entonces existe
un polinomio de coeficientes racionales
que lo tiene por raiz y es trascendente en
caso contrario.

2. ldentifique los conectores logicos y cua-
les son las proposiciones simples utiliza-
das para formar cada una de estas pro-
posiciones compuestas.

a. Saturno no es el planeta mas grande
del Sistema Solar.

b. Si una figura tiene cinco lados, enton-
ces es un pentagono.

c. No es cierto que la Tierra es redonda
y no gira alrededor del Sol.

d. Una inecuacion puede ser lineal o
puede ser cuadratica.

3. Determine la férmula légica de cada una
de estas proposiciones compuestas.

a. Si Juan no es hermano de Laura, en-
tonces Sebastian es primo de Luis.

b. No es cierto que Santiago es hijo de
Andrea y Laura no es hermana de Ve-
rénica.

c. Sebastian es primo de Luis si y solo si
Juan no es hermano de Laura o Se-
bastian es hijo de Andrea.
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1.2. Tautologia y tablas de verdad

D.C.D. M.4.2.2. Definir y reconocer una tautologia para la construccion de tablas de verdad.

Tablas de verdad

Un es lo que indica la vera-
cidad de una proposicion. Este valor puede
ser verdadero o falso, y lo podesmos repre-
sentar con Vy F, con 1y 0, con «True» y
«False».

Una tabla de verdad nos permite visualizar
bajo qué condiciones de las variables pro-
posicionales una férmula légica toma un va-
lor verdadero y bajo qué condiciones toma
un valor falso. Es decir, en una tabla, ana-
lizamos el comportamiento de los valores
de verdad de una formula légica en relacion
con los valores de verdad de sus variables
proposicionales.

Por otro lado, sabemos que la estructura de
cualquiera de los conectores logicos es una
proposiciéon compuesta, y que toda propo-
sicion compuesta puede ser representada
mediante una combinacion de variables pro-
posicionales y simbolos légicos organizados
jerarquicamente en una formula logica.

Tabla de negacioén

Observamos que si p es verdadero, enton-
ces —p es falso; si p es falso, entonces —p
es verdadero. Es decir, el valor de la nega-
cion de un enunciado es siempre opuesto
al valor de verdad del enunciado inicial. La
negacion de una negacion es siempre la
proposicién original.

p —Pp
\Y F
F \

Tabla de la conjuncién

La disyuncion exclusiva es unicamente ver-
dadera cuando los valores de las proposi-
ciones que la componen son ambas verda-
deras, y resulta falso en cualquier otro caso.

<< << o
m<<m<|\Q
M < >

¢, Cual es el valor de verdad de esta
proposicién compuesta?

«Asia es el continente mas extenso
y América es el continente mas po-
blado del planeta».

p: «Asia es el continente mas exten-
so». q: «América es el continente
mas poblado».

Dado que el valor de verdad de la
primera proposicion es V y el valor
de verdad de la segunda proposi-
cion es F, el valor de la proposicion
compuesta es falso.

Tabla de la disyuncién

La disyuncion inclusiva es verdadera si al
menos una de las proposiciones componen-
tes es verdadera. Resulta falsa unicamente
cuando las dos proposiciones son falsas.

pvq
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Revise diferentes sitiso web donde muestre
ejemplos de Tautologia, o puede visitar este
enlace:

https://goo.gl/xutjQR




¢, Cual es el valor de verdad de la si-
guiente proposicion compuesta?

«El 15 es un numero par o es divisi-
ble para 5».

Es una disyuncién inclusiva formada
por dos proposiciones simples.

p: «El 15 es un numero par»
g: «es divisible para 5»

Dado que el valor de verdad de la

proposicién es F y el valor

de verdad de la proposi-

cion es V, el valor de la proposicion
es

Tabla de la disyuncién exclusiva

La disyuncion exclusiva es verdadera cuan-
do solo una de las proposiciones que la
compone es verdadera, y resulta falso en
cualquier otro caso.

p q pAq
\ \Y F
\ F \Y
F \Y v
F F F

¢, Cual es el valor de verdad de esta
proposicién compuesta?

«O todos los triangulos son figuras
geomeétricas o los triangulos tienen
tres lados».

Esta proposicion compuesta es una
formada por
dos proposiciones simples:

p: «Todos los triangulos son figuras
geométricas» q: «Los triangulos tie-
nen tres lados».

Dado que el valor de verdad de
cada proposicion es verdadero,
el valor de la disyuncién

Tabla de la condicional

Del analisis de la tabla, deducimos que un
condicional solo sera falso si es que el ante-
cedente es verdadero y el consecuente es
falso (segunda fila de la tabla).

Si analizamos las otras tres posibilidades
de combinacion de las variables proposicio-
nales, podemos inferir que «en un condicio-
nal basta que la proposicidn que es repre-
sentada por el antecedente sea falsa para
que el condicional sea verdadero».

p q pP=q
\' \% \Y
\' F F
F \' \Y
F F Vv

Determinemos el valor de verdad
de la siguiente proposicion com-
puesta.

«Si x*- 8x + 16 es un trinomio cua-
drado perfecto, entonces se des-
compone en (x-4) (x-4)».

Esta proposicidon compuesta es
una formada por dos
proposiciones simples:

«x* - 8x + 16 es un trinomio cuadra-
do perfecto». (antecedente)

«x* - 8x + 16 se descompone en (x
-4)(x - 4)». (consecuente)

Dado que el valor de verdad
del antecedente es V (puesto
que x* -8x + 16 es un trinomio
cuadrado perfecto), el valor del
condicional (proposicion com-
puesta) es verdadero.

Tabla de la bicondicional

Del analisis de la tabla, deducimos que un
bicondicional solo sera falso si es que una
de las proposiciones que la constituyen es
verdadera y la otra es falsa (segunda y ter-
cera fila de la tabla).
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Si analizamos las otras dos posibilidades
de combinacion de las variables proposicio-
nales, podemos inferir que «en un bicondi-
cional basta que las proposiciones que la
componen tengan el mismo valor de verdad
para que el bicondicional sea verdadero».

p q p=q
\' \' \'
\' F F
F \' F
F F \Y

¢, Cual es el valor de verdad de la si-
guiente proposicidon compuesta?:

«12 es un numero compuesto si, y
solo si, tiene cuatro divisores».

La proposicién es un

formado por dos
proposiciones simples: «12 esun
numero compuesto» y «12 tiene
cuatro divisores».

Dado que el valor de verdad de
una de las proposiciones es Vv
y el valor de verdad de la otra
proposicion es F, el valor de ver-
dad del es falso.

El valor de verdad de un enunciado com-
puesto depende del valor de verdad de los
enunciados simples que lo conforman y de
la relevancia de los conectivos que intervie-
nen, segun estén agrupados.

La tabla de verdad esta compuesta por una
0 mas variables (por lo general dos) y los
operadores logicos con los que queramos
combinar.

¢, Como hacer una tabla de verdad?

Para construir |la tabla de verdad de una fér-
mula cualquiera, hay que tener en cuenta:

1. El nUmero de variables de la proposicion
da el valor de n, el 2 es porque hay dos
opciones, falso y verdadero; 2" da el nu-
mero de filas.

2. Encabezar cada columna con las variables.

3. Dar valores de verdad o falsedad (V-F)
sistematicamente: la primera columna
tendra la mitad de valores V y la otra mi-

tad de valores F; la segunda columna %;

la tercera 1 | y asi sucesivamente.
8

4. Desglosar la formula en sus componen-
tes y operar en orden hasta llegar a la
columna final.

Los signos de agrupacion (paréntesis, corche-
tes, llaves) son usados para indicar la jerarquia y
evitar ambigliedades en esquemas logicos mas
complejos.

Determinemos el valor de verdad de
la siguiente proposicién compuesta.

«Si x?- 8x + 16 es un trinomio cua-
drado perfecto, entonces se des-
compone en (x-4) (x-4)».

Esta proposicion compuesta es una
condicional formada por dos propo-
siciones simples:

«x? - 8x + 16 es un trinomio cuadra-
do perfecto». (antecedente)

«x* - 8x + 16 se descompone en (x -
4)(x - 4)». (consecuente)

Dado que el valor de verdad del
antecedente es V (puesto que x>
-8x 4+ 16 es un trinomio cuadrado
perfecto), el valor del condicio-
nal (proposicién compuesta) es
verdadero.

a Trabajo individual

1. Confecciona la tabla de verdad de las si-
guientes proposiciones compuestas.

a.(prq)—q e.(pva)—=q
b.(pArqg) e q f.(peq)r-p
c.(p—q)Ap g9.-(-pvg) e (p—=q)
d.(pr—-p)—q h.(=prq) v (=p—->q)



Construyamos la tabla de verdad
para la proposicion — (p * q).

Paso 1: Hacemos un recorrido de
izquierda a derec ha teniendo en
cuenta los paréntesis.

Paso 2: Identificamos el conectivo
que aparece dentro del paréntesis;
en este ejemplo, la conjuncion.

Paso 3: Precisamos el término de
enlace que precede al paréntesis;
en el ejemplo, la negacion.

Paso 4: Elaboramos la tabla con el
numero de columnas determinado
por:

Proposiciones que intervienen:
pyq.

Conectivos utilizados dentro del
paréntesis: p A q.

Conectivo utilizado fuera del pa-
réntesis: — (p A q).

Proposiciones que intervienen:
py qfilas 2= 4.

Paso 5: Fijamos los valores de ver-
dad en las columnas de las
proposiciones py q.

Paso 6: Completamos la tabla por
columnas, teniendo en cuenta el
conectivo y el valor de verdad de
cada proposicion simple. La finali-
zacion de la elaboracion de la tabla
de verdad es:

P q |(PAQ ~(PAQ
V|V \% F
V | F F \%
F |V F \%
F | F F \%

Desarrollamos la tabla de verdad
de la siguiente férmula légica:

[~p—(q A p)] »rq

[Fp~> (@ A~ P] —-r—q
F

mm < | <o
<|m|<|m|a
<|<|=m|= |
<<
<< |m<
<|I<|m|<

\'
F
F

Tautologias, contradicciones y
contingencias

Segun el resultado obtenido al evaluar una
formula logica por medio del analisis de ta-
blas de verdad, podremos clasificarla como
una tautologia, una contradiccion o una
contingencia.

I. Tautologia

Proposicién compuesta verdadera en todos
los casos.

Esto significa que no importa cudles sean los
valores de verdad que tomen las variables.

Ejemplo: (p —=q) < (—p v q) es una tautologia.
Il. Contradiccion

Son aquellas formulas logicas que se ca-
racterizan porque, al desarrollar su tabla de
verdad, todos los valores obtenidos para el
conector légico de mayor jerarquia son fal-
sos; es decir, en una contradiccion, el valor
de verdad que tome la féormula l6gica no de-
pende de los valores de verdad que tomen
sus variables proposicionales.

Esto significa que no importa cuales sean
los valores de verdad que tomen las varia-
bles proposicionales, el valor de verdad de
la férmula légica

Ejemplo: (g A — p)e (q— p) es una con-
tradiccion.
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lll. Contingencia

Son aquellas formulas légicas que se ca-
racterizan porque, al desarrollar su tabla de
verdad, los valores que obtenemos para el
conector légico de mayor jerarquia son al-
gunos verdaderos y otros falsos. En otras
palabras, en una contingencia, el valor de
verdad que tome la férmula légica si depen-
dera de los valores de verdad que tomen
sus variables proposicionales.

Esto significa que si importa cuales son los
valores de verdad que tomen las variables
proposicionales, ya que,

, pro-
posicionales, el valor de verdad de la formu-
la logica

Por esta razdn, las tautologias son conside-
radas como

Ejemplo: (pA—q) v~ (—p < q) €s una con-
tingencia.

La logica proposicional nos ayuda a tomar de-
cisiones basadas en la argumentacion logica
y la valoracién por verdades.

En resumen:

A una expresion proposicional le llamamos
tautologia si los valores de verdad de su ope-
rador principal son verdaderos.

Llamamos contradiccion o antitautologia si
los valores de verdad de su operador princi-
pal son todos falsos.

Llamamos contingencia cuando en los valores
de verdad hay valores verdaderos y falsos.

Férmulas légicas

Denominamos asi a la adecuada combina-
cion de variables proposicionales, conecto-
res logicos y signos de agrupacion.

—p”"(q—r)
(rves)—(qArp)
[FP-a)ValA-(qrp)

Para desarrollar correctamente una férmula
l6gica, te recomendamos:

1. Asegurate que el enunciado sea una pro-

2. ldentifica cuales son los conectores
que forman la estructura de la propo-
sicion compuesta.

3. Reconoce las que
conforman la proposicidon compuesta que
estas analizando.

4. Asigna una acada
una de las proposiciones simples que
identificaste.

En caso de que la proposicidn compuesta
contenga a dos 0 mas conectores logicos,
determina cual es la jerarquia de estos.

a ‘ & Trabajo colaborativo
1. Con la ayuda de las tablas de verdad anali-
zen y determinen el valor de verdad de las
siguientes proposiciones compuestas.

a. El cuadrado es un cuadrilatero y los
cuadrilateros tienen tres lados.

Respuesta: ()
b. Los numeros reales son también ra-
cionales y \/g

Respuesta: ()

€es un numero real.

3

c. Elintervalo (—ooz) es cerrado o es

un intervalo abierto.
Respuesta: ( )
d. Una igualdad

8X—z=5 es una
5

ecuacion o es una identidad.



Demostramos, mediante tablas de verdad, cu les de las siguientes proposiciones
son tautologias, contradicciones o contingencias.

a. (pArq@)—~>(=pv-q)
b. =(p—~q) < (q—-p)
c. [(peq)vq]la-(q—-p)

o
o
o
E
)
w

Solucion: i
p a (® A @ = (2p V Q) i

V V|V|F | F |V F|F F |

a. (pAr@)—=>(=pv-Q) V F|V V V|V F|V \% |
F/V|F|F|F vV V| V| F i

F F|F| F V V| V|V \% |

La proposicién es una tautologia. i

p 9 - (p = =9 < (@ - -p) 3

V|V V|V F F|F V|F F |

b =P~ e@=>=p) |y g gy v v FlF|V F |
F|V|F|F V| F F|V|V % i

F|F|F|F V| V F|F|V v |

Es una contradiccion. i

p ga[=(®e q)Vag A = (@ —=>-p)

VIV VV|F F V|V VI V|V F F |

c. ["(pe-q)vqla=(@q—=-p) V F F V| V|V|V|F|F F F V F !
F|IV F F|V F V|V F F|lv V V |

F|F V F|F V/ V|F F F|F V| V i

Es una contingencia. i

1. Demuestra, mediante tablas de verdad, cuales de las siguientes proposiciones son tautologias, con-
tradicciones o contingencias.

a. [(pAq)—=q]Vvp
b. (p=>q@Vvp
c. p~>(pAq)
d ~(pVaAp

e. [(porq9)ApP]—-rgq
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2. Operacion entre conjuntos

D.C.D. M.4.2.4. Definir y reconocer conjuntos y sus caracteristicas para operar con ellos (unién, interseccion, diferencia, comple-

mento) de forma grafica y algebraica.

Representacion y determinacion
de conjuntos

Un es una coleccion de elementos di-
ferentes. A los objetos que integran un conjun-
to los llamamos de ese conjunto.

A los conjuntos los representamos por las

Conjuntos numéricos

numeros
reales

. nimeros WL numeros
irracionales 4 racionales WCIMEIGH

nimeros
naturales

primeras letras del abecedario expresadas
en mayusculas (A, B, C, D,...), y los elemen-
tos del conjunto, por letras minusculas.

Estos son ejemplos de conjuntos:
El conjunto de los numeros reales.
El conjunto de los multiplos de cuatro.

El conjunto formado por los estudiantes
de décimo de Basica.

El conjunto formado por un punto P en
el plano y las rectas que pasan por él.

A={a,b,cd, e} donde c € A expresa que c pertenece al conjunto A; f ¢ A expresa

que f no pertenece al conjunto A.

Representacion de conjuntos:

Hay dos formas de representar los conjuntos A
en forma grafica mediante diagramas de Venny

también entre llaves.

A={1,2,3} B={ab,cd}

— Hay tres maneras de determinar los elemen-

tos de un conjunto:

A= PRFFARL T

Por extension: Cuando indicamos cada uno de los elementos del conjunto, es
decir, escribimos dentro de una llave los elementos del conjunto.

A: {enero, febrero, marzo, abril, mayo, junio, julio, agosto, septiembre, octubre,

noviembre, diciembre}

Por comprensioén: Cuando indicamos la ley de formacion del conjunto escribien-
do dentro de una llave una propiedad caracteristica de los elementos del conjunto

y solamente de ellos.

A: {meses del afio}

Por formula o simbélicamente: Cuando utilizamos simbolos matematicos para ex-
presar los elementos del conjunto; x/x se lee x tal que x; A en lugar de y, v en lugar de o.

A: { x/x € meses del afio}



Operaciones entre conjuntos

Asi como pueden definirse diversas opera-
ciones entre numeros, también existen ope-
raciones entre conjuntos. El resultado de
una operacion entre conjuntos es, a su vez,
un conjunto.

Fijemos un conjunto universal Uy conside-
remos todos los subconjuntos de U. Entre
estos conjuntos estan definidas las opera-
ciones de unién, interseccion y diferencia.
Ademas, para cada conjunto, definimos el
complemento. El resultado de cada una de
estas operaciones es un subconjunto de U.

Unién de conjuntos

La de los conjuntos A y B es el con-
junto formado por todos los elementos que
pertenecen a Ay B. Denotamos: A U B.

A la unién de conjuntos la definimos como:
AUB={x/x€Ayx€B}
A B

AUB

La union de un conjunto A con el conjunto
vacio es el mismo conjunto A, puesto que
no tiene elementos:

Aup=A

La unidn de un conjunto A con A es el mis-
mo conjunto A: AU A =A.

Interseccion

La es el conjunto formado por los
elementos que son comunes entre dos o mas
conjuntos dados. La denotamos por A N B,
que leemos: «A la interseccion B». A la inter-
seccion de A 'y B también la podemos definir:

ANB={x/x€EAAXEB}
Diferencia y diferencia simétrica

Denominamos diferencia de dos conjuntos
Ay B al conjunto formado por todos los ele-
mentos de A pero que no pertenecen a B.

A la diferencia la denotamos por: A - B, que
leemos: «A diferencia B» 0 «A menos B».
Definimos la diferencia de dos conjuntos
también como:

A-B={x/x€AANx¢&B}

Diferencia simétrica

A B

El conjunto de Ay B
esta formado por los elementos del univer-
SO que pertenecen a uno y solamente a uno
de ellos, es decir, que pertenecen a A, o a
B, pero no a ambos:

AAB={x/x€AUBAx&ANB}
Se cumpleque: AAB=(A-B)U(B-A).

Sean:U={p,r,s,t},A={p,s}y

B={r,s}
Entonces: AAB = {p, r}, y se repre-
sentamos:

U t

L0

Complemento

Si un conjunto A es subconjunto de otro con-
junto universal U, al conjunto A formado por
todos los elementos de U pero no de A, lo lla-
mamos de A con respecto a U.

Simbdlicamente lo expresamos:

Ac={x/xeUAxgA}
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SeanU={m,a, nt e}y A={te} Su
complemento de A es: A°={m, a, r}.

8]

a. SiA={xeU/x¢ A}, U={1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9}y A={1,2,3,4}. Ha-
llemos A<

A°={5,6,7,89}
b. Si A= (-, 4]. Hallemos Ac:
A°= (4, + =)

c. Dados: M= (-3; 8] y N= [4; 12].
Hallemos M¢y N¢

M€= (-00, -3] U (8; +0)
Ne¢= (-o0,4) U (12; +00)

Producto cartesiano

El producto cartesiano de dos conjuntos
Ay B es el conjunto de todos los posibles
pares ordenados que se forman eligiendo
como primera componente a un elemento
que pertenezca a A, y como segunda com-
ponente, a uno que pertenezca a B.

Al producto cartesiano lo denotamos de
esta forma: Ax B,y leemos «A cruz B».

AxB={(x,y) /x€EAAyEB}

La definicidon anterior expresa que el produc-
to cartesiano de los conjuntos A y B son las
parejas ordenadas (x, y), tal que x pertenece
al conjunto A e y pertenece al conjunto B.

Para entender la idea de producto carte-
siano, debemos saber que se trata de una
operacion entre dos conjuntos, de tal modo
que se forma otro conjunto con todos los
pares ordenados posibles.

Representacion grafica de un producto car-
tesiano

Podemos representar el producto cartesia-
no en forma de: tabla de doble entrada, dia-
grama de arbol, diagrama de flecha o dia-
grama sagital y graficos cartesianos.

Tabla

) o )

(©.0)|(©.6)[©.)
(EIERENS

®| O

Diagrama de flechas

Diagrama arbolado

i Trabajo individual

1. Dados los siguientes conjuntos:
U=1{1,2,3,4,56,78,9, 10},
A=1{1,2, 3, 4,5}
B={2,4,6,8},
C={1,3,5,7,9}.
Determina.
a. AAB

b. [(B N O)F

o

. [(AUB)JcnC

d. (AAB)-(UnCo)

@

.(AAC)NnCe



3. Teorema de Tales

D.C.D. M.4.2.5. Definir e identificar figuras geométricas semejantes de acuerdo con las medidas de los angulos y a la relacion
entre las medidas de los lados, determinando el factor de escala entre figuras semejantes (teorema de Tales), en relacion con lo

observado en maquetas, mapas, obras de arte, etc.

A\ U\ \B

Las rectas | Seis rectas paralelas cortan ry s
ry sson determinando segmentos iguales.
secantes. La longitud de los segmentos so-

bre r es u. La longitud de los seg-
mentos determinados sobre ses u'.

Vamos a comprobar que los segmentos
A’B’y B’C’' determinados sobre s son pro-
porcionales a los segmentos ABy BC deter-

minados sobre r:

AB _ BC

IBI IC'
La longitud de cada segmento es:
AB = 2u BC = 3u
A'B'=2u’ B'C'=3u’

Si ahora nos fijamos en la relacion entre
los segmentos, obtenemos:

AB_ 2u _ 2
BC 3u 3
AB'_ 2u' _ 2
B'C 3u 3

N

Consideramos los puntos A, By C
sobre ry sus puntos correspondien-
tes sobre s. Estos puntos determinan
sobre r segmentos u' de distinta lon-
gitud que lo segmentos originales u.

El teorema de Tales puede aplicarse también
para determinar si dos rectas son paralelas o no.
Observemos la figura.

S
' b
d
al \ b\
Verificamos que:
a_b
a b

Entonces las rectas r y s son paralelas.

Y, por lo tanto, llegamos al resultado:

AB _ AB'
BC ~ BC

AB _ BC

zA’B’ - BrCr
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Si dos son cortadas por un
conjunto de , los segmentos de-
terminados en una de ellas son a
los segmentos correspondientes determinados
en la otra.

A
A'B'

B'C’

B

A esta conclusion la conocemos como feo-
rema de Tales, ya que fue el matematico
y filosofo griego Tales de Mileto quien lo
enuncio por primera vez en el siglo VI a. C.

Los segmentos A'B’y B’C’ reciben el nombre
de proyeccion paralela de los segmentos
ABYy BC sobre la recta s.

Ademas, A'B’y B’C’ son los segmentos ho-
mologos de AB 'y BC, respectivamente.

Veamos cémo aplicar el teorema de Tales
para hallar medidas indirectas.

Calculemos la longitud x del seg-
mento de la figura.

Por el teorema de Tales, sabemos
que los segmentos determinados
sobre dos rectas secantes por un
conjunto de rectas paralelas son
proporcionales.

Asi pues, podemos establecer la
proporcion siguiente:

8_12 _12-4 _
4—X:X 8 6

La longitud del segmento es 6 cm.

12 cm

8 cm

4cm /

Los peldainos de la grada repre-
sentada en la figura son paralelos.
Calculemos las longitudes de la
grada representadas como xey.

Si aplicamos el teorema de Tales,
podemos establecer las siguien-
tes proporciones entre las diver-
sas longitudes de la grada:

50

5 X 7 7
7Y o oy =71 77 _is4
5 11 5 5

Las longitudes de x e y son 7,14 dm
y 15,40 dm, respectivamente.

Aplicaciones del teorema de Tales
Division en n partes iguales.

Al teorema de Tales lo empleamos en gran
medida en el dibujo técnico. Un ejemplo
claro de esto se presenta cuando una recta
debe ser dividida en n partes iguales.

Como ya vimos en la secciéon anterior, si
tenemos una recta cortada en segmentos
de un determinado largo, podemos generar
segmentos proporcionales en una segunda
recta utilizando paralelas.

Mediante este principio realizamos esta
construccion utilizando unicamente escua-
dra y compas:

1. Dibujamos el segmento AB.

A B




2.Dibujamos una semirrecta con origen en
A. Sobre esta semirrecta situamos con-
secutivos y alineados cinco segmentos
de una misma longitud b.

3. Unimos el extremo libre del ultimo seg-
mento b con el punto B.

4. Trazamos rectas paralelas al segmento
anterior que pasen por los puntos marca-
dos en la semirrecta.

Hemos dividido el segmento AB en cinco
segmentos de igual longitud.

Division en partes proporcionales

¢, Coémo dividir un segmento de longitud a
en dos partes proporcionales a los segmen-
tos de longitudes by c?

1. Dibujamos el segmento a.

2. Desde uno de sus extremos, dibujamos
una semirrecta en la que situamos con-
secutivamente los segmentos by c.

3. Unimos el extremo libre del segmento c
con el extremo libre del segmento a.

4. Desde el extremo del segmento b, traza-
mos una recta paralela al segmento dibu-
jado en el punto anterior.

Sobre el segmento a hemos obtenido
dos segmentos proporcionales a los seg-
mentos by c.

A
s8]

) C e e .
a Trabgjo individual
1. Corte un segmento en siete partes iguales.

2. Hemos cortado una tira de madera en par-
tes proporcionales a 2, 3y 5.

— Halle la razén de estos segmentos:

a.ABy CD c. BC yAD
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3.1. Triangulos semejante y posicion de Tales

D.C.D. M.4.2.6. Aplicar la semejanza en la construccion de figuras semejantes, el calculo de longitudes y la solucién de problemas

cotidianos como el calculo de alturas.

Triangulos semejantes y posicion de Tales

El teorema de Tales sirve para determinar
si dos rectas que cortan dos rectas secan-
tes son paralelas o no.

—

b
a
! \ ! A\
a b
Si se cumple :, = l})’, , entonces ry s son

paralelas.

Ahora considera los triangulos seme-
jantes del ejemplo de la izquierda ABC
y A'B'C'.

B B’

A C

Al ser semejantes deben cumplir:
AB BC AC
AB BC  AC

Por el teorema de Tales podemos afirmar
que los segmentos BC y B'C’ son paralelos
y, por lo tanto, que los triangulos ABCy A’
B'C’ estan en posicion de Tales.

Semejanza de triangulos en posi-
ciéon de Tales

En la unidad anterior vimos que dos triangu-
los estan en posicién de Tales si tienen un
angulo comun y los lados opuestos a este
angulo son paralelos.

También aprendimos que dos triangulos en
posiciéon de Tales tienen los lados propor-
cionales y los angulos iguales.

Por lo tanto, dos triangulos en posicion de
Tales son semejantes.

El reciproco también es cierto; es decir, dos
triangulos semejantes siempre pueden si-
tuarse en posicion de Tales.

Para comprobarlo, basta mover uno de
los triangulos hasta hacer coincidir en un
mismo vértice dos de los pares de angulos
homologos.

Observemos que, independientemente del
angulo escogido, los lados opuestos a este

BB’

angulo son paralelos y, por lo tanto, los
triangulos siempre quedan situados en po-
sicion de Tales.

Dos triangulos en posicion de Tales son semejan-
tes, y dos triangulos semejantes pueden situarse
en posicién de Tales.

Criterios de semejanza de triangulos

Hemos visto que dos triangulos son seme-
jantes si tienen los angulos iguales y sus la-
dos son proporcionales.

C




No obstante, no es necesario comparar los
tres lados y los tres angulos de dos triangu-
los para determinar si son semejantes.

Las condiciones que nos permiten afirmar que
dos triangulos son semejantes se llaman criterios
de semejanza.

Hay diversos criterios de semejanza para
triangulos. Tres de estos criterios son:

Dos triangulos que tengan
son

Dos triangulos que tengan sus

son
D F
C
E
A B

AC _CB_ AB

DF FE DE
Dos triangulos que tengan un y
los son

semejantes.

C D E
A B B
DF FE DE

Estos criterios se demuestran comproban-
do que los triangulos pueden situarse en
posicion de Tales.

Estos criterios de semejanza se simplifican
para algunas clases de triangulos, como es
el caso de los triangulos rectangulos y el de
los triangulos isdsceles.

Veamos cuales son estos criterios.

Criterios de semejanza de triangu-
los rectangulos

Dos triangulos rectangulos que tengan un
angulo agudo igual son semejantes.

B E

Dos triangulos rectangulos que tengan los ca-
tetos proporcionales o que tengan un cateto y
la hipotenusa proporcionales son semejantes.

F
C
A B D E
AC _AB  AC _CB
DF DE DF FE
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Criterios de semejanza de triangu-
los isosceles

Dos triangulos isdsceles que tengan uno de
los angulos correspondientes igual son se-
mejantes.

>
o>

A-D o C-E

Dos triangulos isdsceles que tengan un lado
y la base proporcionales son semejantes.

A
C
D
F
B
E
AC_AB | CB_ AB
DF DE FE DE

Poligonos semejantes

Observemos los poligonos ABCDE vy
AB'C’D’E’ de la figura.

Los angulos de los dos pentagonos son res-
pectivamente iguales.

>

>>
I
>
=
I
%>
>
[
a
o>
[
<>
=1
[
=1

Los lados de los dos pentagonos son pro-
porcionales.

AB _BC _CD _DE _EA

AB BC CD DE EA

Decimos entonces que los pentagonos
ABCDE y AB’C’'D’E” son semejantes.

Es decir que dos poligonos semejantes tie-
nen la misma forma aunque tengan distinto
tamano.

Dos triangulos ABC y A'B'C’' de lados
paralelos son semejantes.

c ¢

A B

La recta que une los puntos medios de
los lados de un triangulo es paralela
al tercer lado del triangulo y mide la
mitad de este.

Verificamos que la razén de semejanza
entre los dos triangulos es:

k=1
2

‘ Trabajo individual

1. Construya un triangulo cuyos lados midan 6
cm,8cmy 10 cm.

2. Realice otro triangulo de lados proporciona-
les a los anteriores; por ejemplo, 3 cm, 4 cm
y 5cm.



3.2. Simetria en figuras geométricas

D.C.D. M.4.2.7. Reconocer y trazar lineas de simetria en figuras geométricas para completarlas y resolverlas.

Poligonos regulares

Los poligonos regulares tienen todos sus
lados y sus angulos iguales.

0o

Estos poligonos tienen unos elementos ca-
racteristicos y exclusivos: el centro, las apo-
temas y los angulos centrales.

Angulo central: Angulo
con vértice en el centro
del poligono cuyos lados
son semirrectas que
pasan por dos vértices
adyacentes.

Centro: Punto interior del
poligono que esta a la
misma distancia de todos
sus vértices.

TN

Apotema: Segmento que une
el centro del poligono con el
punto medio de cualquier lado.

Fijese en que todas las apotemas de un po-
ligono regular miden lo mismo y que cada
apotema es perpendicular al lado corres-
pondiente.

Sabemos que hay tantos angulos centrales
como lados. Puesto que todos ellos suman
360° y son iguales, tenemos que:

El valor de un
regular de n lados es igual a:

de un poligono

Calculemos el valor del angulo central
de un pentagono regular.

Aplicamos la férmula para calcular el
valor del angulo central de un poligono
regular:
360°:5=72°
Si un poligono gira menos que 360° respec-
to a una perpendicular por un punto c tal

como indica la figura y se ve idéntico, c es
centro de simetria del poligono.

c; 180°

L2 L

e e
Asi, el centro de un poligono regular es
centro de simetria del poligono regular.

Si un poligono gira 180° respecto a una recta
e tal como indica la figura y se ve idéntico,
e es eje de simetria del poligono.

Q
QD o= =

Asi, una altura de un triangulo equilatero es
eje de simetria del triangulo.
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4. Triangulos

M.4.2.8. Clasificar y construir triangulos utilizando regla y compas bajo condiciones de ciertas medidas de lados y/o angulos, en
relacion con problemas practicos de la construccion, medicion de terrenos, etc.

Un triangulo es un poligono de tres lados.
Clasificacion

A los triangulos los podemos clasificar se-
gun sus lados o segun sus angulos.

Sefial de transito que advierte
que el pavimento es deslizante

Triangulos

Segun sus lados

Equilatero Isésceles Escaleno
tres lados dosladosiguales tres lados
iguales  y uno desigual desiguales
Propiedades
Un cualquiera de un triangulo es
que la de los y
que su

La suma de los angulos interiores de un
triangulo es 180°.

R
q P
p r Q
p<q+r p>r—-q
q<p+r q>r-p
r<p+gq r-q-p

Triangulos rectangulos

Un es el que tiene un
angulo recto, es decir, un angulo de 90°.
Sus lados reciben nombres especiales:

El lado a, opuesto al angulo recto, se
denomina hipotenusa.

Los lados b y ¢ que forman el angulo
recto se llaman catetos.

Segun sus angulos

Acutangulo Rectangulo Obtusangulo
tres angulos  un angulo un angulo
agudos recto obtuso

! _—

Ademas, en todo tridngulo rectangulo se
cumple que:

La hipotenusa es mayor que cada uno
de los catetos.

son complementa-
rios, ya que:

A c B

A A
B+C=90°

A N A
A+B+ C=180°
N

A

(o]

OO

Rectas y puntos notables

Las mediatrices y las bisectrices de un
triangulo, junto con las medianas y las altu-
ras, que definiremos a continuacién, consti-
tuyen las denominadas rectas notables de
un triangulo, y sus intersecciones se deno-
minan puntos notables.



Mediatrices

Las mediatrices de un triangulo son las me-
diatrices de sus lados.

El punto donde se cortan las tres mediatri-
ces de un tridngulo es el circuncentro, O.
Esta situado a la misma distancia de cada
vértice, por lo que es el centro de la circun-
ferencia circunscrita al triangulo.

Bisectrices

Las bisectrices de un triangulo son las bi-
sectrices de sus angulos.

El punto donde se cortan las tres bisectri-
ces de un triangulo es el incentro, |. Esta
situado a la misma distancia de cada lado
del triangulo, por lo que es el centro de la
circunferencia inscrita en el triangulo.

Alturas

Las alturas de un triangulo son los segmen-
tos perpendiculares a un lado (o su prolon-
gacion) y que pasan por el vértice opuesto.

El punto donde se cortan las tres alturas de
un triangulo (o sus prolongaciones) es el or-
tocentro, H.

Medianas

Las medianas de un triangulo son los seg-
mentos que unen un vértice con el punto
medio del lado opuesto.

El punto donde se cortan las tres medianas
de un tridngulo es el baricentro, G. El ba-
ricentro divide cada mediana en dos seg-
mentos, uno con longitud doble a la del otro.

Circuncentro y ortocentro de
triangulos:

En un triangulo rectangulo, el circuncen-
tro esta situado en el punto medio de la hi-
potenusa. El ortocentro coincide con el
vértice del angulo recto.

En un triangulo obtusangulo, el circuncen-
tro y el ortocentro son exteriores.

i Trabajo individual

1. Dibuje un triangulo escaleno y acutangulo
como el de la figura, y halle su circuncentro,
su baricentro y su ortocentro.

— Compruebe que estos tres puntos se en-
cuentran sobre una linea recta, llamada
recta de Euler, y que el baricentro se si-
tua a doble distancia del ortocentro que
del circuncentro.

2. ;Es posible que un triangulo tenga dos an-
gulos rectos? Razona tu respuesta.

3. ¢ Puede ser equilatero un triangulo rectangu-
lo? ¢ E is6sceles? ;Por qué?

4. Dos medianas de un triangulo se cortan y se
dividen en dos partes cada una, si las me-
dianas median doce y quince metros, cuales
son los valores de sus partes divididas.
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4.1. Construccion de triangulos

D.C.D. M.4.2.8. Clasificar y construir triangulos utilizando regla y compas bajo condiciones de ciertas medidas de lados y/o angu-
los, en relacion con problemas practicos de la construccion, medicion de terrenos, etc.

Construccion de triangulos

Para determinar un triangulo, es necesario conocer tres de sus elementos, de los cuales al
menos uno debe ser un lado.

A continuacién, mostramos algunos casos.

o Posteriormente, abrimos el compas a la distancia del se-
gundo lado y hacemos centro en uno de los extremos
del segmento. Trazamos un arco.

La construccion mas sencilla es aquella donde cono-
cemos los tres lados del tridngulo (LLL).

Primero trazamos un segmento de largo de uno de
los lados.

Finalmente, trazamos rectas desde los

extremos hasta el punto de corte de am-
bos arcos.

eReaIizamos el mismo procedimiento para el otro lado con la
kmedida del lado restante.

Esta construccion es la de un tridngulo conociendo dos lados y un angulo comprendido
entre ambos (LAL).

o Posteriormente, tomamos el largo del primer lado y tra-
o zamos un arco con el compas hacia la primera linea.

Primero trazamos dos lineas separadas por el
angulo dado.

| E——

9 Luego, hacemos lo mismo con el segundo largo
\ sobre la segunda linea.

Finalmente, unimos los puntos de corte.




Otro conjunto de datos que dan como resul-
tado un tridngulo unico es dos angulos con
un lado en comun (ALA).

Primero trazamos un segmento del largo del
lado dado.

Posteriormente, trazamos una linea que se
encuentre separada por el angulo dado de
uno de los dos extremos.

Luego, hacemos el mismo procedimiento
con el otro angulo sobre el otro extremo.

Finalmente, unimos los puntos de corte.

Construccion de triangulos rectangulos

En un triangulo rectangulo, uno de sus angulos
es de 90° por lo que sus dos angulos agudos
son complementarios.

Ademas, como estudiaremos en el siguiente
tema, conocidas las longitudes de conocidas las
longitudes de dos de sus lados, podemos cal-
cular la otra mediante el teorema de Pitagoras.

A A
B+ C=90°

Estas propiedades posibilitan que para construir un
triangulo rectangulo sea suficiente con conocer:

* Dos lados.

* Unlado y un angulo agudo.

Puede aprender mas acerca de la construc-
cion de triangulos entrando a este enlace:

https://goo.gl/Zn6aLk.

i Trabajo individual

1. Construye un triangulo cuyos lados midan 7
cm,6cmy 3cm.

2. ¢ Puedes construir un triangulo cuyos lados
midan 10 cm, 6 cm y 4 cm? Razona tu res-
puesta.

3. Construye un triangulo equilatero de 5 cm
de lado.

4. Dibuja un triangulo en el que uno de sus la-
dos mida 5 cm y sus angulos contiguos mi-
dan 35°y 70°.

5. Construye un triangulo rectangulo cuya hi-
potenusa mida 8 cm y uno de sus angulos
agudos, 23°.

6. Construye un triangulo en el que dos de sus
lados midan 6 cm y 4 cm, y el angulo que
forman, 30°.

7. Construye un triangulo en el que dos de sus
lados midan 6 cm y 4 cm, y el angulo opues-
to al lado de 6 cm es de 60°.

8. Dos triangulos tienen sus tres angulos igua-
les. 4,Son iguales?
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Existe una combinacion mas, es la de dos lados consecutivos y un angulo que no se encuen-
tra entre ellos. El problema con estos datos es que resultan en dos triangulos posibles (ALL).

Primero trazamos el segmen-
to de la mitad, que tendra a un
lado el angulo y a otro el lado
con el largo dado.

\, v
F g . ,
.4 Posteriormente, trazamos una li-
// nea separada por el angulo dado
7 entre los datos de nuestra linea
s base.
A
4 y

Luego, tomamos de apertura
del compas el largo del lado res-

tante.
#
/
Ve
A
\, v
Con esta apertura, trazamos un
arco sobre la linea que hicimos
y anteriormente.
/
ey
P
7
A
4 3
Podemos ver que el arco cru- e
za la linea en dos posiciones 7
diferentes.
>
7/
A
\, v
S
g 4 L,
3 4 La union del extremo con cada
§ corte da como resultado dos trian-
s y gulos distintos a partir de los mis-
= 7/ mos datos.
& /s
A
g

=



4.2. Congruencia de triangulos

D.C.D. M.4.2.9. Definir e identificar la congruencia de dos triangulos de acuerdo con criterios que consideran las medidas de sus

lados y/o sus angulos.

Congruencia

Dos triangulos son congruentes si tienen
iguales los lados y los angulos correspon-
dientes.

Sin embargo, no es necesario comparar
siempre los tres lados y los tres angulos;
para saber si dos triangulos son congruen-
tes, basta con que lo sean algunos de sus
elementos.

Para saber si dos friangulos son congruen-
tes basta comprobar que se cumple cual-
quiera de estas cuatro condiciones:

1. Tienen iguales los tres lados.

2. Tienen iguales un lado y sus dos angulos
adyacentes.

3. Tienen iguales dos lados y el angulo que
forman.

4. Tienen iguales dos lados y el angulo
opuesto al mayor de ellos.

Estas condiciones son los denominados cri-
terios de igualdad de triangulos.

Teorema de Pitagoras

En un triangulo rectangulo, conocidas las
longitudes de dos de sus lados, podemos
calcular la otra mediante el teorema de Pi-
tagoras.

En un triangulo rectangulo, el cuadrado de
la hipotenusa es igual a la suma de los cua-
drados de los catetos.

C
a?=b?+¢?

Conocidas las longitudes de un cateto y de
la hipotenusa de un triangulo rectangulo,
podemos conocer la longitud del otro cateto
despejandolo de la expresion del teorema
de Pitagoras:

b=./02- C?
C=\/C12-b2

Criterios de congruencia de triangulos rec-
tangulos

Dos triangulos rectangulos son iguales si:
+ Tienen dos lados iguales.

» Tienen iguales un lado y un angulo agudo.

Desde Estudios Sociales

Al observar las construcciones antiguas como
las piramides de Egipto podemos darnos
cuenta que usaban cuerdas y nudas para es-
tablecer las lineas guias de construccion.

Ademas en las escrituras védicas de la an-
tigua India en el que se mencionan algunas
reglas para colocar sus altares en los cuales
empleaban cuerdas marcadas por triadas
que muestran una aplicacion del Teorema de
Pitagoras que fue escrito mas tarde

Actualmente muchos albafiiles usan tableros
pequefios aplicando este teorema para ali-

near las esquinas de su construccion.

@ Mundo Digital

El Teorema de Pitagoras tiene varias aplica-
ciones, puede buscarlo en difrenentes sitios
web o visitar el siguiente enlace:

https://goo.gl/9JGGgP
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Para determinar si es triangulo

rectangulo

El teorema de Pitagoras solo se verifica
para triangulos rectangulos. Asi, si cono-
cemos los tres lados de un triangulo cual-
quiera, podemos deducir si es rectangulo o
no sin necesidad de dibujarlo; basta com-
probar si los lados cumplen el teorema de
Pitagoras o no.

Desde la Arquitectura

Los triangulos son herramientas eficaces
para la arquitectura y se utilizan en el disefio
de edificios y otras estructuras, ya que pro-
porcionan fuerza y estabilidad.

Los triangulos también se emplean como
adornos en la arquitectura. En las iglesias, las
ventanas triangulares a menudo se presentan
representando la Santisima Trinidad.

N~
-
o
Q
£
()
n—
Ll

Hallemos la longitud de la hipote-
nusa del triangulo rectangulo de la
figura.

6 cm

8 cm

Para hallar la longitud de la hipo-
tenusa aplicamos el teorema de
Pitagoras:

=P+ =+ 8=36+64=100=>a=,/100 =10

La hipotenusa tiene una longitud
de 10 cm.

En un tridangulo rectangulo, un catet

mide 4 cm y la hipotenusa 5 cm. ;Qué
longitud tiene el otro cateto?

Aplicamos el teorema de Pitagoras para
encontrar la longitud del cateto.

o2=b2+02=>c2=o2—b2=52—42=9:c=ﬁ=3

El cateto tiene una longitud de 3 cm.

\

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
/

¢, Qué longitud debera tener una es-
calera para que al situar su base a 2
m de la pared alcance una altura de
5m?

Al hacer un esquema obtenemos un
triangulo rectangulo del que conoce-
mos los catetos.

Para hallar la longitud de la escalera
aplicamos el teorema de Pitagoras:

Q2=52+22=25+4=29:o=@z5,4

La escalera debera tener una longi-
tud de 5,4 m.

1. Una bandera cuyas dimensiones son 15 dm

y 10 dm tiene una linea que la atraviesa dia-
gonalmente. Halle la longitud de dicha linea.

2. Dos tridngulos tienen sus tres angulos igua-

les. ¢ Son iguales?

. Calcule la altura que se puede alcanzar

con una escalera de 4 metros apoyada
sobre la pared, si la parte inferior se la
coloca a 60 centimetros de ésta.



Indicadores de evaluacion

Construye figuras simétricas; resuelve problemas geométricos que impliquen el calculo de longitudes con
la aplicacion de conceptos de semejanza y la aplicacion del teorema de Tales (1.1)

Justifica procesos aplicando los conceptos de congruencia y semejanza. (1.4.)

Escriba verdadero (V) o falso (F) estas afirma-
ciones:

a. Los poligonos de cinco lados se llaman
pentagonos. ()

b. Los poligonos que tiene veinte lados se lla-
man dodecagonos. ()

c. Los poligonos de doce lados se llaman ico-
sagonos. ()

d. Un poligono es equilatero si todos sus la-
dos y angulos son iguales. ()

¢Puede ser equilatero un triangulo rectangulo?
¢ E isosceles? ; Por qué?

Observe esta figura:

15 cm

— ¢ Cual es la longitud de x?

a.x=4cm c.x=5cm
b.x=6cm d.x=4cm
[ 4
Autoevaluacion

Construyo figuras simétricas; resuelvo problemas geométricos
que impliquen el calculo de longitudes con la aplicacién de con-
ceptos de semejanza y la aplicacion del teorema de Tales (I.1)

Encuentre el valor de y:

6 y
8 10
X
6
a.y=85 cy=75
b.y=5 dy=6

Determine los valores de H1 y H2 de la figura:

\44 cm

10 cm

a.H =12cmH,=8cm
b.H,=12cmH, =8, 37 cm
c.H =10cmH,=6,5cm

d.H, =8,77cmH, =12 cm

E ¢ Qué enunciado es un criterio de semejanza?
a. Son semejantes si son figuras idénticas.
b. Son semejantes si sus dos lados miden igual.

c. Son semejantes si tienen los lados propor-
cionales.

d. Son semejantes si tienen solo un angulo igual.

Justifico procesos aplicando los conceptos de congruencia y
semejanza. (1.4.)
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Unidad 5

Introduccion a la estadistica

Para empezar

» ¢Cual cree que seria el orden de
llegada entre las deportistas?

* ;Qué tiempo tomaria en llegar a la
meta cada una de ellas?

» ¢Cual seria el promedio de veloci-
dad de cada una de ellas?

Contenidos

1. Introduccidn a la estadistica

1.1. Organizacion y representacion de datos

estadisticos

1.2. Representacion de datos estadisticos por

medio de las TIC

¢
Objetivo

Desarrollar la curiosi-
dad y la creatividad a
través del uso de he-
rramientas matema-
ticas para enfrentar y
solucionar problemas
de realidad nacional.

et
S
)

1
1
é
Introduccion

En esta unidad se estudiara acerca de la
estadistica. Aprenderemos a organizar
datos estadisticos y a representarlos por
medio de las TIC. También aprenderemos
sobre las metodologias usadas en esta-
distica y las variables estadisticas.

1.3. Estadistica usando programas informaticos

1.4. Metodologias usadas en estadistica

1.5. Variables estadisticas

1.6. Estadistica usando programas informaticos




1.

Introduccion a la estadistica

1.1. Organizacion y representacion de datos

estadisticos

D.C.D. M.4.3.1. Organizar datos procesados en tablas de frecuencias para definir la funcién asociada y representarlos grafica-

mente con ayuda de las TIC.

Estadistica

Muchas veces es interesante conocer algunas
caracteristicas o el comportamiento de un co-
lectivo en cuestiones tan diversas, por ejemplo:

A. El color preferido de los estudiantes de
una clase.

B. El numero de goles marcados por cada
uno de los equipos de futbol de primera
division en la ultima jornada.

C. La estatura del estudiantado de noveno
de Basica de una ciudad.

En estos casos, hemos de recoger datos,
organizarlos adecuadamente y analizarlos
para extraer conclusiones. Ya sabes que a
este tipo de estudio lo denominamos estu-
dio estadistico.

Para el estudio estadistico de una situacion
tenemos que definir, en primer lugar, estos
conceptos: poblacion, individuo, muestra,
variable estadistica y dato.

La de un estudio estadistico es el con-
junto de elementos objeto del estudio. Cada uno
de los elementos de la poblacién es un

En ocasiones, no podemos tratar toda la
poblacién porque es demasiado grande,
porque no disponemos de tiempo ni de re-
cursos para hacerlo, o por otros motivos.
En estos casos, solo podemos estudiar una
parte de la poblacion.

Normalmente, estudiamos una muestra, porque
la poblacién es muy grande o porque es muy cos-
toso estudiar la poblacién entera.

Dado que las conclusiones que extraemos de un
estudio estadistico se extrapolan a toda la pobla-
cioén, hemos de prestar mucha atencion a la hora
de seleccionar la muestra.

Una es una parte de la poblacién sobre
la que se lleva a cabo el estudio.

La propiedad o caracteristica concreta de la po-
blacién que se quiere estudiar recibe el nombre
de variable estadistica. Cada valor que toma la
variable estadistica es un

Estudio Poblacién Variable
estadistico estadistica
Todos los estu-
A diantes de una | Color preferido
clase
Equipos de Numero de goles
B fatbol de marcados en la
primera division | Ultima jornada
c Estudiantado de Estatura

una ciudad

Existe un proceso a seguir para resolver
problemas estadisticos:

Describir claramente el problema.

Identificar factores que pueden afectar el
problema o solucionarlo.

Proponer un modelo para el problema.
Realizar experimentos.

Refinar el modelo basandose en los da-
tos encontrados.

Realizar un nuevo experimento para ha-
llar una solucién al problema.

Sacar conclusiones.

Recogida de datos

En un estudio estadistico nos interesa cono-
cer el valor que toma la variable estadistica
en los diferentes individuos que componen la
muestra de la poblacion.
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http://goo.gl/bG2xPp

Ramas de la estadistica

La estadistica se divide en dos importantes ramas:

. La estadistica descriptiva, que se ocupa
Unicamente de organizar los datos obteni-
dos en un estudio estadistico.

+  La estadistica inferencial, cuya finalidad es
extraer conclusiones fiables sobre una po-
blacién a partir de los datos recogidos en un
estudio estadistico.

En esta unidad solo nos ocuparemos de la esta-
distica descriptiva.

En ocasiones, para obtenerlos, basta con fi-
jarse en como es 0 coOmo se comporta cada
individuo; otras veces es necesario hacer me-
diciones o experimentos cientificos. También
es frecuente realizar encuestas.

Una encuesta es un conjunto de preguntas diri-
gidas a una muestra significativa con la finalidad
de obtener datos para un estudio estadistico.

tener presente que:

Debe realizarse en un momento ade-
cuado para que la persona encuestada
se sienta comoda y sea sincera.

Las preguntas deberan ser breves y
claras, y deben reducirse a las minimas
para obtener la informacién necesaria.

Las preguntas no deben mostrar la opi-
nidén del encuestador.

Es preferible formular preguntas con un
numero limitado de respuestas posibles
que dejar opinar libremente al encues-
tado. En este caso, las encuestas son
mucho mas dificiles de tratar.

Asi, por ejemplo, al realizar una encuesta en
una clase sobre la practica de deporte, pode-
mos plantear distintas preguntas:

¢ Cual es tu relacion con el deporte?
La pregunta puede tener demasiadas
respuestas diferentes y puede ser muy
complicado extraer alguna conclusién.

¢ Cuantos dias a la semana practicas
deporte? Esta sencilla pregunta es mas
recomendable y tiene un abanico de
respuestas mas controlado.

Una forma sencilla de conseguir una muestra
representativa consiste en escogerla al azar; por
ejemplo, efectuando un sorteo entre todos los in-
dividuos de la poblacion. En este caso, decimos
que la muestra ha sido obtenida mediante un
muestreo aleatorio.

La Estadistica es una rama de la Ma-
tematica que surgio apenas el ser humano
empezO a utilizar conceptos como el de un
censo o el de los juegos de azar.

Investiga en libros e internet sobre la historia
de las finanzas, puedes utilizar el siguiente
enlace: https://goo.gl/c9aXgf.

https://goo.gl/7d2Y14



Toma de muestras

No siempre es posible averiguar el valor
que toma la variable estadistica en todos y
cada uno de los individuos de la poblacion.

Cuando resulta inadecuado o dificultoso ob-
tener informacién de toda la poblacién, re-
cogemos los datos correspondientes a una
muestra representativa de dicha poblacion.

Una manera sencilla de conseguir mues-
tras representativas es elegirlas al azar.
Esta técnica recibe el nombre de muestreo
aleatorio. Asi, para conocer la opinién de los
habitantes de un pais sobre cierta decision
politica, seleccionariamos una muestra for-
mada por unos cuantos habitantes elegidos
por sorteo en el censo.
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D¢ Come

En cuanto al tamafio de la muestra, debe
ser suficientemente grande para resultar re-
presentativa de la poblacion, pero, a la vez,
suficientemente pequefa para que sea po-
sible manejarla.

Tablas estadisticas

Una vez recogidos los datos sobre los que
basar un estudio estadistico, conviene orga-
nizarlos de forma que permitan obtener una
primera impresion de la informacion que se
tiene. Para ello, construimos las llamadas
tablas estadisticas.

O° Desde la Matemdtica

Lenguaje matematico

Para representar la suma de N términos, utili-
zamos el simbolo sumatorio, 2:

n+n,+.+n,=¥n
(i=

1.2,..N)

Vamos a ilustrar el procedimiento con el es-
tudio estadistico del numero de hermanos
que tienen los estudiantes de un determinado
centro. De una muestra de veinte estudiantes,
obtuvimos estos datos:

2,0,1,0,1,203,10,1,20,01,3,20,1,0

A partir de esta serie de datos, construimos la
tabla de distribucion de frecuencias.

Fijémonos en que, en la primera columna,
aparece el valor de la variable estadistica, nu-
mero de hermanos, y en la segunda columna,
recuento, anotamos un pequefio segmento
cada vez que aparece un dato de ese valor.

Realizacion de encuestas

Es conveniente formular preguntas de respues-
ta cerrada (a favor - en contra - no se define;
mucho - regular - poco...), ya que ello facilita la
clasificacion de las respuestas.

TRRRATERAR

Cuando no resulta posible o adecuado ob-
tener los datos de toda la poblacion, reco-
gemos los correspondientes a una muestra
representativa de esta; es decir, una muestra
que nos pueda dar una idea correcta de los
valores de la variable en toda la poblacion.

También es importante el nUmero de elemen-
tos de la muestra: cuanto mas grande sea,
mejor representara toda la poblacion, pero
mas dificil sera obtener los datos (necesitare-
mos mas tiempo, seguramente mas dinero).

Ademas, en la tabla estadistica, aparecen:

Frecuencia absoluta: La

n, de un valor de la variable
estadistica es el numero de veces que
se repite dicho valor. Asi, la frecuencia
absoluta del primer valor es n, = 8; la del
segundo, n, =6...

/soidasiymmmy/:diy

Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

129 |



Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

| 130

Frecuencia relativa: La frecuencia re-
lativa f_de un valor de la variable esta-
distica es el resultado de dividir la fre-
cuencia absoluta de dicho valor por el
numero total de datos, N. Asi:

n 8 n, 6

foR e =04 G- =03

Frecuencia absoluta acumulada: La
frecuencia absoluta acumulada N, de
un valor de la variable estadistica es el
resultado de sumar a su frecuencia ab-
soluta las frecuencias absolutas de los
valores anteriores. Asi:

NT1=8N2=8+6=14N3=8+6+4=18..

Frecuencia relativa acumulada: La
frecuencia relativa acumulada F, de un
valor de la variable estadistica es el re-
sultado de sumar a su frecuencia relati-
va las frecuencias relativas de los valo-
res anteriores. Asi:

F1=04,F2=04+03=0,7F3=04+03 +
02=009..

En general, en todas las tablas estadisticas se
cumple esto:

La suma de todas las frecuencias absolutas,
Zn, coincide con el numero total de datos, N.

La suma de todas las frecuencias relativas, 2f,
es 1 (si expresamos en forma fraccionaria o de-
cimal) o 100 (si expresamos en forma de por-
centaje).

La frecuencia absoluta acumulada del ultimo
valor coincide con el numero total de datos, N.

La frecuencia relativa acumulada del ultimo va-
lor es 1 (si expresamos en forma decimal) o 100
(si expresamos en forma de porcentaje).

En una clase de veintiin estudian-
tes se hace una encuesta sobre el
numero de hermanos:

Numeros Recuento Frecuencia Frec1.1enc1a
hermanos absoluta |relativa
0 N 8 8 o381
21
1 Al 6 5 _0,286
21
4
2 4 — =0,190
D 21
3 L 2 2 0,095
21
5 | 1 L0018
21
21
21 —=1
21

Frecuencia| Frecuencia
relativa

Ntmeros |Frecuencia| Frecuencia

absoluta -
hermanos |absoluta | acumulada |relativa

acumulada
0 8 + .8 0381 4 0381
1 6 § 0,286 <<
2 4 0,190 <=

a i a Trabajo colaborativo

1. Realicen una encuesta similar en su cla-
se y encuentren todas las frecuencias.

2. Las respuestas correctas dadas por los es-
tudiantes de una clase en una prueba de
Matematica compuesta por diez preguntas
hansido: 6,6,7,4,5,7,3,9,7,8,5,5, 3,6,
4,3,56,55,57,8,55,6,8,4,6y10.

a. Elaboren una tabla de distribucion
de frecuencias y di cuantos estudian-
tes han contestado correctamente:

* menos de cinco preguntas.
* cinco o mas preguntas.
» ocho o mas preguntas.

3. Elijan un comité de tres personas en tu
clase y pidan que decidan entre los tres
la comi- da favorita del curso. Después,
elijan un comité de una manera diferente
y pidan que decidan el color favorito de la
clase. Finalmente, hagan una encuesta
levantando manos para averiguar cual es
la respuesta correcta a ambas preguntas.
¢ A qué comité le fue mejor? ;Por quée?



Agrupacioén de datos

Cuando una serie de datos estadisticos con-
tiene una gran cantidad de valores distintos
que apenas se repiten, no resulta practico
empezar una tabla estadistica anotando los
diferentes valores de la variable, sino que,
antes del recuento, agrupamos los datos en
intervalos.

Utilizamos los intervalos siempre que se
trate de una variable estadistica cuantitativa
continua, pues, en este caso, solemos te-
ner muchos valores diferentes, o en el caso
de una variable estadistica cuantitativa dis-
creta si existe una gran cantidad de valores
distintos que apenas se repiten.

Consideremos las estaturas de veintiocho
estudiantes de una clase expresadas en
centimetros.

154 158 162 148 163 153 159 180 165 168

1566 148 162 157 153 158 147 165 166 175

172 167 160 155 147 156 161 159

Puesto que hay gran numero de valores dis-
tintos, los agruparemos en estos intervalos:

(146, 153), (153, 160), (160, 167),
(167, 174), (174, 181).

Hemos elegido intervalos semiabiertos por la
derecha, de la misma amplitud y en los que
se incluyen todos los datos de la serie. A es-
tos intervalos los denominamos intervalos de
clase.

Tomamos como representante de cada inter-
valo de clase su valor central. A este valor lo
obtenemos sumando los dos extremos y divi-
diendo el resultado entre 2. Recibe el nombre
de marca de clase.

Por ejemplo, la marca de clase del intervalo
[146, 153) es:

146+ 153 +2153 = 1495.

Una vez realizada la eleccidn de intervalos de clase, construimos la tabla estadistica.

Estatura (cm) Marca de clase Recuento
(146, 153) 149,5 [ ]
(153, 160) 156,5 1A
(160, 167) 1635 L]
(167, 174) 1705 | ]
(174, 181) 1775 |

° C
a Trabajo individual

n

4
1

N W

In=28

f N, F
01429 4 01429
03929 15 05358
0.2857 23 08215
0,107 1 26 09286
0,071 4 28 1

L=

1. Las masas en gramos de 33 piezas producidas por una maquina son:

6,8;6,5,6,9;7,0;6,8;6,7;6,9;6,4,7,0, 7,1, 6,7,

6,6;6,4;6,7;7,2;6,8;6,9;6,9;6,5;7,0; 6,9; 6,7;

6,5;6,8;7,0;6,8;6,4;6,9;7,1; 7,0; 6,6; 6,6; 6,8

Agrupe estos datos en seis intervalos que vayan de 6,35 g a 7,25 g, y confeccione una tabla de

distribucion de frecuencias.

2. Se dispone de los siguientes datos de una encuesta realizada a veinticinco estudian- tes sobre
su deporte favorito: la natacion es el preferido por diez estudiantes; el 24% jue- ga futbol; la frecuen-
cia relativa de los que eligen el baloncesto es 0,16; hay estudiantes que seleccionaron el voleibol.

— Confeccioe una tabla con la frecuencia absoluta, la frecuencia relativa y el porcen- taje de

cada uno de los cuatro deportes.

131
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1.2. Representacion de datos estadisticos
por medio de las TIC.

D.C.D. M.4.3.2. Organizar datos no agrupados (maximo veinte) y datos agrupados (maximo cincuenta) en tablas de distribucion
de frecuencias: absoluta, relativa, relativa acumulada y acumulada, para analizar el significado de los datos para una compresion
mayor de la informacién encontrada en varios medios.

Graficos estadisticos

A la informacion contenida en las tablas estadisticas, la interpretamos con mas facilidad si la re-
presentamos mediante graficos estadisticos.

Si se trata de datos no agrupados, los graficos mas empleados son el diagrama de barras y el
diagrama de sectores.

Diagrama de barras Diagrama de sectores

Trazamos unos ejes de coordenadas y re-  Consiste en un circulo dividido en sectores
presentamos en abscisas los valores dela  de amplitud proporcional a las frecuencias
variable y en ordenadas sus frecuencias. de cada valor de la variable.

Para cada valor de la variable, levantamos = Suele acompafiarse del porcentaje que re-
una barra vertical cuya altura sea el valor = presenta cada sector.
de su frecuencia.

Cuando las barras son sustituidas por
dibujos representativos, al grafico lo de-

nominamos pictograma.

. Hombres

10 :
a2 A | Mujeres
6 H .Niﬁos
4 T — Nifias
=5 n
o 1 2 3
Diagrama de barras horizontales Pictograma

Se trata de un diagrama de barras, pero = En este grafico hemos sustituido las barras
con la posicion de los ejes intercambiada. = por dibujos representativos de la variable

Frecuencia absoluta

. . estudiada.

Es decir, representamos en abscisas la

frecuencia y en ordenadas los valores de Libros de texto publicados por una editorial
5 la variable.
§ 6 000
8 10 1 1 1 1 1 1 ) 5000
% 9 _I_I_I_I_|
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Si se trata de datos agrupados en intervalos, el grafico mas utilizado es el histograma. Veamos
como se representan mediante un histograma las frecuencias absolutas del estudio estadistico

sobre las estaturas de veintiocho estudiantes.

Estatura (cm) Marca de clase

(146, 153)
(153, 160)
(160, 167)
(167, 174)
(174,181)

149.,5
156,5
163,5
1705
1775

Recuento n, f N, F,
[ ] 4 01429 4 01429
1A 1 03929 15 05358
L 8 02857 23 08215
| 3 01071 26 0928 6
| 2 0,071 4 28 1

Tn =28 Tf=1
Histograma

Dibujamos unos ejes cartesianos. Sobre el eje de abscisas, representamos los intervalos de clase, uno a con-
tinuacién del otro, y sefialamos la marca de clase de cada uno. Sobre el eje de ordenadas, representamos las

frecuencias absolutas.

Sobre cada intervalo de clase, construimos un rectangulo de base dicho intervalo y altura su frecuencia absoluta.

Observa que, al considerar intervalos de clase de igual amplitud, las areas de los rectangulos son proporcionales

a las frecuencias correspondientes.

045

En ocasiones, los histogramas apa-
recen acompafiados de una linea
poligonal que facilita la visualizacion
del perfil de la distribucién de datos.

-

03

Jdn

015

HARR

Si el histograma es de frecuencias ab-
solutas o relativas, la linea poligonal
se llama poligono de frecuencias.

Z -
7

Vi

017 033 05 047 083 1

T T T T
1495 1565 1635 1705

T
1775

Si el histograma es de frecuencias | _
absolutas acumuladas o relativas 1495 1565 1635 1705 1775
acumuladas, se llama ojiva.

Ademas de los graficos estudiados, existen otros tipos de graficos.

Cartograma

Es un mapa coloreado por zonas, se-
gun los valores que toma la variable. Va
acompanado de un cddigo que indica el

significado de cada color.

El siguiente car-
tograma muestra
el PIB (producto
interior bruto) por
habitante en Es-
pafa (2007).

Piramide de poblacion

Es la combinacion de dos histogramas
horizontales con un eje vertical comun
que contiene los intervalos de clase.

En uno de e”os se Pirimide de Poblaciones de espafia 2009

representan los da- | T [douk| F g
tos correspondien- e g
tes a la distribucion i 2
por edades del sexo |1 . S
masculino; y en el [ 2 P é
otro, los del sexo fe- ket E
menino. iuir s Taal 5
B ESpafiolos e Extranjoros :8

.‘OE
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Grafico evolutivo

Lo utilizamos para representar la evolucion en el tiempo de una determinada variable
estadistica. Los valores de la variable cambian a lo largo del tiempo y constituyen lo
que denominamos una serie temporal.

Para construir un grafico evolutivo, seguimos estos pasos:
— Trazamos unos ejes de coordenadas.

— El eje de abscisas se toma como eje tem-
poral, es decir, sobre él representamos

los diferentes periodos. Sobre el eje de ke
ordenadas, representamos los distintos 51 /v
valores de la variable.
) bt e e | ————} {1 —}
— Representamos mediante puntos los pa- | = ° TR T
_5.

res formados por cada periodo y el valor
correspondiente de la variable, y los uni-
mos mediante una linea poligonal.

Observa que el grafico evolutivo muestra la variacion de las temperaturas de una pobla-
cion a lo largo de un mes.

Grafico comparativo

Consiste en la superposicion de dos o0 mas

graficos en uno solo, de manera que pue-

dan compararse con mayor facilidad que si
o o se hubieran representado por separado.

La figura representa un grafico comparati-
VO que consiste en la superposicion de dos
graficos evolutivos que describen los ingre-
sos Yy los gastos anuales de una empresa,
en millones de euros, entre 2001 y 2010.

o M oE ooom

2010 =1

2001 =
D0 -
2003 —
A4 =
05 -
06 -
2007 =
HH -
000 -

a Trabajo individual

1. Observe el cartograma de la pagina anterior y explique cual es la distribucion del PIB por habitante
en el territorio espafiol.

2. A partir del grafico comparativo representado en la pagina anterior, construya un grafico evolutivo que
represente las ganancias de la empresa a lo largo del tiempo. ¢ Cuales han sido el mejor y el peor
momento de la empresa en este periodo?

3. Describa cada tipo de grafico estadistico.
a. Poligono de frecuencias
b. Pictograma
c. Cartograma

d. Grafico comparativo
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Tablas y graficos con computadora

Una hoja de calculo puede servir para confec-
cionar distintos tipos de graficos estadisticos.

Veamos, por ejemplo, el caso de la estadis-
tica de los jugadores de un equipo de balon-
cesto en lo relativo a puntos conseguidos y
minutos jugados.

En primer lugar, debemos introducir en las
celdas de la hoja de calculo, en forma de
tabla, la informacién recogida en el estudio.

A continuacion, en el menu Insertar elegi-
mos la opcion Gréaficos. A lo largo de cuatro
pasos podemos definir las distintas caracte-
risticas del grafico.

/

> B <8

*  En el paso 1 seleccionamos el tipo de
grafico: columnas, lineas, sectores...

*  Enelpaso 2, lainformacion que hemos
introducido en las columnas, las series
de datos y sus titulos, se relacionan con
la posicidon que debe tener en la gréfica.

Asistente para grificos - paso 3 de 4 - Opciones de grifico

Leyenda  Rétulos de datos

[Tiulos Be  Lineas de division

Titwlo del grifica

Tabla de datos

Jormace 1%
jornada 159

Eje de categorias (X}

P

RN

.Jugmef

Eje de valores (Y) s
i Vi
]

A

Ll A R

gt

4 A | B | C

1 Jugador Puntos Minutos
| 2 Juan 10 15
' 3 Nacho 9 27
' 4 Omar 3 24

5 Diego 26 24
6 David 14 32
7 Awaro 8 3
8 \Vicente 10 28
T@Ricardo 1 Z1
10 Pedro 7 26

Asistente para grificos - paso 1 de 4 - Tipo de gréfico

{ Tipos estind Tipos personalizados

Tipo de grifico: Subtipo de grifico

Columna
.E Barras
="
_____ £ Lineas
Circular =
," w1 XY (Dispersion) r|
m Artls w m
Q Arior ol
.j_'-;_. Radial
o Superficie
o Superh

=
Qg Burbujas

s+ Cotizaciones

M e nes e | L

“@
\._"
A

p— mwimrwe a0 | wem

* Enelpaso 3 definimos: las leyendas del
titulo y de los ejes, los tipos de lineas de
divisioén, los rétulos de datos (valores y
porcentajes) y la tabla de datos.
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Parametros estadisticos

En la prensa, podemos leer titulares como
estos:

Cada ecuatoriano produce en promedio
197 kg de basura al afio.

El numero medio de hijos por hogar en
Ecuador es 1,6.

Estos valores reflejan las caracteristicas de
una serie de datos y los denominamos pa-
rametros estadisticos.

Frecuencia

Libros leidos (x; ) absoluta (n )

N
1

o

X X X | X X X X
1
o b~ wWwWN -~ O

Para calcular la media aritmética de un conjunto
de datos cuyos valores se repiten, podemos utilizar
las frecuencias absolutas (n) de cada valor de la
variable (x). Asi, para los datos de la tabla 4:

—_ 0 1+1.3+2.6+3-8+4.6+5-5+6-3 _
X= 5 =33

Si representamos por x,, X,, ..., Xk los diferen-
tes valores de la variable, por n,, n,, ..., n, sus
respectivas frecuencias absolutas y por N el nu-
mero de datos, expresamos la media aritmética:

X, N X, n, vt X N
N

X-= -

Parametros de centralizacion

0s son valores
representativos de un conjunto de datos.

Existen diferentes parametros de centrali-
zacion. Los mas conocidos son: la ,la

yla

Media aritmética

Cuando trabajamos con variables estadis-
ticas cuantitativas, podemos tomar como
valor representativo de la serie de datos el
que resultaria de repartir la suma de todos
los datos en partes iguales entre el numero
total de ellos.

Ala de una serie de datos la
obtenemos sumando todos los datos y dividiendo
entre el numero total de ellos. La representamos
por X.

Las calculadoras cientificas suelen estar
preparadas para efectuar algunos calculos
estadisticos. En general, no proporcionan el
valor de todos los parametros estadisticos
que has estudiado en esta unidad, pero si el
de los dos de uso mas frecuente: la media
aritmética y la desviacion tipica.

A continuacion, te explicamos el funciona-
miento de una calculadora estandar, aun-
que conviene que revises el manual de
instrucciones de la tuya, porque no todas
funcionan de la misma forma.

Introduccion de datos

Ponemos la calculadora en modo estadistico
pulsando la tecla m y seleccionando el modo
estadistico (SD).

Borramos de la memoria calculos anteriores.
Introducimos los datos, uno a continuacién de otro.

« 6 - G . B

Si conocemos la frecuencia absoluta de cada x, ,
podemos proceder mas rapidamente pulsando

: ¥ : ¥ : Y
x @ . @8- -0

Obtencidn de parametros estadisticos

Para la media aritmética o la desviacion tipica, pre-
sionamos i y escogemos la opcion corres-
pondiente de Ia pantalla;

También es posible obtener otros datos como el
numero de datos introducidos, la suma de todos
los datos o la suma de los cuadrados de todos los
datos pulsando i a y escogiendo la opcion
correspondiente:




Las edades, en afios, de los participantes en un campeonato de ajedrez son estas:
16, 21, 45, 36, 30, 18, 29, 27, 18, 47, 22 y 40. Calculemos la media aritmética de

estos datos.

Para hallar la media aritmética, sumamos la edad de cada uno de los participantes
y dividimos el resultado entre el numero de participantes.

X =

16+21 +45+36+30+18+29+27+18+47+22+40 _

29.1

La edad media es de 29,1 anos.

Un valor importante en cualquier serie de
datos, tanto si corresponde a una variable
cualitativa como cuantitativa, es el que mas
veces se repite dentro de la serie. Este va-
lor de la variable recibe el nombre de moda.

La es el valor de la variable que tiene ma-
yor frecuencia absoluta.

Puede ocurrir que existan dos o mas valo-
res de la variable con frecuencia absoluta
maxima. En este caso decimos que la dis-
tribucion de datos es bimodal (dos modas),
trimodal (tres modas)... o, en general, multi-
modal (varias modas).

Mediana

En el caso de variables estadisticas cuanti-
tativas, podemos ordenar los datos de una
serie de menor a mayor.

Observemos estos datos, ya ordenados, de
la variable estadistica denominada horas
diarias dedicadas al estudio.

LLLLLLLLLLLI

2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3.3
Vemos que el 1 ocupa el lugar central. Dire-
mos que 1 es la mediana. Pero ¢,qué ocurre
si el numero de datos es par? Observémos-
lo en este ejemplo.

15, 23, 24, 26 ,26)(28), 30, 36, 36, 40

Ahora hay dos datos centrales, 26 y 28. Di-

remos que la mediana es la media aritméti-

ca de estos dos datos.
26+28 _

5 27

Al ordenar de menor a mayor los datos obteni-
dos en un estudio estadistico, la mediana es:

El dato que ocupa el lugar central si el nUme-
ro de datos es impar.

La media aritmética de los dos datos centra-
les si el numero de datos es par.

Determinemos la moda y la mediana
de los datos de esta serie estadisti-
ca:5,7,4,12, 8,12, 14,10, 7, 13, 6,
6,12,9, 11, 4.

Ordenamos los datos: 4, 4, 5, 6, 6,
7,7,8,9, 10, 11,12, 12,12, 13, 14.

La moda es el valor con mayor fre-
cuencia absoluta: 12.

El nimero de datos es par; enton-
ces, la mediana sera la media arit-
mética de los dos valores centrales:

8+9 _
5 85

La mediana es 8,5.

a Trabajo individual

1. Determine la moda y la mediana de estos
datos estadisticos: 5, 6, 7, 10, 11, 6, 8, 6, 4,
7,6, 3, 8.

2. Determine media, mediana y moda de la se-
rie estadistica: 3, 5, 2, 3,4, 3, 3,6, 5, 2, 3, 5,
6, 6.
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1.3. Estadistica usando programas informdticos

D.C.D. M.4.3.3. Representar de manera grafica, con el uso de la tecnologia, las frecuencias: histograma o grafico con barras
(poligono de frecuencias), grafico de frecuencias acumuladas (ojiva), diagrama circular, en funcion de analizar datos mejorando
la capacidad de compresion de la informacion presentada de forma grafica por los medios de comunicacion.

Una hoja de calculo es un programa que
presenta en pantalla una cuadricula de ca-
sillas o celdas identificadas con una letra
que indica la columna y un numero que in-
dica la fila donde se encuentra.

Una férmula en la hoja de calculo

Calculemos el total de la factura de un su-
permercado. Sabemos que los articulos de
clase A tienen un IVA del 4 %; los de clase
B, del 7 %; y los de clase C, del 16 %.

A ] B | c

|Calculo del imp

1 .iEjemplosupermercado

2 | Importe sin IVA |
3 TipoA 11,88
4 |TipoB 51,79
5 TipoC 19,52
6

orte total con IVA

=B3*1,04+B4%1,07+B5%1,16

Veremos que, al digitar la formula, esta «se
esconde» y aparece el resultado. Ahora bien,
si hacemos doble clic en la celda correspon-
diente, podremos ver la férmula como en la
figura y corregirla si es necesario.

- Comprobemos que, para el calculo, no se
han usado «los numeros», sino la identi-
ficacion de las celdas que los contienen,
puesto que, si modificamos los valores
de las celdas, el programa actualiza au-
tomaticamente el resultado.

Diagrama de sectores

Elaboremos el diagrama de sectores para
representar graficamente los resultados de
unas elecciones en las que participaban
tres partidos, CCC, LMN y PyQ, que han
obtenido, respectivamente, 22 415, 36 143
y 16 222 votos.

* En las celdas adecuadas escribimos el
texto que servira de informacion. Con lo
que, en las celdas B3, B4 y B5, escri-
bimos, respectivamente, tres numeros
que representan los importes sin IVA de
los articulos de las clases A, By C.

* En este caso, en la celda B7, escribi-
mos la férmula que proporcionara el im-
porte total, sabiendo que, en una hoja
de calculo, escribimos una férmula em-
pezando con el signo igual (=) y que el
simbolo de producto es *

Recordemos que, para afadir a una canti-
dad el 4 %, el 7 % o el 16 %, hay que mul-
tiplicar, respectivamente, por 1,04, 1,07 y
1,16, luego, la formula es:

= B3*1,04+B4*1,07+B5*1,16

| A B | C | D
[ 1 | Partido Numero de w:-ros
| 2 Ccc 22415
3 |LMN 36143 -
| 4 | PyQ 16222
I 5
6

W ccc
WLMN |

[JPyQ

48 %

« Escribimos la tabla de datos correspon-
diente en la hoja de calculo y, a continua-
cion, seleccionamos las celdas donde
esta la tabla que incluye la fila de rétulos.

+ Hacemos clic sobre el icono de la barra
de herramientas para realizar graficos
estadisticos y, del menu que aparece,
escogemos como tipo de grafico Circulo.
Al hacer clic en el boton de Finalizar apa-
recera el correspondiente diagrama de
sectores que podremos desplazar donde



nos interese y nos proporcionara el ta-
mano adecuado.

Para que se vean los porcentajes, hace-
mos doble clic sobre el grafico para acti-
varlo; y a continuacion, clic sobre el circulo
con el boton derecho y, del menu desple-
gable que aparece, accedemos a Propie-
dades del objeto —> Etiquetas de datos
—> Mostrar valores como porcentaje.

Calculo de la media aritmética y elabora-
cion de tablas y diagramas de barras

Calculemos la nota media de las veinticua-
tro notas que han obtenido los estudiantes
de una clase en un examen, construyamos
la tabla de frecuencias correspondiente.

En la primera celda colocamos el titulo
Notas, y seguidamente las veinticuatro
notas de los estudiantes. Para calcular la

media aritmética de las notas, en la celda
B27, escribimos la formula:

=PROMEDIO(A2:A25)

donde, A2:A25 indica «desde la celda A2
hasta la A25».

» Para construir la tabla, colocamos el cur-
sor en una de las celdas que contienen las
notas y siguiendo la ruta Datos —> Piloto
de datos —> Inicio, se selecciona automati-
camente la lista completa y aparece un cua-
dro de dialogo de Seleccion de fuentes que
conviene aceptar.

Una vez aceptado, aparece otro cuadro de
didlogo que esquematiza cémo construir
una tabla. En este caso, veremos que apa-
rece un boton Notas, que arrastramos a la
zona Campos de filas.

Hallemos la media aritmética y la desviacion tipica de los datos de la siguiente ta-
bla, correspondiente al numero de llamadas telefénicas que cada abonado de una
localidad recibe diariamente, usando la calculadora.

0 1 2 3

4 5 6 7 8 9

82 | 125 | 323

624

682 | 448 | 270 | 92 | 47 7

Ponemos la calculadora en modo SD, borramos de la memoria los calculos
anteriores e introducimos los datos.

ohsz%@ h125m...9h7g

» Para obtener la media aritmética, operamos de la siguiente forma:

» Para obtener la desviacion tipica, pulsamos las teclas siguientes:

En cuanto a las computadoras, existen muchos programas informaticos capaces
de calcular los diferentes parametros estadisticos que conocemos. Cada uno fun-
ciona de una manera especifica, por lo que es conveniente consultar el manual de

instrucciones correspondiente.
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También debemos moverlo a la zona Cam-
pos de datos. Sin embargo, en este caso, no
interesa lo que aparece, Total-Notas, sino
que queremos el recuento de frecuencias
absolutas. Para ello, hacemos doble clic
sobre el botdn Total-Notas y, del cuadro con
las opciones que aparecen, seleccionamos
Contar. Una vez escogida, aparecera Canti-
dad-Notas; con lo que ya podemos aceptar
y aparecera la tabla con las frecuencias ab-
solutas de las notas.

A B & D E
1 Nota Filtro
2
B Nota
4 3 2
B 4 3
6 5 5
7 6 7
8 7 4
9 8 2
10 9 1
1 TotalResultado | 24
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24 | Nota
25 6

26 Media

27 5.75

Una vez construida la tabla, ya pode-
mos elaborar el grafico a partir de ella.

Seleccionamos la zona de la tabla donde
estan las frecuencias observadas, sin la
celda del total; y damos clic sobre el icono
para elaborar graficos escogiendo la opcion
Columna. Inmediatamente, se muestra un
grafico de barras en el que, por defecto,
aparecen en el eje de abscisas los valores

123456 7. Para presentar los verdade-
ros valores de las notas, accedemos a Se-
ries de datos, y nos situamos en la casilla
siguiente:

Categorias S

| [

Damos clic sobre el icono indicado, con lo
que se abrira un pop up que nos permiti-
ra seleccionar con el raton las celdas que
contienen los valores de las notas. En este
caso, las celdas C4:C10.

Para acabar, podemos acceder a Elemen-
tos de los graficos para colocar el titulo del
grafico y los rétulos en los ejes, y una vez
introducidos, ya podemos hacer clic sobre
el boton Finalizar.

De nuevo, podemos constatar la versatili-
dad que supone trabajar con una hoja de
calculo, puesto que el hecho de introducir
modificaciones implica que se recalculan
los resultados.

Asi, por ejemplo, observemos como varia
la media aritmética si cambiamos la primera
nota de 8 por un 4. Y, para hacer efectivos
los cambios en la tabla y el grafico, basta
dar clic con el boton derecho sobre la tabla
y, del menu desplegable que aparece, es-
coger la opcion Actualizar.

{0y Desde la Sociologia

Los diagramas o graficos de sectores se uti-
lizan en la sociologia para organizar la infor-
macion de poblaciones, entre otras cosas. De
esta manera se puede clasificar, por ejem-
plo, la cantidad de habitantes de cada region
(costa, sierra, oriente e insular) del Ecuador.

Los diagramas de barra pueden ayudarnos a
organizar la informacién. De esta manera se
puede relacionar, por ejemplo, la cantidad de
habitantes de cada provincia de Ecuador.



Parametros de dispersion

Los parametros de dispersion de un conjun-
to de datos nos informan sobre la dispersion
de los datos considerados, es decir, nos di-
cen si estos estan mas o menos separados.

Existen diferentes parametros de disper-
sion. Los mas utilizados son el recorrido, la
desviacién media, la varianza y la desvia-
cion tipica.

Recorrido

Es la diferencia entre el valor maximo y el
valor minimo de la serie de datos. También
lo conocemos como rango o amplitud, y lo
representamos por r.

Asi, si consideramos la serie de datos de la
variable estadistica que representa la edad
de los dieciséis estudiantes de un curso de
Astronomia, tenemos:

12151516 18 1919 19
22 23 24 24 25 30 31 49

por lo que el recorrido de esta serie de da-
tos es:

r=49-12=37

El es un parametro facil de calcu-
lar, pero que ofrece una informacién muy li-
mitada. Asi, nos da una idea de la amplitud
del conjunto de datos, pero esta muy influi-
do por los valores extremos.

Desviacion media

Es la media aritmética de las desviaciones
de todos los datos respecto a su media arit-
mética. La representamos por dm.

En general, escribimos abreviadamente:

d - X% -X | n,

m

: valor de la variable
: media aritmética

: frecuencia absoluta de x
: numero total de datos

=T

z .

Calculemos la desviacion media de los datos de la tabla, correspondientes al nu-
mero de huevos diarios que ponen las veinte gallinas de un corral durante un mes.

Cantidad diaria de huevos (x) 11 12 13 14 15 16 17 18
Numero de dias (n) 3 4 6

— Calculamos la media aritmética y aplicamos la férmula para hallar la desviacién
media.

1M:3+12.4+13:6+14.7+15.4+16-3+17-2+18.1 -139
30 '

X=

-39 -3+ [12-139] -4+ [13-139] -6+ [14-139] -7

d
m 30

L 115-139] -4+ [16-139] -3+ [17-139| -2+ [18-139| -1 _

1,45
30
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Varianza

La , 02, es la medida aritmética de los cuadrados de las desviaciones de todos los
datos respecto a su media aritmética.

En caso de que los datos estén agrupados en intervalos, tomamos las marcas de clase de
los diferentes intervalos como los distintos valores de la variable x, y sus frecuencias abso-
lutas como n..

Calculamos mediante estas formulas equivalentes:

. [ I .
x, : valor de la variable i"* - 3 Ix -X |2 n, o TR . (773 n, : frecuencia absoluta de x,
x : media aritmética | N N ' N : nimero total de datos
Desviacion tipica
La , 0, es la raiz cuadrada positiva de la varianza.

Abreviadamente podemos escribir: o= Vo

Calculemos el recorrido, la desviacion media, la varianza y la desviacién tipica de
la distribucion de datos que recoge la tabla.

Infervalo de clase (100, 120) | (120,140) = (140,160) = (160,180) = (180,200) (200, 220)
n 5 6 15 18 17 5

En este caso, puesto que los datos estan agrupados por intervalos, el recorri-
do es la diferencia entre el extremo superior del ultimo intervalo de clase y el
extremo inferior del primer intervalo de clase. Luego, r = 220 — 100 = 120.

Aplicamos la férmula correspondiente para calcular la desviacion media.

|110-16545] -5+ |130-16545| - 6+ |160- 16545 | - 15+ |170- 16545 | - 18 + |190- 16545 | - 17 + |210- 16545 | - 5

i % =21,87
Aplicamos la primera de las férmulas para calcular la varianza.
|110-165,45|2 -5+ |130-16545|2- 6+ | 150- 165,45 |2- 15+ | 170- 165,45 |2- 18 + | 190- 165,45 |2 17 + |210- 165,45 |%-5

o?= = 712,67

66

Puesto que 02 = 712,67 tendremos que la desviacion tipica es g = /71267 =
26,70.

‘ii Trabajo colaborativo
Junto con un compafiero conteten las siguientes preguntas y comparen sus resultados con otros grupos

1. ¢Qué significado tiene un rango de notas 8,4 respecto de las notas de otro alumno cuyo rango es
4,87 ; Podemos decir que notas estan mas dispersas? ;Podemos decir cuales son mejores?

2. ¢ Es posible que la desviacion estandar sea negativa? ;Puede ser cero? En ambos casos expli-
quen su respuesta.
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Calculo manual de parametros

Cuando realizamos manualmente el calculo de parametros, suele ser util disponer los datos

en tablas como esta:
® ® ®

Con los datos dispuestos como se indica,

vemos que.

La moda es el xi que presenta la ni mas

alta (columnas 1y 2).

Obtenemos la mediana a partir de las

tres primeras columnas.

Hallamos la media aritmética dividiendo
la suma de la columna 4 entre la suma

dela 2.

® ® Q)
|x,-X| [x-X]| - n |x -X|? [x-X|2n
YIx-X|n YIx-X[*n

Calculamos el recorrido restando los va-
lores maximo y minimo de la columna 1.

Obtenemos la desviacion media divi-
diendo la suma de la columna 6 entre la
suma de la columna 2.

La es la divisidon de la suma de la
columna 8 entre la suma de la columna 2.

La es la raiz cuadrada
positiva de la varianza.

Calculemos la moda, la media aritmética y la mediana de la siguiente distribucion
de datos, correspondiente al numero de hijos de varias familias encuestadas: 2, 3,
1,0,2,1,2,3,0,2,1,4,0,2,2,1,3,1,1,3,2,0,1,2,1,0,2,1, 1, 2.

Confeccionamos una tabla que recoja los datos que nos

. O 6 6 6
interesan:
X n, N, XN
La moda es doble, ya que existen dos datos con la 0 5 5 0
frecuencia absoluta maxima (columnas 1 y 2). Asi 1 0 15 10
pues, la moda esiguala 1y a 2. 5 10 25 20
L - 4

La media aritmética es: X= 3—8 =139 (columnas 2 y 4). 3 4 29 12
Los dos datos centrales son los que ocupan los luga- 4 ] %0 4

30 46

res 15y 16, que son 1y 2 respectivamente (colum-

nas 1,2y 3). Asi:

Mediana = 1+2 _

2

® Trabajo individual

1. Determine la moda, la mediana, la media aritmética, el recorrido, la desviacién media, la varianza
y la desviacion tipica de cada una de estas distribuciones de datos, previa confeccion de las tablas

adecuadas.

— Calcule el coeficiente de variacion y opine sobre la dispersion de los datos.
b.

a.
x 1 2 3 4 5 6 7 8
n 12 15 9 18 17 15 11 6

8

x 18
n 3

19 120 | 21
12 54

22123 24 25
66 | 57 185 18 |
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1.4. Metodologias usadas en estadistica.

D.C.D. (M.4.3.4). Definir y aplicar la metodologia para realizar un estudio estadistico: estadistica descriptiva para una interpreta-
cion basica de la informacién presentada en los cuadros estadisticos.

Resolucion de problemas

Existe un proceso a seguir para resolver
problemas estadisticos:

*  Describir claramente el problema.

* ldentificar factores que pueden afectar
el problema o solucionarlo.

*  Proponer un modelo para el problema.
* Realizar experimentos.

* Refinar el modelo basandose en los da-
tos encontrados.

* Realizar un nuevo experimento para ha-
llar una solucién al problema.

e Sacar conclusiones.

Descripcion del problema

La cafeteria de una escuela se esta que-
dando con mucha fruta sin vender y desean
saber el motivo por el que los estudiantes
no la estan consumiendo.

Factores

Un grupo de estudiantes decide analizar el
problema e identificar como factores impor-
tantes: el precio de cada fruta, la poca va-
riedad por semana y el hecho de que los
estudiantes no saben que su cafeteria ofre-
ce frutas.

Modelo

Los estudiantes creen que los tres factores
afectan por igual a la venta de las frutas y
que se deberia, entonces, bajar los precios,
mejorar la variedad y publicitar la fruta en
su escuela.

Experimento

Para averiguar si estan en lo correcto, los
estudiantes realizan una encuesta afuera
de la cafeteria.

@@ Desde la Estadistica

La estadistica es la rama de la matematica
que se encarga de extraer significado a partir
de datos. Al significado extraido lo utilizamos
para mejorar ventas, averiguar tendencias de
mercado, perfeccionar un producto o hallar
relaciones entre variables.

—x

Resultados del experimento

En esta encuesta encuentran que al 5 % de
los estudiantes les parece que la fruta es
muy cara, mientras que al 95 % les parece
bien su precio. El 80 % opina que hay muy
poca variedad en la cafeteria y, finalmente,
todos los estudiantes sabian que se vende
fruta en la cafeteria.

Experimento

Decidieron cambiar la oferta de frutas cada
dia de la semana siguiente y midieron la
cantidad de fruta sobrante.

Conclusion

Concluyeron que, debido a que la cantidad
de fruta que sobrd fue significativamente
menor, el problema era la poca variedad.

De la misma manera en que el grupo de
estudiantes pudo, mediante un analisis
estadistico simple, alterar las ventas y so-
lucionar un problema de mercado; noso-
tros podemos hacer lo mismo una vez que
aprendemos las herramientas necesarias.

Escalas de medicion

La elaboracion de un estudio estadistico
consta de varias fases:



Fase

Tareas

Definicidn del objeto de estudio: 4 qué se desea cono-
cer y qué variables estadisticas se eligen?

Determinacion de la poblacion y valoracion de la ne-

Concepcion

cesidad de tomar una muestra

Prevision del costo econdmico

Diseno de la presentacion de resultados

Seleccion de los datos o las preguntas sobre las varia-

Elaboracion
del cuestionario

bles objeto del estudio

Redaccion de las preguntas de forma adecuada

Seleccion y formacion de las personas que llevaran a
cabo el estudio

Trabajo de campo

Confeccidn del plan de accion: distribucién de espa-

cios y tiempo de ejecucion

Ejecucién de la recogida de datos o de la encuesta

Tratamiento de los datos obtenidos. Confeccidn de ta-

Analisis de los datos
y presentacion de los
resultados

blas y graficos

Revision y verificacion de su validez

Elaboracion de informe

La etapa final de un estudio estadistico es
el analisis de los datos recogidos, con el fin
de extraer conclusiones que puedan ser de
interés.

Para realizar un correcto analisis de los
datos, es fundamental conocer de ante-
mano el tipo de medida de la variable, ya
que, para cada una de ellas, utilizamos di-
ferentes estadisticas. La clasificacion mas
convencional de las escalas de medida las
divide en cuatro grupos.

Calculos estadisticos con calcula-
dora y computadora

Las calculadoras cientificas suelen estar
preparadas para efectuar algunos calculos
estadisticos. En general, no proporcionan el
valor de todos los parametros estadisticos
que hemos estudiado en esta unidad, pero
si el de los dos de uso mas frecuentes: la

media aritmética y la desviacion tipica.

A continuacion, explicamos el funciona-
miento de una calculadora estandar, aun-
que conviene que revise el manual de
instrucciones de la suya, porque no todas
funcionan de la misma forma.

a a & Trabajo colaborativo
1. Trabajen en parejas, busquen en perio-
dicos o revistas, graficos estadisti- cos
como diagramas de barras, diagramas
poligonales o diagramas de sectores
circulares.

Construyan una tabla de frecuencias con
los datos que se representan en el grafico.
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s |



Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

| 6

Introduccién de datos

Ponemos la calculadora en modo esta-
distico pulsando la tecla  E#y selec-
cionando el modo estadistico (SD).

Borramos de la memoria calculos an-
teriores.

Introducimos los datos, uno a conti-
nuacion de otro.

* - -~

Si conocemos la frecuencia absoluta
de cada xi, podemos proceder mas
rapidamente pulsando

H N H ¥ H N
x @ . - -0

Introduccioén de datos

Para la media aritmética o la desvia-
cién tipica, presionamos @ B y esco-
gemos la opcion correspondiente de la
pantalla:

También es posible obtener otros da-
tos como el numero de datos introdu-
cidos, la suma de todos los datos o la
suma de los cuadrados de todos los
datos pulsando @ @ y escogiendo la
opcién correspondiente:

Una hoja de calculo ofrece funciones para el calculo de determinados parametros estadis-
ticos de forma directa, sin necesidad de crear formulas.

Para determinar otros parametros o en el caso de intervalos de datos, la hoja de calculo
también es util, pero se debe recurrir a la utilizacién de las oportunas formulas matematicas.

Veamos, con un ejemplo, como utilizar una hoja de calculo.

Hallemos la media aritmética y la desviacion tipica de los datos de la siguiente tabla,
correspondiente al numero de llamadas telefénicas que cada abonado de una locali-
dad recibe diariamente, usando la calculadora.

— 0 1 2

4 5 6 7 8 9

n 82 | 125 | 323 | 624 | 682 | 448 | 270 | 92 | 47 7

 Ponemos la calculadora en modo SD, borramos de la memoria los calculos
anteriores e introducimos los datos.

el -l om B

» Para obtener la media aritmética, operamos de la siguiente forma:

En cuanto a las computadoras, existen muchos programas informaticos capaces de
calcular los diferentes parametros estadisticos que conocemos. Cada uno funciona de
una manera especifica, por lo que es conveniente consultar el manual de instrucciones
correspondiente.



Las edades, en anos, de los participantes de un congreso fueron

las siguientes: ' % 2, s
35, 21, 44, 56, 37, 23, 58, 62, 33, 52, 23, 29, 45, 38, 54, 19, 37, 48, ._E_' :‘
26, 35, 43, 58, 60, 41, 22, 20, 58, 55, 47, 26, 27, 30, 37, 34, 25, 26, ; o
49, 50, 35, 41, 45, 33, 31, 34, 19, 23, 39, 24, 28, 42, 61, 32. -
nm| =2
Determinemos la media, la moda y la mediana: 32—
14 9%
a. Sin agrupar los datos en intervalos y utilizando las funciones que & s
ofrece la hoja de célculo. % 2
b. Agrupando los datos en intervalos y empleando las formulas ade- _3'.' I
cuadas de la hoja de calculo. EE ;,:
c. Introducimos la serie de datos, sin agrupar ni ordenar previamente, —gé—
en las celdas de la columna A. s s
Escribimos en la celda B1: =PROMEDIO(A1:A52), y obtenemos el va- §£ >
lor de la media, 37,9. ;}j 2
Escribimos en la celda B2: =MODA(A1:A52), y obtenemos la moda, 35. 3 &
Escribimos en la celda C3: =MEDIANA(A1:A52), y obtenemos la 3 =
mediana, 36. o -.\i
d. Confeccionamos la tabla de distribucion de frecuencias. %_' :'
46 2
Intervalo de clase X, n, N, Eéf %:
[16,24) 20 8 8 s
[24,32) 28 10 18 -
[32, 40) 36 13 31 B ——
[40, 48) 44 8 39 5080
3 38 3 458
[48,56) 52 6 45 ; :f : :ff
[56, 64) 60 7 52 g M.] 52 1;:;9 38,3

Para calcular la media debemos aplicar la formula:
Para ello, debemos preparar la hoja de calculo convenientemente:
— Introducimos las series de datos de xi y ni en las columnas Ay B.

— En C1 introducimos la férmula correspondiente al producto de los valores de las co-
lumnas Ay B: =A1*B1. A esta férmula la arrastramos de C17 a C6.

— Escribimos en B7 la formula de la suma de x: =B1:B7 y en C7 la suma de n: = C1:C7.

Escribimos en la celda D7 la formula: =C7/B7, obtenemos el valor de la media: 38,3.

El intervalo con mayor frecuencia absoluta es [32, 40) y su marca de clase es la
moda: 36.

Los datos centrales pertenecen al intervalo [32, 40). Por tanto, la marca de clase
del intervalo es su mediana, 36.

Fijate que el valor de la media obtenido en ambos apartados difiere ligeramente. Esto
es asi porque, al trabajar con intervalos, calculamos la media de un intervalo a partir
de un unico valor, su marca de clase, que no deja de ser una aproximacion de la media
real del intervalo.
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1.5. Variables estadisticas

D.C.D. M.4.3.5. Definir y utilizar variables cualitativas y cuantitativas en relacién con cada dato a utilizar.

Es interesante conocer qué clase de valor
puede tomar una variable estadistica. En
los casos anteriores, los valores pueden
ser estos:

A (color preferido): rojo, azul, verde, ama-
rillo...

B (numero de goles marcados en la ultima
jornada): 0, 1, 2, 3...

C (estatura): 1,57 m, 1,63 m, 1,594 m, 1,625
m...

Es facil darse cuenta de que los valores
que pueden tomar las variables estadisticas
pueden ser, fundamentalmente, de dos ti-
pos: numéricos (B y C), o no numéricos (A).
Por ello, las variables estadisticas se clasi-
fican en cualitativas y cuantitativas.

Las
llas que no toman valores numéricos.

son aque-

En el caso A, la variable estadistica es cua-
litativa, porque los valores no son numeros.

Las estadisticas cuantitativas son las

caracteristicas de la poblacién que se expresan
de forma numérica.

Una variable esta-

distica cuantitativa

) es continua si, dados

Variable dos valores cuales-
estadistica

quiera de la variable,
siempre podemos ob-
tener un valor que se
encuentre entre estos
dos (caso C).

cuantitativa
es continua.

Una variable esta-
distica cuantitativa

X:tr:c‘j?gteica es discreta si no

o puede tomar valores
cuantitativa intermedios entre
es discreta.

dos consecutivos
(caso B).

Las variables estadisticas que podemos
estudiar a fondo son las cuantitativas, por-
que es posible efectuar operaciones con
sus valores.

En resumen:
Encuesta

Conjunto de preguntas dirigidas a una muestra
significativa con la finalidad de obtener datos
para un estudio.

Variable estadistica cuantitativa

Caracteristicas de la poblacion que se expresa
en forma numérica.

Variable estadistica cualitativa

Caracteristicas de la poblacion que no se expre-
san con valores numeéricos.

Variable estadistica cuantitativa continua

Dados dos valores cualesquiera de la variable,
siempre podemos hallar un valor que se encuen-
tre entre estos dos.

Variable estadistica cuantitativa discreta

Dados dos valores cualesquiera de la variable, no
podemos hallar un valor que se encuentre entre
estos dos.

i Trabajo individual

1. Razona de qué tipo son las variables de los
estudios estadisticos de la actividad anterior.

2. Indica en cada uno de estos casos si la va-
riable estadistica es cuantitativa discreta o
continua. Justifica la respuesta.

a. Una variable estadistica que solo puede
tomar los valores 1; 1,25; 1,5; 1,75 y 2.

b. Una variable estadistica que puede to-
mar todos los valores entre 1y 4.



Variables estadisticas

Cualitativa

Muestras

Imaginemos que deseamos saber cual es
el color favorito de la gente del mundo. Lo
obvio seria preguntarle a cada una de las
personas del planeta cual es su color favo-
rito y ver cual gana en mayoria, pero ima-
ginate realizar una encuesta a cada una
de las mas de siete mil millones de perso-
nas en el planeta. Si utilizamos una hoja
de papel bond por persona para realizar
la encuesta, Unicamente los formularios
pesarian alrededor de 127 millones de kg,
el equivalente al peso del agua de casi 51
piscinas olimpicas.

Escuchamos a diario, en las noticias, que
se realiz6 una u otra encuesta sobre algun
tema y se muestran algunos datos estadis-
ticos a partir de eso. Pero 4crees que el
noticiero entrevista a cada persona en el
pais para obtener dichas estadisticas?

El obtener datos de toda una poblacién es
muy complicado logisticamente. Por esto,
un censo total de poblacion se realiza cada
varios afos, en vez de cada afo.

Pero ¢ como obtener datos significativos si
es que no podemos preguntar a todos?

En estadistica, resolvemos este problema
con algo llamado muestras estadisticas.

Una es tomar una par-
te significativa de la poblacion.

Para ilustrar esto, imaginémonos que, en
el curso de un colegio, se quiere decidir
qué hacer por su paseo de fin de afio. Para
esto se debe presentar las opciones ante
el rector del colegio para que él elija una.
¢ Tiene sentido que cada estudiante de

Cuantitativa

Discreta Continua

una promocién de cien estudiantes hable
personalmente con el rector, y le explique
su idea para el paseo? En realidad, es facil
pensar que existe una mejor solucién, que
ahorre tiempo a todos. Un representante
de cada curso ird a hablar con el director,
y asi se reducira la cantidad de personas a
cuatro en vez de cien.

Estos cuatro pueden verse como una
de los estudiantes en general.

Obtencion de muestras

La forma ideal de obtener los datos para un
estudio estadistico seria averiguar el valor
que toma la variable estadistica en todos y
cada uno de los individuos de la poblacion.

@ Mundo Digital

Puedes conocer mas acerca de muestras es-
tadisticas con el uso del internet.

Puedes acceder a la pagina

https://goo.gl/h9RSvQ
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Sin embargo, esto no siempre es posible.
Por ejemplo, resulta bastante sencillo pre-
guntar el color favorito a cada uno de los
estudiantes de una clase, mientras que es
muy complicado y costoso medir la estatura
de todos los estudiantes de una gran ciudad.

Cuando no resulta posible o adecuado ob-
tener los datos de toda la poblacién, reco-
gemos los correspondientes a una muestra
representativa de esta; es decir, una muestra
gue nos pueda dar una idea correcta de los
valores de la variable en toda la poblacion.

También es importante el numero de elemen-
tos de la muestra: cuanto mas grande sea,
mejor representara toda la poblacién, pero
mas dificil sera obtener los datos (necesitare-
mos mas tiempo, seguramente mas dinero).

http:/!

En los estudios estadisticos siguientes, expliquemos como efectuariamos la reco-
gida de datos y si conviene tomar una muestra o no. En caso afirmativo, digamos
cdémo la seleccionariamos.

a. Si un lote de latas de pescado en conserva esta en condiciones de salir a la
venta o no.

b. Si un determinado modelo de auto gusta a la mayoria de ecuatorianos o no.

Respuesta del literal a.

Para saber si una lata en conserva esta en buenas condiciones para abrirse. Por
tanto, habria que seleccionar una muestra de este lote de latas, abrirlas y compro-
bar si se encuentran en buen estado. La muestra se podria obtener numerando las
latas y efectuando un sorteo.

Respuesta del literal b.

Se deberia realizar una encuesta. No se podria aplicar a toda la poblacién porque es
demasiado numerosa. La forma mas correcta seria tomar una muestra a partir del
censo. Otro modo, si no se dispone del censo, podria ser una encuesta en la calle.

R
/\O‘

0
gov*



Espacio muestral

El espacio muestral representa todas las for-
mas posibles de elegir una muestra de entre
una poblacion. En el ejemplo anterior, el es-
pacio muestral son todos los grupos de cua-
tro personas, conformados por una persona
de cada paralelo.

Datos

Los datos son una coleccion de hechos que
se documentan de manera numeérica, con
palabras, mediciones, observaciones y has-
ta descripciones.

Existen dos tipos de datos: datos cualitativos
y datos cuantitativos.

Los datos cuantitativos discretos son aquellos
que solo pueden tener valores enteros.

+ ¢ Cuantos limones produce un limonero al afio?
+ ¢ Cuantos estudiantes hay en una clase?
+ ¢ Cuantas visitas tiene un video?

Los datos cuantitativos continuos se refieren a
medidas que no son necesariamente enteras:

+ ¢ Cuanto pesan los gatitos de una camada?

* ¢ Cual es la altura promedio en un grupo de
estudiantes?

* ¢ Qué velocidad tiene un auto de carreras?

Los datos cualitativos describen alguna in-
formacién. Algunos ejemplos son estos.

Si una receta resulta dulce, amarga o acida.
Si los gatitos nacidos de una gata blanca son
blancos, grises o negros. Si el idioma mas
popular es espanol, inglés o franceés.

Por otro lado, los datos cuantitativos son da-
tos numéricos. Estos se separan a su vez en
dos categorias, datos cuantitativos discretos
y datos cuantitativos continuos.

Los datos cuantitativos discretos son aque-
llos que solo pueden tener valores enteros.

i
<]

| o
It}
I3
2
=
o
o]
2
=
=3
k=
c

El término de Especio Muestral también es empleado en los experimentos o calculos de pro-
babilidades, en donde, el espacio muestral de un experimento aleatorio es el conjunto de los
posibles resultados que pueden darse y representamos por la letra Q.

‘ Trabajo individual

1. Responde esta pregunta, analiza lo aprendido.

— ¢ Cuales de los siguientes datos son cualitativos y cuales cuantitativos?

Color de ojos, temperatura de la habitacion, viscosidad de la mermelada, fuerza de una persona.

2. Nombra cinco situaciones que se puedan resolver mediante una encuesta.

3. Investiga la estatura promedio de tu paralelo o curso, ¢tu estatura esta por encima o por debajo del

promedio?
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1.6. Ordinal, intervalo y razon

D.C.D. M.4.3.6. Definir y aplicar niveles de mediciéon: nominal, ordinal, intervalo y razén.

A las variables de las escalas nominal y or-
dinal las denominamos también categori-
cas; por otra parte, a las variables de escala
de intervalo o de razén las denominamos
variables numeéricas.

Con los valores de las variables categoricas
no se puede, o no tiene sentido, efectuar
operaciones aritméticas. Con las variables
numeéricas, Si.

La escala nominal solo permite asignar un
nombre al elemento medido, como: nacio-
nalidad, numero de camiseta en un equipo
de futbol, numero de cédula.

La escala ordinal, ademas de las propieda-
des de la escala nominal, permite estable-
cer un orden entre los elementos medidos.
Los datos en escala ordinal pueden ser con-
tados y ordenados, pero no pueden ser me-
didos, por ejemplo: preferencia a productos
de consumo, etapa de desarrollo de un ser
vivo, clasificacién de peliculas por una co-
misién especializada.

A pesar de que algunos valores son formal-
mente numéricos, solo estan siendo usados
para identificar a los individuos medidos.

La escala de intervalo, ademas de todas
las propiedades de la escala ordinal, hace
que tenga sentido calcular diferencias entre
las mediciones, por ejemplo: temperatura
de una persona, ubicacidn en una carre-
tera respecto de un punto de referencia,
sobrepeso respecto de un patron de com-
paracion, nivel de aceite en el motor de un
automovil medido con una vara graduada.

Finalmente, la escala de razon permite,
ademas de lo de las otras escalas, com-
parar mediciones mediante un cociente;
por ejemplo, con variables como altura de
personas, cantidad de litros de agua con-
sumido por una persona en un dia, veloci-
dad de un auto en la carretera, numero de
goles marcados por un jugador de futbol en
un partido.

RAZON

INTERVALO

ORDINAL

NORMAL

N

Medidas de posicion

Cuartiles, deciles, percentiles

La descripcién de un conjunto de datos in-
cluye, como un elemento de importancia, la
ubicacién de estos dentro de un contexto de
valores posibles.

Cuando separamos un conjunto de datos
usando deciles, entre dos deciles consecu-
tivos encontramos el 10% de los datos.

Puedes conocer mas y resolver ejercicios
didacticos acerca de cuartiles, deciles y per-
centiles ingresando al siguiente enlace

https://goo.gl/Upp6XJ

) e e .
a Trabajo individual

1. Al lado de cada oracion relaciona el tipo de
escala

a. Rango de estudio

b. Peso de una persona

c. Numero de Cédula de Identidad
d. Nivel socio econémico

d. Uso de audifonos

e. Cantidad de litros de agua consumido
por una famila al dia

f. Nacionalidad.

g. Numeo de camiseta en un equipo de Voley



Las medidas de posicion dividen un conjunto de datos en grupos con el mismo numero de
individuos.

Para calcular las medidas de posicion, es necesario que los datos estén ordenados de me-
nor a mayor.

Las medidas de posicién son:

Cuartiles: Dividen la serie de datos en cuatro partes iguales. Q1, Q2 y Q3 determinan los
valores correspondientes al 25 %, 50 % y 75 % de los datos.

Q2 coincide con la mediana.

25% 50% 75%
25% + 25% + 25% +25%

Q1 Q2 @
Deciles: Los deciles dividen la serie de datos en diez partes iguales.

40% 70%

10% , 10% , 10% , 10% Y 10% , 10% , 10% +10% L 10% |, 10%

D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 D9

Percentiles: Los percentiles dividen la serie de datos en cien partes iguales.

En esta distribucion de datos: o - Ni

a.Calculemos la mediana (Me); el primer y y tercer cuar- 5 3 3

il (Q1, Q3). 10 7 10

_ 15 5 15

1° Organicemos los datos de menor a mayor: en este 20 3 18

caso, ya estan organizados.

y 9 25 2 20

Mediana (Me): Lugar que ocupa la mediana = total de n=20

datos/ 2 = 20/2 = 10. tercer cuartil (Q1, Q3).

Pero si vemos en la tabla, el lugar 10 esta entre los valores 10 y 15 de x;.

Como es igual a un valor de la frecuencia absoluta acumulada, realizaremos este calculo:

X, +X,,, 10 +15
[l T U =12,5 Me = 12,5

Me = > 5

Primer cuartil (Q1): Lugar que ocupa en la distribucion (1/4). 20 = 20/4 = 5.

Como el 5.° lugar esta en la 2.2 fila de la tabla, es decir 3 <5 < 10, esto implicara que

Q1 =x=10.

Tercer cuartil (Q3): Lugar que ocupa en la distribucion (3/4). 20 = 60/4 = 15, que coinci-
de con un valor de la frecuencia absoluta acumulada; por tanto, realizaremos el calculo:

Q, = % ;Xi-l = 15 -2|- 20 =17,5 .portanfo, C, = 17,5
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Para los datos del ejemplo anterior, calculemos:
a. el 4.0 decil (D4)
b. el 90 percentil (P90)

Cuarto decil (D4): Lugar que ocupa en la distribucién ( 14_0 )20=280 =g

Uy

Como Ni—1<(%)-n<N yaque 3<8<10 portanto D, = 10.

800/100 = 18, que coincide con un valor de la frecuencia absoluta acumulada; por tanto,
realizaremos el calculo:

Nonagésimo percentil (P90): Lugar que ocupa en la distribucién (90/100) - 20 = 1 i

1. Calculen la mediana, primer y tercer cuartil y el percentil 70 de los estos datos: _
643342253626224224363 ‘

2. Calculen la mediana, primer y tercer cuartil y el percentil 30 de:
31114153133455442144

3. Para que una muestra sea representativa es conveniente que incluya entre el 11 % y el 15
% de la poblacion. Si de entre 4 000 personas (2 080 mujeres y 1 920 hombres) se elige una
muestra representativa:

a. ¢Qué cantidad maxima y minima de personas hay que elegir?

b. En cada caso de los anteriores, ¢cuantos hombres y mujeres formarian parte de las dos
muestras?

4. Marca la respuesta correcta en los siguientes ejercicios:
— Cuando calculamos los percentiles hay que identificar:

. un indice.

a
b. el punto medio.

o

el promedio.
d. el cuartil.

e. la moda.

5. Dada una muestra cuyos valores son 27, 25, 20, 15, 30, 34, 28 y 25, el percentil 70 corres-
ponde a:

28.
15.
27.
30.
34.

® a0 T ®
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Interpreta datos agrupados y no agrupados en tablas de distribucién de frecuencias y graficas estadisticas. (J.2)

veraciones:

Indicadores de evaluacion

Ponga verdadero (V) o falso (F) en estas ase-

a. La poblaciéon de un estudio estadistico es el
conjunto de elementos objeto del estudio. ( )

El individuo es cada uno de los elementos

de la poblacion. ()

C.

Variable estadistica es la propiedad o ca-

racteristica concreta de la poblacion que se
quiere estudiar. ()

d. Dato es cada uno de los valores que toma la

poblacién.

Definicioén.

Nombre

Variable

estadistica
cuantitativa

()

Relaciona la columna Nombre con la columna

Definicion

Dados dos valores cua-
lesquiera de la variable,
siempre podemos hallar
un valor que se encuentre
entre estos dos.

Variable Conjunto de preguntas dirigi-
i das a una muestra significati-
estadistica -
va con la finalidad de obtener
cualitativa  gatos para un estudio.
Variable Caracteristicas de la po-
estadistica | blacion que se expresa en
I forma numérica.
cuantitativa
continua
Variable Caracteristicas de la pobla-
estadistica | Cion que no se expresan con
I valores numéricos.
cuantitativa
discreta
Dados dos valores cuales-
quiera de la variable,
Encuesta 5 hodemos hallar un valor
que se encuentre entre
estos dos.
(4
Autoevaluacion

Interpreto datos agrupados y no agrupados en tablas de distri-
bucién de frecuencias y graficas estadisticas. (2)

Completa la tabla:

Pelicula

La amenaza
fantasma

Titanic

Hombres de
negro

Indiferentes

Complete.

Frecuencia
absoluta

85

En una encuesta a los estudiantes de noveno,
se determina que prefieren estas peliculas: La
amenaza fantasma, 85 alumnos, Titanic, 40
alumnos, Hombres de negro, 30 alumnos, in-
diferentes, 5 alumnos

Frecuencia
relativa

85/1 600 =
0,53

El nimero de veces que se repite un valor deter-
minado de la variable estadistica es su frecuencia

El resultado de dividir la frecuencia absoluta de un
valor entre el nimero total de datos es la

de dicho valor.

05 206 207 208

Observe los graficos estadisticos y, debajo de
cada uno, ponga el nombre correspondiente:

Ll @28
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6

Para empezar

* ;Qué elementos pertenecen
al ecosistema en forma natu-
ral? ¢ Y en forma artificial?

* Imaginando como origen del
plano cartesiano al hombre en
la orilla del mar, indique la po-
sicion de la primera sombrilla.

Contenidos

Producto cartesiano

1.1. Propiedades del producto cartesiano

1.2. Diagramas de Venn

Algebra y Funciones

)
Objetivo

Graficar en un plano
cartesiano la funcion
lineal y cuadratica
identificando su domi-
nio, recorrido y carac-
teristicas principales.

1.3. Definicion intuitiva de funcion

1.4.Dominio y recorrido de funciones

2. Funciones lineales

2.1.Caracteristicas de las funciones lineales

3.

Introduccion

En esta unidad trabajaremos los temas de pro-
ducto cartesiano, diagramas de Venn, sus pro-
piedades y métodos de resolucion. Las formas
de obtener las soluciones de una ecuacién de
segundo grado, también las generalidades de
una funcién como imagenes y propiedades de
las funciones. Y de manera particular, las funcio-
nes lineales, cuadraticas y de tercer grado con
sus respectivas caracteristicas.

2.2.Gréafica de una funcion lineal
Funciones polindmicas basicas

3.1. Caracteristicas de las funciones de segundo
grado

3.2.Funciones y problemas de aplicacion que
voluptat.




1.

Producto cartesiano

D.C.D. M.4.1. 42, 43. Calcular el producto cartesiano entre dos conjuntos para definir subconjuntos representandolos con pares
ordenados, e identificar relaciones reflexivas, simétricas, transitivas y de equivalencia sobre un subconjunto del producto cartesiano.

Pares ordenados

Hay que recordar que, en operaciones con
conjuntos, no existen diferencias entre dos
conjuntos que tengan los mismos elemen-
tos, por ejemplo, {a, b}y {b, a}. Estos dos
conjuntos son iguales porque contienen los
mismos elementos. Estos conjuntos en teo-
ria de conjuntos son iguales sin importar el
orden en que se encuentren los elementos.

Entonces un es un conjunto de
dos elementos, x y y, que tienen un orden
especifico; al elemento x lo llamamos prime-
ra componente y al elemento y lo llamamos
segunda componente. Por eso lo represen-
tamos simbolicamente como: (X, y).

Como se trata de un par ordenado y requie-
re su orden especifico, aclaramos que no
es lo mismo (x,y) que (y, x) .

Si trabajamos con tres elementos ordena-
dos, se trata de una terna ordenada y su
representacion seria: (x, y, z). Hay que to-
mar en cuenta que pueden existir conjuntos
ordenados que pueden formarse con mas
de tres componentes.

Definicién de producto cartesiano

El

es una operacion en donde se forma
un nuevo conjunto de todos los pares orde-
nados, cuya primera componente pertenece
al primer conjunto, y la segunda componen-
te, al segundo conjunto. Lo representamos
simbdlicamente como A x B.

El producto cartesiano A x B, al representarlo
graficamente, constituye un plano cartesia-
no, en donde los elementos de la primera
componente como los de la segunda compo-
nente se alinean en dos segmentos de recta.
El primer segmento representa al conjunto A
y el segundo segmento al conjunto B.

En esta figura graficaremos un plano car-
tesiano con la representacién de un punto

(x, y) que pertenece al producto cartesiano
A x B, donde x es elemento de Ay y es ele-
mento de B. Representado simbdlicamente
podemos decirque x€A,yEBYy (x,y)E AxB.

Grafica de re-
presentacion
de un punto
+ en el produc-
JRERD to cartesiano

Producto cartesiano entre dos
conjuntos

El producto cartesiano de dos conjuntos Ay
B es el conjunto de todos los posibles pares
ordenados que se forman eligiendo como
primera componente a un elemento que
pertenezca a A, y como segunda compo-
nente, a uno que pertenezca a B. Al produc-
to cartesiano lo denotamos de esta forma: A
x B, y leemos «A cruz B».

AxB={(x,y) /x€EAAyYEB}

La definicién anterior expresa que el produc-
to cartesiano de los conjuntos Ay B son las
parejas ordenadas (%, y), tal que x pertenece
al conjunto A e y pertenece al conjunto B.

Dados los conjuntos A ={1, 2, 3,4}y
B = {a, b}, su producto cartesiano es:
AxB={(1,a),(1,b), (2,),(2,b), (3
a), (3,b), (4, 2), (4, b)}.

Los elementos de A x B son pares
ordenados. Cada par que se forma
con un elemento del conjunto A y
uno del conjunto B, en ese orden,
recibe el nombre de par ordenado.
Sus elementos se colocan entre pa-
réntesis, separados por coma.
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Vamos a partir de dos conjuntos para reali-
zar el producto cartesiano, asi, por ejemplo.

Dados los conjuntos:

A={1,2,3}

B ={a, B, X}

Al realizar el producto cartesiano A X B.

En donde el producto cartesiano resulta como:

AXB={(1,0(1B)(1,x (2,002, B)(Z X,
(3, B3B3}

La cantidad de elementos o cardinalidad del
conjunto resultante seria: N (A X B) =9.

Cumpliendo con las propiedades de los
conjuntos, la cardinalidad de A x B es:

N (A x B) = N(A) N(B).

Hay que tomar en cuenta que no esigual a
, debido a que el par ordenado no es igual
al par ordenado , por lo que podemos con-
cluir que el producto cartesiano

Producto cartesiano entre tres
conjuntos

Ahora vamos a ver un ejemplo de producto
cartesiano con tres conjuntos.

Dados los conjuntos:

A= {5}
B= {+’ B g}
C={(1,2)

Vamos a realizar el producto cartesiano
A X B Xx C.

En donde el producto cartesiano resulta como:
{8, +, 11.{8, +, 21.{8, —, 1},{6, —, 2}

AXBXC={ {5, G, 1}{5, G, 2} {A, +, 1} {A, +, 2}
{8, = 13{A, -, 2}{A, G, 13{A, G, 2}

Cumpliendo con las propiedades de los
conjuntos, la cardinalidad de A x B x C es:

N(A x B x C) = N(A)N(B)N(B)

Asi entonces, podemos llegar a la conclu-
sion de que la determinaciéon del numero de
elementos del producto cartesiano, o tam-
bién conocido como cardinalidad del pro-
ducto cartesiano, resulta del producto del
numero de elementos que posee cada con-
junto que interviene en la operacion.

1.1. Propiedades del
producto cartesiano

Como estudiamos en parrafos anteriores, el
producto cartesiano no cumple con la pro-
piedad conmutativa, por lo que analizare-
mos estas propiedades:

con respecto a la
AXBUC=AXB)UAXO0
(BUC)XxA=(BxA)U(CxA)

con respecto a la

Ax(BNC)=(AxB)N (AxC)
(BNC)xA=BxA)N(CxA

con respecto a la

AXB-0=AxB)—(Ax0)
(B—CxA=(BxA)—(CxA)

Representacién grafica de un pro-
ducto cartesiano

Podemos representar el producto cartesia-
no en forma de tabla de doble entrada, dia-
grama de arbol, diagrama de flecha o dia-
grama sagital y graficos cartesianos.

Tabla Diagrama arbolado

]

] o] ]

O=—

0]©0]©0]©@0 .
R ERES B

Diagrama de flechas Gréfico cartesiano
& ©_®




Relacién

Una €s una correspondencia entre
dos elementos de dos conjuntos no vacios
que cumplen ciertas propiedades. General-
mente, al primer conjunto lo llamamos con-
junto de partida, y al segundo conjunto, lo
llamamos conjunto de llegada. Representa-
mos simbolicamente la relacion con la letra
R y debe cumplir que R sea subconjunto del
producto cartesiano A X B.

El hecho que R € x B significa que todos
los subconjuntos de A x B constituyen una
relacion.

Tipos de relaciéon

Para poder estudiar los tipos de relacion
consideramos que los conjuntos A = B, de
acuerdo con esta igualdad, se clasifican en:

1. Relacion reflexiva

Cumple con la propiedad de que todo ele-
mento del conjunto A esta relacionado con-
sigo mismo. Esto significa que (a, a)€R.

Veamos este ejemplo, sea A= {1, 2, 3}.

La relacion seria: R= {(1, 1),(1, 3),(2, 2),(3,
2),(3, 3)}, en donde es reflexiva solo si
R={(1, 1),(2, 2),(3, 3)}.

2. Relacion irreflexiva

Esta relacion cumple con la propiedad
cuando ningun elemento del conjunto A
esta relacionado consigo mismo. Esto sig-
nifica que (a, a)¢R .

Veamos este ejemplo, sea A= {1, 2, 3}.
La relacion seria: R= {(1, 3),(3, 2)}.
3. Relacién simétrica

La relaciéon simétrica cumple con la pro-
piedad cuando para cada par ordenado
(a, b)€ER, entonces (b, a)eR. En caso de que
(a, b) esta en la relacion pero (b, a) no, en-
tonces la relacion no es simétrica.

Veamos este ejemplo, sea A= {1, 2, 3}.

La relacién seria:
R: {(1’ 1)’(1’ 3)1(2’ 2)’(31 1)’(3’ 3)}

4. Relacion asimétrica

La relaciéon asimétrica cumple con la pro-
piedad cuando, para cada par ordenado
(b, a)¢R, entonces (b, a)¢R. Ademas de
que ningun elemento debera estar relacio-
nado consigo mismo.

Veamos este ejemplo, sea A= {1, 2, 3}.

La relacion seria:
R={(1, 3),(3, 2)}

5. Relacion antisimétrica

La relacion antisimétrica cumple con la pro-
piedad cuando, para cada par ordenado,
(a, b)ER y (b, a)€R. Inclusive si es valido si
existen las parejas (a, a).

Veamos este ejemplo, sea A= {1, 2, 3}.

La relacion seria:
R={(1,1),(1, 3).(2, 2),(3, 3)}

6. Relacion transitiva

La relacion transitiva cumple con la pro-
piedad cuando, para cada par ordenado,
(a, b)ER Y (b, c)ER. Entonces existe el par
(b, ©)€ER.

Veamos este ejemplo, sea A= {1, 2, 3}.

La relacién seria:
R= {(1, 1),(1, 3),(2, 2),(3, 3)}

7. Relacién de equivalencia

La relacidn es de equivalencia cuando es
reflexiva, simétrica y transitiva al mismo
tiempo.

Veamos este ejemplo, sea A= {1, 2, 3, 4}.

La relacién seria:
R={(1, 1),(1, 2),(2, 1),(2, 2),(3, 3),(4, 4)}

a ‘ & Trabajo colaborativo

1. Hallen el producto cartesiano con los si-
guientes pares de conjuntos

a. M={1,9,18} yN= {4, 8,12, 16}

b. P={0, 2, 4} yQ={3, 6,9}

c. R={m,n,o,p} y S={q, 1, s}

d. T = {mesa, silla, cocina} y U = {cua-
dro, espejo}

e. V = {blanco, amarillo, verde} y W =
{azul, rojo}
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1.2. Diagramas de Venn

D.C.D. M.4.1. 44, 45. Definir y reconocer funciones de manera algebraica y de manera grafica con diagramas de Venn, determi-

[ nando su dominio y recorrido en Z.

Dominio de una relacion

En cualquier relacién de dos conjuntos, los
elementos del primer conjunto que estable-
cen correspondencia forman parte del do-
minio de la relacién. Lo representamos sim-
bolicamente como: .

No es necesario que todos los elementos
del primer conjunto o conjunto de partida
formen parte del dominio de una relacién
de conjuntos.

Rango de una relacion

En cualquier relacién de dos conjuntos, los
elementos del segundo conjunto que se re-
lacionan con los elementos del dominio de
la relacion forman parte del rango. Lo repre-
senta simbolicamente como: .

Generalmente, al rango de la relacién la po-
demos llamar imagen, recorrido o codomi-
nio de la misma.

Asi también, no es necesario que todos los
elementos del conjunto de llegada formen
parte del rango de la relacion.

Dados los conjuntos y la relacion, identifi-
quemos el domino y rango:

A={0,1,2,3,4}

B={ab,cd, e}

R={(1,2),(1,b),(2,2), (3 e)}

Entonces, eldomR={1,2,3} yrgR={a,b, e}.

Podemos representar las relaciones de dis-
tintas maneras, entre ellas las mas usadas
son: en forma de conjuntos, planos carte-
sianos o diagramas sagitales o de Venn.

Diagramas de Venn

Para la grafica con diagramas de Venn, par-
tiremos del ejemplo anterior:

Dados los conjuntos y la relacion, identifi-
quemos el domino y rango:

A=1{0,1,2,3,4}

B=1{ab,cd, e}
R={(1,2),(1,b),(2,2), (3 e)}
R
A~ B

|

Plantee un ejemplo practico del diario vivir
que muestre las relaciones e investigue de
cuantas formas las podemos representar.

Entonces, eldomR={1,2,3} yrgR={a, b, e}.

Ahora vamos a representar mediante dia-
grama sagital o de Venn esta relacion, iden-
tificando el dominio y rango:

A={5@$,*}
B=1{1,2,3}
R={( 1, (@1),(@3),(3)}

R

A/\B

Entonces, eldomR = {g, @, *} yrgR={1, 3}.



Funciones

Una vez que conocemos las propiedades de
las relaciones, comenzaremos el estudio de
las funciones y el papel preponderante que
tienen en el estudio matematico. Leibniz fue
el primer matematico que utilizé por primera
vez la palabra funcion, pero fue al aleman
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)
a quien se le atribuyé la definicion formal.

Asi, una relacion entre dos conjuntos es

solo si el dominio de la relacion
es todo el conjunto de partida, es decir que
todos los elementos del conjunto de partida
estén relacionados, y si a cada elemento del
dominio le corresponde un unico elemento
en el rango o conjunto de llegada. Cuando
se trata de funcién, la expresamos con la
letra f.

Esto quiere decir que, para que cumpla el
concepto de funcién, no puede haber dos
elementos del conjunto de llegada que es-
tén relacionados con un mismo elemento
del dominio o conjunto de partida.

Hay que recalcar que toda funcién es una
relaciéon, pero no toda relacién puede ser o
representa una funcion.

La expresion algebraica de una funcion es
la formula que indica las operaciones que
debemos efectuar con cada valor de la va-
riable x, para obtener el valor correspon-
diente de la variable y.

Con base en los parrafos anteriores, revisa-
remos este ejemplo e identificaremos si las
relaciones planteadas son funciones.

Dados los conjuntos:
A={1,2,3,4}
B={ab,cd, e}

Y las relaciones, identifiquemos si son fun-
ciones.

R:A=B,R, ={(1,a),(2b),3,0),(4d),(4e)
R,:A= AR, ={(ab),(bc),(cd),(de)
R,:B=B,R, ={(1,1),(22), (3 3) (4 4)}

Analizando R,, no es una funcion, debido a
gue el elemento 4 del conjunto de partida tiene
como correspondencia mas de un elemento.

Analizando R,, no es una funcion, debido a
que el R #B.

Analizado R,, es una funcion, debido a que
se relacionan todos los elementos del con-
junto de partida y le corresponde un unico
elemento en el conjunto de llegada.

Como la relacion 3 es una funcion, procede-
remos a la respectiva grafica en diagramas
de Venn.

YVY

\

Y

Comenzamos los estudios de esta unidad
con nociones basicas de conjuntos, plano
cartesiano, producto cartesiano y relaciones.
Todo este conocimiento previo nos ayuda al
estudio y apertura de las funciones, que son
utilizadas en la mayoria de los procesos de la
vida cotidiana, al comprar frutas, al movilizar-
nos de nuestros hogares al trabajo, etc.

° S
a Trabajo individual

1. Dados los conjuntos no vacios A, By la rela-
cion R.

A=1{1,2,3,4}
B={a,b,c}

C={(1,2)(1,b)(2,2) 3,b)}

2. Realice el diagrama sagital, identifique el
dominio y rango de la relacion.
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Dados los conjuntos y la funcion, grafique
con diagramas de Venn identificando su do-
minio y rango.

A={a b,c d}
B={1,2, 3}
f:A->B,f={(d,1), (b 1), (a 3),(c3)}

De acuerdo con la informacion proporciona-
da procederemos a procesar la informacion
en los diagramas de Venn respectivos.

A

Podemos determinar que el dom f = Ay el
rango o recorrido de la funcién es rg f = {1, 2}.

Desde la Ciencia

El concepto de funcién nace precisamen-
te de las relaciones que tienen las distintas
magnitudes matematicas; de esta forma, po-
demos representar con diagramas Venn que
muestran como se relacionan entre si las

distintas situaciones.

Ahora identificaremos si las siguientes relacio-
nes constituyen funciones de A en B.

Dados los conjuntos:

A={<& 8%, %}

B={a,b,c}

Y las relaciones:

R:A=B,R ={(5a),(&Db), ($c), (%, d)}
R:A= AR, ={(<a),(&Db), (D), )}

La relacion 1 si corresponde a una funcién,
debido a que el dominio es todo el conjunto
de partida A, y a cada elemento del dominio
le corresponde un elemento del conjunto de
llegada. Entonces, el dominio de la funcion
es dom f =Ay el rango rg Fes =B.

Ahora procederemos a graficar sagitalmen-
te la relacion dos.

La relacion 2 no corresponde a una funcion,
debido a que el dominio no es todo el conjun-
to de partida A. Es suficiente este criterio para
que cumpla la condicién de funcién.

1. Dados los conjuntos no vacios A, By la rela-
cion R.

A={1,23,4}
B={ab,cd, e}

f:A=B, f={(1,a),(2,b), (3,a), (4 d)}

Realice el diagrama sagital, identifique el
dominio y rango de la funcién.



1.3. Definicion intuitiva de funcion

D.C.D. M.4.1.46. Elaborar modelos matematicos sencillos como funciones en la solucién de problemas.

¢ Qué es una funciéon?

Seguramente has escuchado el término fun-
cion, pero ¢,sabes lo que significa realmente?

En la vida cotidiana, se dan situaciones en
las que obtenemos relaciones de depen-
dencia entre magnitudes.

Una magnitud se encuentra en funcion de
otra si su valor depende de esa magnitud.
Un ejemplo es el area de un circulo. Al area
de un circulo la calculamos con la formula
area = Esta férmula depende del radio del
circulo. Entonces, decimos que el area del
circulo se encuentra en funcién de su radio.

De la misma manera sucede con la canti-
dad de megabyte (MB) en el saldo de un ce-
lular en relacion con la cantidad de MB que
utilizamos. Si una persona tiene 100 MB y
se gasta 50 MB viendo videos, le quedan
50 MB. Este calculo puede parecer basico,
pero en realidad es una funcién simple.

Auna funcion también la podemos ver como
una lista de objetos de un determinado tipo
a los cuales les corresponde otro objeto. A
esta correspondencia la llamamos funcion.

A continuacién, vemos una representacion
grafica de esta idea.

La dependencia entre magnitudes puede ex-
presarse mediante un enunciado verbal, una
tabla de valores, una grafica o una formula.

Una variable es aquella magnitud cuyo va-
lor puede variar.

es la que puede
tomar valores arbitrarios.

es aquella cuyos
valores dependen del valor que toma la
variable independiente.

Consideremos, por ejemplo, esta situacion:

Una empresa cobra un costo total por cercar
cada terreno segun el perimetro del mismo.
El precio es de doce ddlares el metro lineal
de cerca.

Las dos magnitudes que tienen de-
pendencia entre ellas son: costo total
y perimetro.

Ademas, la dependencia cumple estas pro-
piedades:

La variable perimetro puede tomar va-
lores de forma arbitraria; por eso, la
llamaremos variable independiente y la
representaremos con la letra x.

En cambio, los valores que toma la va-
riable costo dependen de los valores
de la variable x; por eso, la llamaremos
variable dependiente y la representare-
mos con la letra y.

Concepto de funcién

Antes de dar a conocer el concepto de fun-
cion, partiremos de un ejemplo practico.

Un médico dispone de tres horas diarias
para atender a sus pacientes y el numero
maximo de pacientes que puede atender
en un dia es de veinticinco. Por lo tanto, el
tiempo que puede dedicar a cada uno de-
pende del numero de visitas. Existe una
relacion de dependencia entre el numero
de pacientes y el tiempo empleado en aten-
derlos. Podemos expresarla mediante esta
tabla de valores.
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Nimerode | o | 1o | 45 | 20 | 25
pacientes
Tiempode | 4. 1 45 | 15 | g | 72
visita (min)

Observemos que las magnitudes

y varian su valor en
cada casilla. Por ello, denominamos variables
a estas magnitudes.

Sillamamos x a la variable
e y ala variable, vemos que:

1. La variable x puede tomar valores que son
los niumeros naturales hasta el 25.

2. Los valores de la variable y dependen de
los valores de la variable x.

3. A cada valor de la variable x le correspon-
de un unico valor de la variable y.

Por ello, x se denomina
eyesla

Una es una relacion de dependencia en-
tre dos variables, en la que a cada valor de la
variable independiente x le corresponde un

de la variable dependiente y.
Asi diremos que y esta en funcién de x. La escri-
bimos: x =f(x).

Decimos que el tiempo de visita en minu-
tos esta en funcion del numero de pacientes
y lo simbolizamos por: y =f(x).

Retomando el ejemplo de la pagina anterior
de cercar el terreno:

Una empresa cobra un costo total por cercar
cada terreno segun el perimetro del mismo.
El precio es de doce ddlares el metro lineal
de cerca.

Elaboramos la tabla de valores:

Perimetro del terre- Costo total de la

no en m (x) cercaen $ (y)
200 2 400
250 3000
300 3600
350 4 200
400 4 800

Ratificamos que la variable dependiente y es
el costo total de la cerca, la variable indepen-
diente es el perimetro que esta expresado en
metros x.

Al ubicar los valores de la tabla en un plano
cartesiano, en donde en el eje x se ubica el
perimetro expresado en metros y en el eje y
se ubican los costos expresado en délares,
resultaria:

Costo en funcion de perimetro

6000
5000
—~ 4000
£
£ 3000
(2}

Co

2000 2400
1000

200 250 300 350 400

Perimetro (m)

En lenguaje mateméatico, podemos decir que:
y esta en funcion de x.

Escribimos:
y = f®

Variable
dependiente independiente

y es la variable dependiente.

x es la variable independiente.

Acostumbramos a representar las funciones con
las letras minusculas: f, g, h...

Presentamos el uso de funciones con variables
independientes y dependientes que representan
numeros reales. Tratamos la definicién, formas
de expresarla, tablas y graficos.

1. En estos ejemplos vamos a identificar las
variables independientes (V1) y las varia-
bles dependientes (VD).

a. Los litros de gasolina comprados y el
precio pagado.

VI: Seria el numero de litros de gasolina.
VD: Seria el precio pagado.

b. El resultado de asignar a un numero
su doble y sumarle tres unidades.



c. El area de un circulo y el valor de su
radio.

VI: Es el radio del circulo.
VD: Es el area del circulo.

d. La distancia recorrida por un coche y
el tiempo empleado.

VI: Es el tiempo empleado.
VD: Es la distancia recorrida.

e. El costo de la mano de obra de un me-
canico y las horas trabajadas.

VI: Son las horas trabajadas.
VD: Es el costo de la mano de obra.

f. La distancia de frenado de un carro y
la velocidad que lleva.

VI: Es la velocidad.
VD: Es la distancia de frenado.

g. El importe de la factura de la luz y el
numero de kilovatios consumidos.

VI: Son los kilovatios consumidos.
VD: Es el importe de la factura de luz.

. Haciendo una lista con las personas inte-
grantes de una familia y otra lista con los
meses del afo, dibujemos un diagrama
desde el nombre de cada persona hasta
el mes de su cumpleanos.

A B

3. De las siguientes correspondencias iden-

tifiquemos cual corresponde a una fun-
cion y cual no.

Esta regla de correspondencia corres-
ponde a una funcién, ya que a cada ele-
mento de la variable x le corresponde un
unico elemento de la variable y.

Esta regla de correspondencia no corres-
ponde a una funcion, ya que un elemento
de la variable x se relaciona con dos ele-
mentos de la variable y.

-2 -1 0 1 2
4 1 0 1 4

Esta regla de correspondencia corres-
ponde a una funcién, ya que a cada ele-
mento de la variable x le corresponde un
elemento de la variable y; en este caso
en particular, los elementos 1 y 4 de la
variable y son imagenes de -1y -2 res-
pectivamente.

X -2 -1 0 1 2
3 3 3 3 3

a Trabajo individual

1. Considere la relacion de dependencia que
asigna a cada libro su numero de paginas.
¢, Se trata de una funcién? En caso afirmati-
vo, diga cual es la variable independiente y
cual la dependiente.

2. Indique cual es la variable independiente y
cual la variable dependiente del par de va-
riables relacionadas en cada uno de estos
apartados:

a. El costo de una llamada telefénica y el
tiempo de duracion.

b. El importe de la factura de la luz y el nu-
mero de kilovatios consumidos.

3. Escriba la expresion algebraica de la funcion
f definida, en cada caso, por el criterio:

a. Multiplica un niumero por 7 y restarle 4.

b. Eleva la tercera parte de un numero al
cuadrado.

c. Divide el doble de un numero por 3 y su-
marle 2.
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1.4. Dominio y recorrido de funciones

D.C.D. M.4.1. 47, 48. Definir y reconocer funciones lineales en Z crecientes y decrecientes a partir de su representacion grafica,
tabla de valores y forma algebraica estableciendo relaciones con situaciones reales como alza de precios, ventas diarias, creci-

miento de una planta, etc.

Imagenes y preimagenes

Consideramos de nuevo la funcién f, que re-
laciona el consumo de combustible de un au-
tomavil con la distancia recorrida.

Cuando el automovil ha recorrido 5 km, su
consumo es de 40 cl. Decimos que la imagen
de 5 por la funcion f es 40. Simbdlicamente
escribimos f(5) = 40.

También decimos que la antiimagen de 40 por
la funcion f es 5.

; s imagen \
y =f()

\Preimagen -/

imagen
5/- \
40

\ preimagen —/

La imagen de un valor x por una funcion f es el
valor que toma la variable y en relacién con el
valor que tiene la variable x.

La preimagen de un valor y por una funcion f es
el valor o valores de la variable x a los que corres-

ponde el valor tomado por la variable y.

-

Volvamos a considerar la funcién f, que re-
laciona el consumo de combustible de un
automovil con la distancia recorrida.

Imaginamos que el trayecto recorrido por
Beatriz es de 20 km. Es decir, la variable
independiente distancia recorrida toma va-
lores entre 0 km y 20 km.

Decimos que este intervalo de valores es el
dominio de la funcién f. Lo simbolizamos de
la forma:

D(f) ={0,1,2,3,.. 19,20} = [0, 20]

El dominio de una funcién f es el conjunto de va-
lores que puede tomar la variable independiente.
Lo representamos por D(f).

La variable dependiente, combustible con-
sumido, varia de 0 cl en el punto de partida
a 160 cl en el punto de destino.

Decimos que este intervalo de valores es el
recorrido de la funcion f. Lo simbolizamos
de la forma:

R(H ={0,1,2,3,..,159, 160} = [0, 160]

El rango o recorrido de una funcion f es el con-
junto de valores que puede tomar la variable de-
pendiente, es decir, es el conjunto formado por
todas las imagenes. Lo representamos por R(f).

El dominio y recorrido se representa con in-
tervalos, recuerda su representacion grafica.

TIPO REPRESENTACION GRAFICA
Abiertos 2 .
a b
Cerrados = .
§ a b
=
I'I' F. i
-
Semiabiertos
a

° S
a Trabajo individual
Lee y resuelve la siguiente actividad

1. El metro cuadrado de papel que se utiliza
para empapelar una habitacion de 40 m2
cuesta $ 3.

a. Confecciona una tabla de valores y re-
presenta graficamente la funcién que re-
laciona los metros cuadrados de pared
con el importe.

b. ¢ Cuanto cuesta el papel necesario para
empapelar toda la habitacion?

2. Para ir a esquiar un dia festivo con los com-
pafie- ros y las compaferas de clase, alqui-
lamos unos esquis. El precio del alquiler es
de $ 12 diarios.

a. Representa graficamente la funcion que
re- laciona el importe del alquiler se-
gun el nu- mero de horas diarias de uso
de los esquis.



Expresion de una funcion

Hay muchas funciones que no se expresan
mediante una férmula algebraica. Una fun-
cion puede expresarse de diferentes ma-
neras: mediante un enunciado verbal, una
tabla de datos, una expresion algebraica,
expresiones analiticas o una grafica.

Investigue cuanto recorre el carro que le lleva
de su casa al trabajo por galén de gasolina
y dia. Registre los datos de una semana en
una tabla.

Enunciado verbal

Mediante una frase, describimos cuales son
las variables dependiente e independiente,
y qué dependencia existe entre ellas, como
hemos visto en ejemplos desarrollados an-
teriormente.

Beatriz se desplaza con su automdévil. En el
viaje consume 8 L de combustible por cada
100 km o, lo que es lo mismo, 8 cL por km (en
este ejemplo la variable independiente es la
distancia recorrida y la variable dependiente
la cantidad de combustible consumido).

Expresion algebraica

La forma mas habitual de expresar una fun-
cion real de una variable es mediante una
férmula que relaciona la variable depen-
diente con la variable independiente.

En la funcion que tomamos como ejemplo,
el automovil consume 8 cL por cada kildbme-
tro recorrido.

Distancia Combustible
recorrida consumido
en km (x) en cf (y)
0 0
2 16
4 32
6 48
8 64
10 80
12 96
14 112
16 128
18 144
20 160

Si representamos por x la distancia recorri-
da, en kildbmetros, y por y la cantidad de com-
bustible consumido en cL, podemos escribir
esta formula: y = 8 x, o también, f(x) = 8x.

Una funcién puede expresarse de A

con una férmula que indica las operacio-
nes que debemos efectuar con cada valor de la
variable x para obtener el valor correspondiente
de la variable y.

o

Una funcién suele expresarse dando, ade-
mas de la expresion algebraica, su dominio
y su recorrido.

Recordamos que el dominio de la funcién del
ejemplo es D(f) = [0, 20] y el recorrido, R(f)
= [0, 160].

Asi, la funcion anterior puede simbolizarse
de esta manera:

£ D) —— R(
y=fX)

X

£ [0,20)——» [0, 160]
Xx—>y=f(x) =8x

0° Desde la Ciencia

U, simbolo de union

El simbolo U entre dos intervalos. Indica que
el conjunto resultante es el formado por los
numeros del primer intervalo junto con los del
segundo.

Asi, el dominio de la funcién definida a trozos
del recuadro anterior, f(x) = 8x, es: D (f) = R.

Hay que tomar en cuenta que, en toda fun-
cion, la imagen y de un valor de x es Unica,
pero puede ocurrir que un valor de y tenga
mas de una preimagen. Por ejemplo:

En la funcién que asigna a cada numero su
valor elevado al cuadrado, el numero 9 tiene
dos preimagenes: -3 y 3. Esta corresponde a
una funcion cuadratica.
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Determinacién grafica del dominio
y del recorrido

También podemos determinar el dominio y
el recorrido de una funcién a partir de su
grafica.

* El dominio es el conjunto de los valores
de la variable x obtenidos al proyectar
ortogonalmente los puntos de la grafica
sobre el eje de abscisas.

* Elrecorrido es el conjunto de los valores
de la variable y obtenidos al proyectar
ortogonalmente los puntos de la grafica
sobre el eje de ordenadas.

Determinemos el dominio y el recorrido de
esta funcion:

D(f) = (-3, 1)U 2+e0), R(f) = (o=, 3).

(¥ Aplicacion para la vida

Las funciones de la variable real son utiliza-
das en la mayoria de los procesos de la vida
cotidiana. Por eso, para proyectar un punto P
sobre una recta r, trazamos por P una recta
perpendicular a ry hallamos el punto de inter-
secciéon P’ de las dos rectas.

Av4
1
> @
o 1
~ 1
D / 1
/ 1
cc‘ '
.‘ |
| 1
I 1
1 1
1 1
g 4
~ s
pominio

i Trabajo individual

1. Determine el dominio y el recorrido de estas
funciones:

X 4 3 2 110 4 X
24
_4__
Y
Y
y=g
4__
X 4 3 2 3/4 X




2. Funciones lineales

D.C.D. M.4.1.49. Definir y reconocer una funcion real identificando sus caracteristicas: dominio, recorrido, monotonia, cortes con los ejes.

Caracteristicas de las funciones

La grafica de una funcion nos permite ob-
servar una serie de caracteristicas que es-
tudiaremos a continuacién. Entre estas son:
puntos de corte con los ejes, crecimiento y
decrecimiento, maximos y minimos, conti-
nuidad y discontinuidad, tasa de variacion
media, simetrias y periodicidad.

Asi, por ejemplo, tenemos esta grafica re-
presentativa en un plano de coordenadas
cartesiana:

=

Puntos de
corte con OX

Posicion (planta)

5 10 15

\Punto de

corte con OY

X
Tiempo(min)

Puntos de corte con los ejes

En la grafica anterior representamos la
posicion del ascensor de unos grandes al-
macenes durante dieciséis minutos de fun-
cionamiento. Marcamos cada minuto en el
plano cartesiano.

El eje de las X representa el tiempo trans-
currido en minutos, mientras que el eje de
las Y representa la posicion del ascensor de
acuerdo con la posicién en donde se encon-
traba durante la observacion que, en nues-
tro caso, fue de dieciséis minutos.

Los puntos donde la gréfica corta a los ejes
de coordenadas son puntos destacados
que se analizan por sus caracteristicas.
Observamos que la grafica corta el eje OY
en el punto (0, -2). Esta es la posicién del
ascensor cuando empezamos a contar el
tiempo por lo que se supone se encontra-

ba en el subterraneo 2. También hay tres
puntos donde corta el eje OX: (1, 0), (4,0)y
(8, 0). Esto corresponde a los momentos en
que el ascensor pasa por la planta baja en
los tiempos determinados.

Cuando queremos encontrar los puntos de
corte de las funciones de variable real, reali-
zamos este proceso. En caso de conocer la
expresion algebraica de una funcion, pode-
mos determinar analiticamente los puntos
de corte con los ejes. Como el eje OY es
una recta de ecuacion x = 0 y el eje OX es
una recta de ecuacioén y = 0, a los puntos de
corte de la funcion con los ejes los halla-
mos resolviendo estos sistemas:

Punto de corte Punto de corte

conel ejeY con el eje X
x=0 y=0
y=fx) y=fx)

Se forman los puntos: (1, 0), (4, 0) y (8, 0).
Crecimiento y decrecimiento

Consideremos la altura de un baldn lanza-
do en tiro parabdlico en funcién del tiempo.
Fijémonos en que en el intervalo de 0 a 3
s, a medida que aumenta el valor de la va-
riable x (el tiempo), el valor de la variable
y (la altura) también aumenta. Decimos que
la funcion es creciente en este intervalo.

Lanzamiento de balén

40f-------=

Altura (m)

P Y S
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Entender las caracteristicas de las funcio-
nes es muy importante en la vida cotidiana,
por lo que la grafica muestra la evolucion
de la temperatura ambiente registrada en
un observatorio de montana a lo largo de
un dia soleado de primavera.

151

12+

Temperatura (°C)

4 4 4 4 4 4
1 1 1 1 J 1
4 8 12 16 20 24

34 Tiempol (h)

Observamos que:

La temperatura
las 13 h.

entrelas4 hy

La temperatura entre las 0 h
ylas4 h,entrelas 13 hylas 16 h, y en-
trelas 19 hy las 24 h.

La temperatura se constante

entre las 16 h y las 19 h.

Los puntos de la grafica (0, 3), (3, 0) y (6,
0) estan sobre los ejes de coordenadas.

Intervalos de crecimiento y decre-
cimiento

Si leemos la grafica de la temperatura am-
biente de izquierda a derecha, vemos que,
en el periodo en que la temperatura aumen-
ta, la gréafica es ascendente.

Decimos que la funcion es en este
periodo.
Una es creciente en un intervalo si, al

aumentar el valor de la variable x dentro de este
intervalo, aumenta el valor de la variable y.

En cambio, en los periodos en que la tempe-
ratura disminuye, la grafica es descendente.

Decimos que la funcion es en
estos periodos.

Una es decreciente en un intervalo si, al
aumentar el valor de la variable x dentro de este
intervalo, disminuye el valor de la variable y.

Hay un periodo (de 16 h a 19 h) en que la
temperatura ni aumenta, ni disminuye; la
grafica es una recta paralela al eje de absci-
sas. Decimos que la funcién es en
este periodo.

Una funcién es en un intervalo si, para
todo valor de la variable x dentro de este interva-
lo, la variable y no varia.

' a b X

La funcién constante puede darse por una
tabla de valores o por su grafica como se vio
en la figura anterior.

i Trabajo individual

1. Indica los intervalos de crecimiento y decre-
cimiento de las funciones siguientes:

N

X
12345

Q
e so <

(o
— N o <

(@]
— N o <

2345



Maximos y minimos

En la grafica de la temperatura registrada en
el observatorio, también observamos que:

La temperatura mas alta fue de 15 °C,
que se alcanzo a las 13 h.

La temperatura mas baja fue de -3 °C,
que se alcanz6 a las 4 h.

La ordenada del punto correspondiente a la
temperatura mas alta es mayor que la orde-
nada de cualquier otro punto, y la funcion
pasa de ser creciente a ser decreciente.

Diremos que la funcion tiene un en
este punto.
OO
I
I
|
|
|
|
X

Maximo en x

Una funcién de grafica continua tiene un

en un valor de la variable x si la imagen de este
valor es mayor o igual que la de cualquier otro
valor de la variable independiente de la funcion.

La ordenada del punto correspondiente a la
temperatura mas baja es menor que la de
cualquier otro punto, y la funcion pasa de
ser decreciente a ser creciente.

Decimos que la funcion tiene un en
este punto.

fOO—

X
Minimo en x

Una funcién de grafica continua tiene un

en un valor de la variable x si la imagen de este
valor es menor o igual que la de cualquier otro
valor de la variable independiente de la funcion.

Cuando la funcién alcanza en un punto los
valores maximos o minimos con relacion a
puntos proximos, diremos que los maximos
0 minimos son relativos o locales.

a b Cc

Maximo relativo en a. Minimo relati-
vo en b. Maximo en ¢

Continuidad

Las tarifas de luz eléctrica constan de un im-
porte fijo mensual mas un importe variable que
depende de los kWe<h consumidos por afio.

La tabla muestra a continuacion las tarifas va-
riables correspondientes al consumo por afo.

Importe
Consurrjo variable
(kW-h/afno) (/KW-h)
Inferior o igual a 5 000 0,054
Superior a 5 000 e infe-
rior o igual a 50 000 0,048
Superior a 50 000 e in-
ferior o igual a 100 000 0,043
Superior a 100 000 0,040

Consideremos la funcion que relaciona el
importe variable en ddlares con el consu-
mo anual en kW+h para los usuarios con un
consumo anual menor de 5 000 kW-¢h.

200
240
200
160
120
80
40

0 — I

0 1000

Importe ($)

| | | |
2000 3000 4000 5000

Consumo (kW-h/ano)
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Funciones lineales

Para poder entender a las funciones linea-
les, partiremos de un ejemplo practico:

El espacio que recorrera un atleta que se
desplaza a una velocidad constante de 15
km/h estara en funcién del tiempo que in-
vierta corriendo. Expresamos esta depen-
dencia en esta tabla de valores.

Tiempo en horas (x) 12 3 4

Espacio recorrido
en kildbmetros (y)

15130 45 60
Observamos que se trata de dos magnitu-
des directamente proporcionales, es decir
que existe entre ellas una proporcionalidad
directa. La constante de proporcionalidad
viene dada por el cociente entre el valor del
espacio recorrido y el valor del tiempo co-
rrespondiente. Lo que quiere decir que:

15 _30_45_ 60 _

1=-72-3- 4 -1

En general, se cumple que Y =15, six# 0,
es decir, la expresion algebraica de esta
funcion es y = 15x. Diremos que es una fun-
cion lineal o proporcionalmente directa.

Si consideramos ahora un ciclista que se
desplaza a una velocidad constante de 40
km/h, la funcién que relaciona el espacio re-
corrido y el tiempo transcurrido viene dada
en esta tabla de valores.

Tiempo en horas (x) 1 23 4

Espacio recorrido

en kilémetros (y) 40 80 120 160

En este caso, la constante de proporcionali-
dad es igual a 40:

Por lo que, la expresion algebraica de la
funcion es y = 40x.

Al representar en el mismo sistema de coor-
denadas cartesianas las graficas de estas
dos funciones, observamos en la figura que
ambas son semirrectas cuyo punto inicial
es el origen de coordenadas.

Ademas, la inclinacion de la semirrecta
dada por y = 40x respecto al semieje positi-
vo de abscisas es mayor que la de la semi-
rrecta dada por y = 15x.

Espacio
(km)

1601
140:
120:
0o}
sl
i
w}

201

Tiempo
(horas)

Esta inclinacion depende de la constante de
proporcionalidad, de manera que, cuanto
mayor sea dicha constante, mayor sera la
inclinacién de la recta respecto al semieje
positivo de abscisas.

Asi pues, la constante de proporcionalidad
es igual a la pendiente de la recta, que re-
presentaremos con la letra .

Para calcular el valor de la pendiente, efec-
tuamos el cociente entre un valor de la va-
riable y en relacion con el valor correspon-
diente de la variable x, siempre que x# 0.

—=m
X

Una funcién o] directa
es una funcion cuya expresion algebraica es de
la forma y = mx (m # 0), siendo m la constante
de proporcionalidad.
Su grafica es una recta que pasa por el

y que tiene m.



2.1. Caracteristicas de las funciones lineales

Una funcién lineal o de proporcionalidad di-
recta tiene dos caracteristicas fundamentales:

Es creciente si la constante de propor-
cionalidad es positiva (m > 0).

Es decreciente si la constante de pro-
porcionalidad es negativa (m < 0).

Graficamente tienen esta forma.

Y
y = mx (m>0)
m-|- -
1
/ L
1 X
Y
y = mx (m<0)
1
N I X
m-—

Veamos ahora la funcidon que relaciona la
longitud que recorre un submarinista con el
tiempo de inmersion, sabiendo que tarda un
minuto y medio en descender un metro.

Expresamos la funcion mediante una tabla de
valores.

x: Tiempo dg inmersién 3 6 9 12
(min)
y: Profundidad (m) 2 4 6 -8

La grafica de acuerdo con la informacion pro-
porcionada seria:

La constante de proporcionalidad es:

Y la expresion algebraica de la funcion es:

-2

foo = 3

La grafica de esta funcién también es una
recta que pasa por el origen de coordena-
das, pero su pendiente es negativa, por lo
que se hace una funcion decreciente.

Ahora vamos a determinar mediante su grafi-
co y pendiente si la funcién es creciente o de-
creciente. La tabla viene dada de esta forma.

Masa (kg) 1 2 3 4
1,756 350 525 7

y: Precio
La grafica de acuerdo con la informacion pro-
porcionada seria.

K

34

&
oy
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2.2. Grafica de una funcion lineal

D.C.D. M.4.1.50. Definir y reconocer una funcion lineal de manera algebraica y grafica (con o sin el empleo de la tecnologia) e

identificar su monotonia a partir de la grafica o su pendiente.

Expresion algebraica de una fun-
cion lineal

En este ejemplo, vamos a aprender el pro-
cedimiento para obtener la expresion alge-
braica de una funcién lineal a partir de una
tabla de valores.

Escribimos la expresién algebraica de la
funcion dada por esta tabla de valores.

2 | 4|6 |8
y -1|-2|-3|-4

Veamos si las variables son directamente
proporcionales o no. Para ello, calculamos
los cocientes entre cada valor de la variable
y el valor correspondiente de la variable x.

Observamos que hemos tenido en todos los
casos el mismo valor.

Asi, las variables x e y son directamente
proporcionales con constante de proporcio-

nalidad _%. Se trata, pues, de una funcién

lineal cuya expresion algebraica es de la
forma y = mx, siendo m la constante de pro-
porcionalidad.

Por lo tanto, la expresion algebraica de la
funciones y = —% x. Su pendiente negativa

hace que sea una funcidn creciente.

La grafica respectiva que corresponde a la

funciény = —% X seria:

Observamos que la grafica de la funcion es
una recta que pasa por el origen de coorde-
nadas.

Se trata, por tanto, de una funcién lineal o
de proporcionalidad directa cuya expresion
algebraica es de la forma y = mx, siendo m
la pendiente de la recta.

Para hallar la pendiente consideramos un
punto cualquiera de la grafica, por ejemplo,
el punto de coordenadas (1, -1).

La pendiente de la recta es el cociente entre
y =-1yx = 1. Por tanto, la pendiente es m
= -1. Asi, la expresion algebraica de la fun-
cibnesy = -x.

a Trabajo individual

1. Lavelocidad de impresiéon de una impresora
es de ocho paginas cada minuto.

a. Si hasta este momento habia impreso 32
paginas, ¢cuantas habra impreso trans-
curridos dos minutos? ;Y cuantas pagi-
nas habia impreso hasta hace un minuto?

b. ¢Cual es la expresion algebraica de la
funcion que permite hallar el nimero de
paginas impresas en funcion del tiempo?

c. Realice la tabla de valores correspon-
diente a la funcién.

d. Grafique la funcién en el plano cartesiano.



Funciodn afin

Para definir la funcién afin, vamos a estu-
diar dos situaciones.

Alas 0 horas un piloto que circula a una ve-
locidad constante de 90 km/h pasa por el
punto de control de una carrera de autos.

La funcion que relaciona la distancia a la
que se encuentra el auto del punto de con-
trol con el tiempo transcurrido viene dada
por esta tabla de valores.

Tiempo transcu- | O 1 2 3 4 5
rrido en horas (x)
Distanciaalcon- | O | 90 | 180 | 270 | 360 | 450
trol en km (y)

Podemos observar que es una funcién de
proporcionalidad directa cuya expresion al-
gebraica es y = 90 x. Observamos su grafi-
ca en esta figura.

Piloto A

500 1
400 1

3001

Distancia (km)

2001

100 T

Tiempo (horas)

Veamos a continuacion la segunda situacion.

En ese momento a otro piloto que también
circula a 90 km/h le faltan 50 km para llegar
al control.

En este caso tendremos la siguiente tabla.

Tiempo transcu-
rrido en horas (x)

Distancia al con-

-50 | 40 | 130 | 220 | 310 | 400
trol en km (y)

La grafica de esta funcion es una semirrec-
ta cuyo punto inicial tiene coordenadas (O,
—-50). El valor de la ordenada de este punto,
-50, es la ordenada en el origen.

Piloto B

500 1
400 T

3001

Distancia (km)

2001

1001

o1 2 3 4 5 X

100+ Tiempo (horas)

Observamos que, cuando la variable x in-
crementa su valor en 1, 2, 3... unidades, se
produce un incremento de la variable y de
90, 180, 270... unidades, respectivamente.

El cociente entre la variacion de la variable
y con relacidn al incremento de la variable
es un valor constante igual a 90:

90 _ 180 _ 270
1 2 3

Este valor constante que se representa por
m es la pendiente y mide la inclinacion de la
semirrecta respecto al semieje positivo de
abscisas.

=90.

La expresién algebraica de la funcion que
nos da la distancia al control del segundo
auto es y = 90 x - 50. Diremos que es una
«funcién afin».

Y

Y
b/ \y:mx+b(m<0)
y = mx + b (m>0)

X X

Una es una funcion cuya expre-
sion algebraica es de la forma y=mx+ b
(m # 0), siendo b la ordenada en el origen.

Su grafica es una recta que pasa por el pun-
to (0, b) y tiene pendiente m.
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Expresion algebraica de una fun-
cion afin
Para poder expresar algebraicamente una

funcidn afin, partiremos de algunos ejem-
plos practicos con una tabla de valores.

Escribimos la expresion algebraica de la
funcién dada por esta tabla de valores.

1 2 3 4
-1 1 3 5

Con la tabla de valores procedemos a cal-
cular las variaciones tanto en y como en x,
y obtenemos asi la pendiente.

by 1-(D _3-(1) _ 5-(1 _

M=K T 2-1 3-1 4-1

Observamos que el cociente entre la varia-
cion de la y, Ay, con relacion al incremento
de la variable x, Ax, es un valor constante
igual a 2. Este valor constante es el valor de
la pendiente m. Se trata, por tanto, de una
funcion afin.

Sustituimos el valor de la pendiente en la ex-
presion algebraica y = mx + b. Asi, la expre-
sion algebraica de la funcion es y = 2x + b.

Calculamos la ordenada en el origen. Para
ello, consideramos cualquier punto de la ta-
bla de valores, por ejemplo, el de coordena-
das (1,-1).

Al sustituir sus coordenadas en la expresion
algebraica de la funcion y = 2x + b, tendre-
mos que verificar la igualdad obtenida:

“1=21+b
~1=2b
b=-3

Por lo tanto, la ex-
presion algebrai-
ca de la funcidon
esy=2x-3, su
pendiente nega-
tiva lo hace una
funcién creciente
y la grafica res-
pectiva seria.

N W

-4-3-2-10/23456;
1

)=2x13

MN

2

Como la recta no es paralela al eje de abs-
cisas, no se trata de una funcion constante.
También observamos que la recta no pasa
por el origen de coordenadas; por tanto, no
se trata de una funcion lineal.

Asi pues se trata de una funcién afin.

Para obtener su expresion algebraica, tene-
mos que calcular la pendiente y la ordenada
en el origen.

Calculamos la ordenada en el origen b.
Como la grafica corta al eje de ordena-
das en el punto (0, -2), la ordenada en el
origen es b =-2. Asi pues, la expresion
algebraica de la funcion es y = mx - 2.

Calculamos la pendiente m. Para ello,
nos fijamos en la grafica y consideramos
un punto de la recta cuyas coordenadas
sean faciles de determinar, por ejemplo,
el punto de coordenadas (3, -1). Como
es un punto de la recta, tendremos que
verificar la ecuacién de la recta:

-1=m.3-2
3m=1

=1

m=s3
Asi, la expresion algebraica de la fun-
ciones: y= [%]x — 2, y seria una fun-

cion creciente.

‘ Trabajo individual

1. Escriba la expresion algebraica de la funcién
dada por la tabla de valores.

X 1 2 3 4
y 3 1 -1 -3

2. Escriba la expresion algebraica de la funcién
dada por la gréfica.




3. Funciones polinomicas basicas
3.1. Caracteristicas de las funciones de se-

gundo grado

D.C.D. M.4.1.51. Definir y reconocer funciones potencia con n = 1, 2, 3, representarlas de manera grafica e identificar su monotonia.

Las , O
, son aquellas cuya expresion

algebraica es un polinomio de segundo gra-
do en la variable x.

y=ax’*+bx+c(a#0)

La representacion grafica de estas funcio-
nes es una curva que recibe el nombre de
parabola.

Consideremos la funcién y = x> + 2x - 8,y
construyamos una tabla de valores.
23|12 3|
7198 5|

Si la representamos graficamente, obtenemos
la parabola de esta figura, en la que podemos
observar algunas caracteristicas.

Y
101

Tiene sus ramas orientadas hacia arriba.

Corta al eje OX en los puntos (-4, 0) y
(2, 0), y al eje OY en el punto (0, —8).

Es simétrica respecto a un eje paralelo
al eje QY, larecta x = —1.

Presenta un punto o vértice que se co-
rresponde con un minimo o maximo va-
lor absoluto, por el que pasa el eje de
simetria. En este caso, las coordenadas
del vértice son (-1, -9).

En general diremos que:

Para dibujar la parabola que representa una
funcién cuadratica, es util seguir este proce-
dimiento:

Orientacion de las ramas: Sia > 0, se
abre hacia arriba y, si a <0, se abre ha-
cia abajo.

Eje de simetria: Es la recta x=- % .

Vértice: El valor de su abscisa viene
dado porla ecuacion del eje x=- % .Una
vez tenemos el valor de la abscisa, sus-
tituimos este en la ecuacion de la para-

bola y obtenemos el valor de la ordena-
da del vértice.

Puntos de interseccidon con los ejes
Eje 0Y, (0, c): Obtenemos para x = 0.

Eje 0X, (x, 0): Obtenemos paray =0, al
resolver la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0.

Si igualamos a 0 una funcién cuadratica, ob-
tenemos una ecuacion de segundo grado.

Hemos visto que las raices o soluciones de
dicha ecuacion coinciden con los puntos de
corte de la parabola que describe la funcidn
cuadratica con el eje OX.
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Esto nos proporciona un método grafico de
resolucion de ecuaciones de segundo grado,
representando la parabola correspondiente y
observando si corta al eje OX o no. Los valo-
res donde se corta el grafico con el eje x son
las raices de la ecuacion de segundo grado.

Ahora veremos cuatro casos de distintas
parabolas.

La parabola no corta al eje OX.

y =x°+2

La ecuacion de segundo grado x*+2=0
no tiene solucién.

La parabola corta el eje OX en un punto.

y =x*-10x + 25

La ecuacion de segundo grado x* - 10x +25
= 0 solo tiene una solucion: x = 5.

La parabola corta el eje OX en dos puntos.

y=-2x+2

NS

| | | | | |

54324141 123 45 X
21
-3+
44
54

|
[e2]

!

T

La ecuacién de segundo grado -2x*+ 2 =0
tiene dos soluciones: x=-1yx=1.

y=x*+2x-8

w 1
~ 4
o 4+
>

La ecuacién de segundo grado x*+ 2x-8=10
tiene dos soluciones: x =-4yx = 2.

Razone si la grafica de la funcion cuadra-
tica tiene siempre puntos de corte con los
ejes OX y OY.




Funcion cubica.
Caracteristicas

Hasta el momento hemos revisado funcio-
nes de variable real lineales y cuadraticas,
que representadas como potencia corres-
ponden an=1yn =2 respectivamente.

Una funcion de variable real de grado n =
3 corresponde a una funcion cubica. Por lo
general, es utilizada para relacionar los volu-
menes en determinados espacios o tiempos.

La funcién cubica es un polinomio de tercer
grado, que se expresa como f(x) = ax® +
bx? + cx + d, donde los valores de y a,b, c,
deRya=#0.

Para nombrar las caracteristicas principales
vamos a graficar la funcion f(x) = x.

Realizamos la respectiva tabla de valores:

X o [1[2]]=2
y o1 (4] 1] 4

Si la represen-
tamos  grafi-
camente en
el plano car-
tesiano, ob-
tenemos esta
figura, en la
que podemos
observar algu-
nas caracte-
risticas.

Entre las caracteristicas principales que tie-
ne la funcién cubica son:

La funcion es simétrica con respecto del
origen, debe cumplirse que f (—x)=— f(x).

La funcién no tiene asintotas.

La funcion tiene un punto de corte con
eleje Y.

La funcién puede tener hasta tres pun-
tos maximo de interseccion con el eje X.

La funcién es continua en todo su dominio.
El dominio de la funcién es la recta real.

El recorrido o rango de la funcion es la
recta real.

Ahora vamos a realizar la grafica y analizar
las propiedades de esta funcion f(x) = x3 + 2
Realizamos la respectiva tabla de valores:

x ol 12 1]-=2
y |23 [w|[1 |6

A Si la represen-
6| tamos grafi-
camente en el
plano cartesia-
4l no, obtenemos
esta figura, en
la que pode-
2 mos observar
algunas carac-
teristicas.

Entre las caracteristicas principales que tiene
la funcién f(x) = x3 + 2 son:

La funcidon no es simétrica con res-
pecto del origen, debe cumplirse que

F—x=—f®.
La funcién no tiene asintotas.

La funcién tiene un punto de corte con
eleje eny=2.

La funcién tiene un punto de intersec-
cion con el gje X.

La funcién es continua en todo su dominio.
El dominio de la funcién es la recta real.

El recorrido o rango de la funcion es la
recta real.

Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

w9 |



Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

| 180

3.2. Funciones y problemas de aplicacion

D.C.D. M.4.1.52. Representar e interpretar modelos matematicos con funciones lineales y resolver problemas.

Método general de resolucion de
problemas

Antes de abordar la resolucion de un pro-
blema, debemos y
ser capaz de reescribirlo con nuestras pro-
pias palabras. Una vez que hayamos anali-
zado el problema, tendremos que

y

Como ultimo paso y antes de dar el proble-
ma por terminado, debemos que
el resultado responde la pregunta inicial
planteada y que el proceso de resolucidn
elegido es correcto.

Ahora revisemos este problema:

Daniela corre a una velocidad constante de
12 km/h. Su vecino Carlos ha salido a correr
1 h antes, a una velocidad constante de 8
km/h en la misma direccion que Daniela.

Determinemos el tiempo de ejercicio que
lleva Daniela cuando se encuentra con Car-
los y el espacio recorrido por ambos hasta
ese momento.

1. Comprender

Volvamos a leer el problema y enuncié-
moslo con nuestras propias palabras.

Anotemos los datos que nos propor-
cionan y los que nos piden.

2. Planificar

Representamos por S, y S, las funciones que
nos dan el espacio recorrido por Daniela y
por Carlos en funcion del tiempo transcurri-
do, variable t, desde la salida de Daniela.

Daremos valores del tiempo expresados en
horas a la variable t, puesto que la veloci-
dad viene expresada en km/h.

Asi, el tiempo de ejercicio que lleva Danie-
la cuando se encuentra con Carlos sera la
abscisa del punto de interseccion de las
graficas de las funciones S, y S, y el espa-
cio recorrido por ambos en el momento del
encuentro sera la ordenada de este punto.

3. Ejecutar el plan

Si tomamos la salida de Daniela en el instan-
te t=0, la expresion algebraica de la funcion.

Elaboramos la tabla de valores de la fun-
cion S, para representarla posteriormente.

Tiempo en horas (t) 0 1 2 3
Espacio en kilometros (S,) | 0 | 12 | 24 | 36

Cuando Daniela empieza el ejercicio, en
el instante t = 0, Carlos lleva recorridos 8
km, por lo que la expresion algebraica de
la funcion S,es S, =8t +8.

Carlos empez6 a correr 1 h antes que Danie-
la, por lo que ha salido en el instante t = -1.
Partiendo de este valor, elaboramos una tabla
de valores de la funcion S,.

Tiempo en horas (t) 10 2|3

Espacio en kilometros (S,) | 0 | & | 16 | 24 | 32

i Trabajo individual

1. Descompodn en producto de factores los si-
guientes polinomios:

a.x*-4 c.x*-x-12 e.x*-8x-9

b.x*-9x d.x*+4x+3 f. 2x>+15x+ 25

2. ;Puede descomponerse en factores el
polinomio x? - 2x + 57 4 Por qué?

3. Expresa, en forma ordenada y reducida:

a. Un polinomio de segundo grado que ten-
ga como raices los valoresx =-5yx=-2.

b. Un polinomio de segundo grado que ten-
ga como raiz doble x = 7.

4. Indica, sin resolverlas, el nimero de solu-

ciones de cada una de estas ecuaciones.
a.2x*-x-3=0 c.x*+2x+3=0
b.x*+6x+1=0 d.x*+3x+2=0

5. ¢Qué le ocurre a la funcion de segundo gra-
do y =ax?+ bx + ¢ si el coeficiente a es 0?



Continuando con el problema, ahora repre-
sentamos graficamente ambas funciones
sobre el mismo sistema de coordenadas
cartesianas.

(o))
(]

e
=

~ 48
Aol
O

@© 2R e
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(7))
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12

-l ! 2 3 4

Tiempo (h)

Observamos en la grafica que el punto don-
de se cortan las dos rectas es P(2, 24).

Por tanto, Daniela encuentra a Carlos cuan-
do lleva dos horas de ejercicio, y ambos han
recorrido 24 km.

4. Revisar

Revisemos los calculos realizados tanto en
las operaciones como en la elaboracion de
las tablas.

Comprobemos que las coordenadas del
punto P(2, 24) verifican las expresiones al-
gebraicas de las funciones S, y S..

Con todo el proceso revisado de resolucion
de problemas vamos a resolver este ejercicio:

Un fabricante vende celulares a un precio
medio de $175,35 la unidad. El costo de fa-
bricar los celulares es de $125,60 por uni-
dad, mas un costo fijo, independiente de la
cantidad de celulares vendidos, de $5 200
000, correspondiente a la inversion inicial.

Determinemos:

a. La funcion del valor total de las ventas (en
dolares) en funciéon del numero de unida-
des vendidas.

b. La funcién del costo total en funcién del
numero de unidades vendidas.

c. La funcién del beneficio total en funciéon
del numero de unidades vendidas.

d. El numero de unidades vendidas a partir
de que el fabricante empezara a tener be-
neficios.

1. Comprender

Volvamos a leer el problema y enuncié-
moslo con nuestras propias palabras.

Anotemos los datos que nos proporcio-
nan vy los que nos piden.

2. Planificar

Hay que reconocer los datos proporcionados
por el problema, se trata de una funcién de
ventas de celulares, en donde tiene un pre-
cio de venta, costo de fabricacién por unidad
y un costo fijo.

Representamos con la variable x a la canti-
dad de celulares producidos y vendidos, de-
terminamos los ingresos, costos y la utilidad.

El ingreso es igual a la cantidad producida y
vendida x por el precio medio de venta.

El costo total es igual al costo por unidad
multiplicado por la cantidad producida y ven-
dida mas los costos fijos.

Mientras que la utilidad seria la diferencia de
los ingresos menos los costos totales.

3. Ejecutar el plan

Al ejecutar el plan tenemos que responder
cada una de los literales planteados.

a. El valor total de las ventas que no es otra
cosa que los ingresos totales estaria ex-
presado como:

f(x) = 175,35x

b. El valor de los costos totales de acuerdo
con lo planteado y planificado quedaria
expresado como:

C(x) = 125,60x +5 200 000
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c. La utilidad expresada resulta de la dife-
rencia de los ingresos menos los costos:

U(x) = 175,35x —(125,60x + 5 2000 000)
U(x) = 175,35x — 125,60x — 5 2000 000
U(x) = 49,75x — 5 2000 000

d. Para encontrar el numero de unidades
vendidas a partir de que el fabricante
empezara a tener beneficios, deberemos
plantear que la utilidad al menos sea ma-
yor o igual a cero. Siendo asi la expre-
sidn quedaria como:

49,75x — 52000000 =0
49,75x = 52000 000

x = 104,52

Entonces el fabricante debera vender 105
unidades al menos para que comience a te-
ner beneficios.

5. Revisar

Revisemos los calculos realizados tanto en
las operaciones efectuadas al momento de
despejar la variable numero de unidades.

Comprobemos que las 105 unidades efec-
tivamente comiencen a generar ganancias
en la funcién utilidad.

Ahora realizamos otro problema de la vida
cotidiana.

El costo de obtener copias de CD interacti-
vo es de $ 0,50 la unidad, mas $ 3 000 fijos
de produccion, el precio de venta es de $ 2
al publico por cada CD.

Determinar

a. La funcion del valor total de las ventas
(en dolares) en funcién del numero de
unidades vendidas.

b. La funcién del costo total en funcién del
numero de unidades vendidas.

c. La funcion del beneficio total en funciéon
del numero de unidades vendidas.

Al ejecutar el plan respectivo tenemos que
responder cada uno de los literales planteado:

a. El valor total de las ventas que no es otra
cosa que los ingresos totales estaria ex-
presado como:

f(x) = 2x

b. El valor de los costos totales de acuerdo
con lo planteado y planificado quedaria
expresado como:

C(x) = 0,50x + 3000

c. La utilidad expresada resulta de la dife-
rencia de los ingresos menos los costos:

U(x) = 2x — (0,50x + 3000)
U(x) = 2x — 0,50x — 3000
U(x) = 1,50x — 3000

a a a Trabajo colaborativo
1. Existen varios tipos de funciones cuya
grafica es una recta.

Cada una de ellas se caracteriza por la
correspondiente expresion algebraica y
por una grafica determinada. Con la ayu-
da de Internet respondan las cuestiones
planteadas a continuacion:

a. ¢,Qué funcion polindémica tiene por grafica
una recta?

b. Escriban la expresion algebraica de estos
tipos de funciones:

e funcién constante

e funcioén afin

e funcién lineal

» funcién identidad

2. Describe tres situaciones cotidianas en
las que se establezcan relaciones entre
diferentes variables e indica, en cada
caso, cuales son las variables depen-

dientes y cuales las variables indepen-
dientes.

3. En estos pares de magnitudes relaciona-
das, indica cual es la variable indepen-
diente y cual es la variable dependiente:

a. El alargamiento que experimenta un
muelle cuando se cuelga un peso de
su extremo y dicho peso.

b. Eltiempo que circula un auto a veloci-
dad constante y la distancia recorrida.

c. El pesode unabarrade pany eldela
harina usada en su elaboracion.

d. La edad de un nifio y su estatura.

e. Elimporte del recibo del gas y el tiempo
de funcionamiento de la calefaccion.



Indicadores de evaluacion

Representa como pares ordenados el producto cartesiano de dos conjuntos e identifica las relaciones reflexi-
vas, simétricas, transitivas y de equivalencia de un subconjunto de dicho producto. (1.4.)

Resuelve problemas mediante la elaboracion de modelos mateméaticos sencillos como funciones, emplea gréfi-
cas de barras, bastones, diagramas circulares para representar funciones y analizar e interpretar la solucion en

el contexto del problema. (1.2.)

Determina el comportamiento (funcion creciente o decreciente) de las funciones lineales en Z, con base en su
formulacién algebraica, tabla de valores o en graficas, valora el empleo de la tecnologia, y calcula funciones

compuestas graficamente. (1.4.)

Indica si estos enunciados son verdaderos (V)

o falsos (F):

a. Una funcion es la relacion de dependencia en-
tre dos variables en la que a cada valor de la
variable independiente x le corresponde uno o
mas valores de la variable dependiente y. ( )

b. Elrecorrido de una funcién es el conjunto de
valores que puede tomar la variable depen-
diente y se representa por R. ()

c. Una funcién es decreciente en un intervalo
si, al aumentar el valor de la variable x den-
tro de este intervalo, disminuye o permane-
ce constante la variable y. ()

d. Una funcién de grafica continua tiene un
maximo en un valor de la variable x si la
imagen de este valor es menor o igual que
la de cualquier otro valor de la variable inde-
pendiente de la funcion . ()

e. Una funcién es discontinua cuando no se
puede dibujar de un solo trazo o cuando la
grafica presenta alguna interrupcion. ()

f. Una ecuacion de segundo grado es de la
forma ax*+ bx + c;a # 0. ()

g. En la grafica de una funcién cuadrética la
orientaciéon de las ramas depende del valor
de a. Sia > 0, se abre hacia arriba, y, sia <
0, se abre hacia abajo. ()

h. Ecuacién es una igualdad que se verifica para
algunos valores numéricos de las letras que
en ella aparecen. ()

Autoevaluacion

Represento como pares ordenados el producto cartesiano
de dos conjuntos. (1.4)

Resuelvo problemas mediante la elaboracion de modelos
matematicos sencillos como funciones. (1.2)

Por alquilar un automévil cobran $ 100 diarios
mas $ 0,30 por kildmetro recorrido. Si en un
dia se ha recorrido un total de 300 km, ¢ cual
es el valor que se debe pagar?

a. $90
b. $100
c. $130
d. $190

El vértice de la parabola f(x)= x?- 8x + 5 co-
rresponde al par ordenado.

a. (4,11)

b. (4,-11)

c. (-8,5)

d. (8,5)

Encuentra el valor de k en la expresion

x2+(k + 2)x + 2k = 0 para que tenga dos rai-
ces reales iguales.

En una libreria venden un determinado mode-
lo de esfero a $ 1,20 la unidad.

a. Completa, en tu cuaderno, la siguiente tabla
de valores:

NUmero de esfero (x) 1 2 3 4
Importe en délares (y)

b. Representa la grafica de la funcién e indica
si se trata de una grafica continua o no.

c. ¢Qué valor tiene la variable dependiente si
el valor de la variable independiente es 157?

Determino el comportamiento de las funciones lineales en los
numeros enteros, utilizando la tabla de valores o gréficas. (1.4)
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Unidad 7

Para empezar

« Tomando en cuenta las
figuras del estadio, ¢qué
ecuaciones relacionaria
con cada una?

» ¢, Como estimaria el nUmero
de fans que se encuentran
en el estadio mediante el
uso de ecuaciones?

Contenidos

Algebra y Funciones

Objetivo

Representar y resolver de
manera grafica y analitica
sistemas de dos ecuacio-
nes lineales con dos in-
cognitas, para aplicarlos
en la solucién de situacio-
nes concretas.

Sistemas con ecuaciones lineales 2.

1.1. Caracteristicas de los sistemas de ecuacio-

nes lineales
1.2. Método de Cramer

1.3. Problemas de sistemas de ecuaciones

1.4. Aplicaciones de los sistemas de ecuaciones
lineales

Introduccion

En esta unidad estudiaremos los temas relacio-
nados con los sistemas de ecuaciones, las di-
versas formas de obtener las soluciones de un
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas,
sus aplicaciones a la vida cotidiana; dejando
una base para resolver ecuaciones con mas in-
cognitas de forma analitica y grafica para poder
comprobarlo de manera tecnolégica (TIC).

Funciones cuadraticas

2.1. Caracteristicas de las funciones cuadraticas
2.2. Completacion de cuadrados

2.3. Raices de las funciones cuadraticas

2.4. Aplicaciones de las funciones cuadraticas




1. Sistemas con ecuaciones lineales

1.1. Caracteristicas de los sistemas
de ecuaciones lineales

D.C.D. M.4.1. 53,54. Reconocer a la recta y la interseccion de dos rectas como la solucién grafica de una ecuacion lineal con dos
incégnitas y de un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas respectivamente.

Ecuaciones de primer grado con dos in-
cognitas

Observemos la ecuaciéon 4x + 4 = 2y. Tiene
dos incégnitas (x e y) con exponente 1. Es una
ecuacion de primer grado con dos incognitas.

Una

si, una vez efectuadas las operaciones
y reducidos sus términos semejantes, aparecen
dos incognitas cuyo maximo exponente es 1.

Las ecuaciones de primer grado con dos
incégnitas pueden expresarse de la forma:
ax + by + ¢ = 0, donde a y b son numeros
reales,conaa+0yb+0.

Una solucién de la ecuacién es cada par de
valores (x, y) que verifica la ecuacion.

Ahora encuentre la solucion de la ecuaciéon
4x + 4 =12y.

Procedimiento 4>I<EJ-|e—r2p—|02:y
Despejamos una 4x + 4 2

de las incognitas, aXTE _ 4y
por ejemplo, lay. 2 2
Asignamos valo- X y = 2% + 2
res arbitrarios a

la otra incognita, « =3 |2:(-3) +2=-4
X, para calcular a ) _
continuacion los 0 2:0+2=2
valores corres- 2 2:242=6
pondientes a lay.

Asi, los pares de valores x = -3;y = -4; X
= 0;;y = 2; x = 2; y = 6 son soluciones de la
ecuacion

Puesto que x puede tomar cualquier valor,
la ecuacion de primer grado con dos incog-
nitas tiene infinitas soluciones.

Para visualizar las soluciones, procedemos
a su representacion grafica en un sistema
de coordenadas cartesianas. Asignamos a
cada par de valores x e y, que sea solucion
de la ecuacion el punto del plano que tiene
estos valores por coordenadas: (X, y).

Y Asi, todas las
soluciones de la
ecuacion ven-

dran representa-
das por un punto
de la recta de la
figura. A su vez,
todos los puntos
de la recta son
soluciones de la
ecuacion.

\'T’w-hmm\too
+ +—

| 1234 56X

Sistemas de ecuaciones lineales con
dos incégnitas. Resolucién grafica

En ocasiones, puede ocurrir que dos ecua-
ciones deban cumplirse al mismo tiempo.
Leamos este enunciado:

En la clase de 3.° A hay treinta estudiantes,
entre chicas y chicos. Ademas, el numero de

chicas es igual al doble del numero de chi-
COS menos 6.

Para traducirlo al lenguaje algebraico, ne-
cesitaremos dos ecuaciones.

x: Numero de chicas , .
El nimero de chicas es

igual al doble del nume-

y: Numero de chicos ]
ro de chicos menos 6.

El numero de chicas mas el nu-
mero de chicos es igual a 30.

x+y=30 |,
Xx=2y-6

I N
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Estas dos ecuaciones que deben cumplirse a
la vez constituyen un sistema de ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones es un conjunto
de ecuaciones que deben verificarse simul-
taneamente.

Como hemos visto en grados anteriores, una
ecuacion de primer grado con dos incégnitas
tiene infinitas soluciones, pero no sabemos
cuantos valores de las incégnitas verifican
simultaneamente las dos ecuaciones.

Una solucién del sistema es cada par de
valores x ey, que verifica simultaneamente
todas las ecuaciones del sistema.

Una solucion del sistema es cada par de valo-
res x e y, que verifica simultaneamente todas las
ecuaciones del sistema.

Dos sistemas de ecuaciones son equivalen-
tes si tienen las mismas soluciones.

Los métodos algebraicos se basan en obte-
ner una ecuacion de primer grado con una
incognita a partir del sistema de ecuaciones.

Existen aplicaciones matematicas para los
celulares inteligentes, que solo con una foto
nos dan la solucién a los sistemas de ecua-

ciones lineales.

@@ Desde la Ciencia

Escribimos un sistema de ecuaciones agru-
pando las ecuaciones que lo forman con
una llave.

Para resolver un sistema de ecuaciones, de-
bemos encontrar los valores de las incégnitas
que verifiquen a la vez todas las ecuaciones.

) C e e .
a Trabajo individual
1. Contesta: 4 Cual es el valor de la ecuacion
3y=6x+9siy=3?7¢Ysix=-27
2. Representa graficamente las soluciones de

cada una de las ecuaciones siguientes.

a. y=x+2 b. 50y -150x =200

Ahora hallamos graficamente la solu-
cion de este sistema:

3x-y=5
2x+y=5

1. Despejamos la variable y, de cada
una de las ecuaciones, construi-
mos una tabla de soluciones de
cada ecuacion asignando valores
arbitrarios a x, y calculamos los
correspondientes a y.

X y=3x—5
-3|/3-(-3)-5=-14
0 3-(0)-5=-5
2 3-(2)-5=1

X y=-2x+5
-3 -2-(=-3)+5=11
0 —-2-(0)+5=5
2 -2-(2)+5=1

2. Representamos graficamente
las soluciones de cada una de
las ecuaciones en un sistema de
coordenadas cartesianas.

3. Las dos rectas se cortan en el pun-
to (2,1),porloquex=2,y=1es
la solucion del sistema.



Tipos de sistemas de ecuaciones
lineales segun sus soluciones

Como hemos visto anteriormente, las solu-
ciones o raices de un sistema de dos ecua-
ciones de primer grado con dos incognitas
estan determinadas por los puntos que ten-
gan en comun las rectas que obtenemos al
representar graficamente las soluciones de
cada ecuacion.

Segun las soluciones, clasificamos a los
sistemas en:

Compatibles determinados

Planteamos este sistema de ecuaciones:

2x+y=3
3x-y=6

Representamos
graficamente
las soluciones
de cada una de
las ecuaciones
en un sistema
de coordenadas
cartesianas.

3x-y=3

Las dos rectas son secantes: tienen un Unico
punto en comun.

El sistema tiene solucion unica, el par de va-
lores formado porx =2 ey = 3.

Compatibles indeterminados

Planteamos este sistema de ecuaciones:

3x-y=-1
-3x+y=1

Representamos
graficamente
las  soluciones
de cada una de
las ecuaciones
en un sistema
de coordenadas
cartesianas.

3x-y=-1

o
o4
N
>

Las dos rectas son coincidentes: tienen to-
dos los puntos comunes.

Todas las soluciones de una ecuacion lo
son también de la otra.

Incompatibles

Planteamos este sistema de ecuaciones:

2x -6y =-10
y+3x=5

Representamos graficamente las solucio-
nes de cada una de las ecuaciones en un
sistema de coordenadas cartesianas.

Y
9
6 y+3x=5
5
4
3
2y-6x=-10 2
1
Ll 11 1 I\ | L\ Ll 1
T T T T T\ LI\ L L
76543214123 4567 X
4

Las dos rectas son paralelas: no tienen nin-
gun punto en comun.

No existe, pues, comun a

las dos ecuaciones.
S Trabajo individual
[ ]

3. Represente graficamente las soluciones de
las ecuaciones de estos sistemas.

y=5-Xx
a.

y=2x-4

=8-2
b. {7 *

y=3x-7

3x+y=-8

x=-7

4. Escriba la solucion de cada sistema y com-
pruebe que son soluciones sustituyéndolas
en ambas ecuaciones.
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1.2. Método de Cramer

D.C.D. M.4.1.55. Resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas de manera algebraica utilizando los métodos
de determinantes (Cramer), de igualacion y de eliminaciéon gaussiana.

Métodos de resolucion de siste- Método de igualacion
mas de ecuaciones lineales con E| se basa en despejar

dos incognitas la misma incdgnita en las dos ecuaciones e

. - . , igualar | Xpresion nidas.
El método grafico para la resolucion de sis- gualar las expresiones obtenidas

temas puede ser impreciso en caso de que
las soluciones no sean numeros enteros. Asi resolvemos este sistema por el

Por ello, para la resolucion de sistemas, utili- metodo de sustitucion:

zaremos preferentemente los llamados méto-

, . s . 3x+2y=-11
dos algebraicos: método de sustitucion, meé- . 352 33
todo de igualacién y método de reduccion.
Método de sustitucion Despejamos x en las dos
ecuaciones.

El método de sustitucion se basa en despejar

una de Ias. |n.cogn|tas en una d.e' las ecuacio- 3x + 2y = -11 = —11-2y
nes y sustituir en la otra ecuacion la incogni- 3
ta despejada por su expresion equivalente. x-3y=-33 —» x=-33+3y

Asi resolvemos este Resolvemos la ecuacion resultante,

) § 3x+2y=-11 i i -
sistema por el méto- " 3;’= T gue es una gcu’aman de primer gra
do de sustitucion: 0 con una incognita.

Despejamos x en la segunda ecuacion. -11-2y=3(-33 +3y)
=33+ 3y ~11-2y=-99 + 9y

- , -2-9y=-99 + 11
Sustituimos la x de la primera ecua-

cién por la expresién obtenida. -11y =-88
y=38
3(-33+3y) +2y=-11
Resolvamos la ecuacioén resultante, Sustituimos el valor de y hallado en
que es una ecuacion de primer grado cualquiera de las expresiones en
con una incognita. que aparece despejada x.

-99 + 9y + 2y =-11
9y +2y=99-11

11y =88 Escribimos la solucidén al sistema.
y=8

x=-33+3-8=-9

. . X = —9’ = 8
Sustituimos el valor de y hallando en Y

la expresion en la que aparece despe-
jada x.

x=-33+3y=-33+24=-9

Para profundizar sobre el método de Cramer

Escribimos la solucion al sistema. en la resolucion de un sistema de ecuaciones

lineales con dos incognitas podemos encon-

trar diferentes videos, o tambien puede visitar
https://goo.gl/c8A5SmC

x=-9,y=8
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Método de reduccién No olvidemos que, si aplicamos el método
de reduccion a un sistema compatible inde-

El metodo de reduccion se basa en multipli- terminado, obtendremos:

car cada ecuacion por el numero adecuado
para que, al sumar o restar las dos ecuacio- 0x+ 0y =0
nes resultantes, obtengamos una ecuacion

con una sola incognita, Y en el caso de un sistema incompatible:

Ox+ 0y =asiendoa#0

Resolvamos este sistema por el método de reduccion:
3x+2y=-11
x -3y =-33
* Multiplicamos la primera ecuacion por 1y la segunda ecuacién por -3. De este
modo, los coeficientes de la x en las dos ecuaciones seran numeros opuestos.

(1) .
3x+2y=-11 > 3x+2y=-11
-3
x-3y=-33 » -3x+9y =99
*  Sumamos miembro a miembro las dos ecuaciones y despejamos la y.
3x+2y=-11
-3x+9y =99

1ly=88—y =8
« Para hallar el valor de x, podemos sustituir en cualquiera de las ecuaciones
iniciales el valor de y hallado y, a continuacién, despejar x.

También podemos hallar el valor de x utilizando de nuevo el mismo método para
eliminar la variable y en las dos ecuaciones.

Para ello, multiplicamos la primera ecuacion por 3 y la segunda por 2.

-3
3x+2y=-11 » 9x + 6y =-33
)
x-3y=-33 > +2x - 6y = -66
+ Sumamos miembro a miembro las dos ecuaciones y despejamos la x
9x + 6y = -33
2x - 6y = -66

11x - 0=-99—x=-9

+ Escribimos la solucion del sistema: x = -9,y = 8.

@ Aplicacidn para la vida

¢Has visto o consumido alguna vez embutidos?

Hay una fabrica de estos alimentos que se encuentra en Cuenca, y que esta altamente comprometida
con los consumidores. Esta fabrica es consciente de la importancia de la calidad en la alimentacion vy,
por eso, sus productos son elaborados a base de una estricta seleccion de los ingredientes, todos ellos
naturales, lo que garantiza el sabor y la frescura al momento de su consumo.

La tecnologia alemana empleada en cada uno de los procesos involucrados es de primera linea, lo que
permite el riguroso cumplimiento de todas las normas y especificaciones del mercado.

Este constante desarrollo en la industria ha facultado el incremento de nuestra oferta de productos, no
solo a nivel de carnicos y embutidos, sino también a la elaboracion de conservas, enlatados y salsas,
en las que nuestras expectativas de crecimiento aspiran a cubrir el mercado nacional e internacional.
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Determinante y método de Cramer

El método de Cramer sirve para resolver
sistemas de ecuaciones lineales. Lo apli-
camos a sistemas que cumplan estas dos
condiciones:

El numero de ecuaciones es igual al nu-
mero de incognitas.

El determinante de la matriz de los coe-
ficientes es distinto de cero.

Tales sistemas son sistemas compatibles
determinados y los denominamos sistemas
de Cramer.

a,x,+a,X,+ax;+..+a,x,=b,
a,,X,+a,,X,+ a,x;+..+a,x,=b,

a,; X, + a,,X,+ a;x;+ .. +a, x,=b,

a, X, +a,X,+a,x;+..+a,Xx,=b

Sea A el determinante de la matriz de co-
eficientes:

a,; a;, a;3 -,
A=|a, a,, a, ..a,
a, a,,a,..a

Todo sistema de Cramer tiene una sola
solucién (es decir, es un sistema compa-
tible determinado) que viene dada por es-
tas expresiones:

° C
a Trabajo individual

Consideremos ahora este sistema
de ecuaciones.

x+y=2
x-y=0

Para poder resolverlo por el méto-
do de Cramer, hay que calcular el
determinante del sistema. Como se
trata de un sistema de dos ecuacio-
nes con dos variables, calculamos
su determinante asi:

all alZ

A=

21 22

Entonces, para este sistema de ecua-
ciones lineales, la matriz de los coefi-
cientes es una matriz cuadrada.

|A| = =1-(-1)-1-(1) =-2

1 -1

Como -2 # 0, por lo tanto, pode-
mos aplicar la regla de Cramer para
resolverlo.

Reemplazamos x por los valores in-
dependientes:

2:(-)-0-1 _ —2 _
‘A‘ -2 -2

Reemplazamos y por los valores in-
dependientes:

1 2

_ 1 0 _l@-12 -2 _.
y Al = =2

Por lo que, la solucion al sistema
planteadoes: x=1y y=1.

1. Resuelva por el método de Cramer y encuentre las soluciones de estos sistemas.

a_5x—6y:3y—4 b. y=8-2x
y=3x-7

4x-2+3y=5y-x+1

2. Escriba la solucion de cada sistema y compruebe que son soluciones sustituyéndolas en ambas

ecuaciones.



1.3. Problemas de sistemas de ecuaciones

D.C.D. M.4.1.56. Resolver y plantear problemas de texto con enunciados que involucren funciones lineales y sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas e interpretar y juzgar la validez de las soluciones obtenidas dentro del contexto del problema.

Problemas que se resuelven con
sistemas de ecuaciones

Algunas veces, la resolucioén de un problema
por métodos aritméticos puede resultar dificil.
En estos casos, solemos utilizar letras para
designar los datos desconocidos y traducir el
enunciado al lenguaje algebraico, con lo que
resolver el problema se reduce a encontrar la
solucién de una o dos ecuaciones.

Lectura atenta del enunciado: Es fundamental
que leas el problema tantas veces como sea necesario
para comprender perfectamente el enunciado.

|

Eleccioén de las incognitas: Representamos por x,
o por otras letras, los nUmeros que queremos deter-

minar.

Planteamiento de la ecuacion o del sistema:
Traducimos al lenguaje algebraico cada una de las
partes del enunciado, de modo que obtengamos una
ecuaciéon o un sistema de dos ecuaciones de primer
grado con dos incégnitas.

Resulta de utilidad, sobre todo en problemas
geomeétricos, utilizar figuras o esquemas graficos en
los que aparezcan los datos y las incognitas.

1

Resolucion de la ecuacion o del sistema: De-
terminamos los valores numéricos de las incégnitas
que son solucion de la ecuacion o del sistema.

|

Respuesta: Damos respuesta a la pregunta o pre-
guntas del problema.

Comprobacion: Comprobamos que la solucion
hallada cumple todas las condiciones del enunciado.

—

En esta unidad, trataremos problemas que
pueden resolverse mediante una ecuacion
de primer grado con una o dos incégnitas,
o0 con un sistema de dos ecuaciones con
dos incognitas.

La resolucién de estos problemas requiere
seguir una serie de pasos. Observémoslos en
este ejemplo y fijmonos en su relacién con el
método general de resolucion de problemas
que recordamos en el cuadro del margen.

Hallamos dos numeros tales que el doble del pri-
mero mas el segundo sea igual a 25, y al dividir el

primero entre el segundo se obtengan 1 de cociente
y 2 de residuo.
i
Representamos por x el primero de los niUmeros y
por y el segundo.
— El doble del primer nimero mas el segundo es
igual a 25.
2x+y=25
— Al dividir el primero entre el segundo, obtene-
mos 1 de cociente y 2 de resto
X ly— -»y-1+2=x
21

— El sistema obtenido es:

2x+y=25

y+2=x

1
2(y+2)+y=25
2y+4+y=25
3y=21
y=7
x=7+2=9
11

== E| primer numero es el 9, y el segundo, el 7.

|

Se cumple que 2-9 + 7 = 25, y al dividir 9 entre 7
obtenemos 1 de cociente y 2 de resto.
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Método general de resolucion de
problemas

Antes de abordar la resolucion de un pro-
blema, debemos y
ser capaz de reescribirlo con nuestras pro-
pias palabras. Una vez que hayamos anali-
zado el problema, tendremos que

y

Como ultimo paso y antes de dar el proble-
ma por terminado, debemos que
el resultado responde la pregunta inicial
planteada, y que el proceso de resolucidn
elegido es correcto.

Resolvamos este sistema.

Comprender

Al leer el enunciado, advertimos que se
trata de un sistema de dos ecuaciones
de primer grado con dos incognitas.

Planificar
Para resolver el sistema:

Primero, aplicaremos las propiedades
de las ecuaciones para transformar el
sistema dado en otro equivalente que
tenga la forma:

ax+by=c
ax+by=c
Siendo q, b, ¢, a’, b’y ¢’ numeros reales.

A continuacion, utilizaremos uno de los mé-
todos algebraicos que hemos estudiado.

Ejecutar el plan

Transformamos la primera ecuacion.
Empezamos por eliminar los paréntesis
y los denominadores. Para ello, multipli-
camos ambos miembros por el mcm.
x-3 y-2
i "7

x-3 y-2| _ 4
20(T+ S J—ZO(ZX 4-y)

=2x-4-y

5(x-3) +4(y-2)=40x-80 - 20y
5x- 15+ 4y -8 =40x-80 - 20y

Transponemos términos.

5x - 40x + 4y + 20y = -80 + 15 + 8

Reducimos términos semejantes.

-35x + 24y = -57

Transformamos la segunda ecuacion.
En primer lugar, eliminamos los deno-
minadores multiplicando por el mcm.

X4 Y loex-
6(3 + 2] 6(x-y+1)
2x+3y=6x-6y + 6

Transponemos términos y reducimos
términos semejantes.

=2x-6x+3y+6y=6-4x+9y =6

Escribimos el sistema obtenido, equiva-
lente al del enunciado.

-35x + 24y = -57
-4x+9y=6

Resolvemos el sistema aplicando el
método de igualacion. Despejamos y en
cada una de las ecuaciones.

-57 + 35x
24

6 + 4x
9

-35x+24y=-57>y=
-4x+9%y=6>y=

Igualamos la expresiones obtenidas vy
resolvemos la ecuacion de primer grado

resultante.
-57 + 35x _ 6 + 4x 73x =219
24 9 219
79 [-57+35x]=72[6+4xj X="73"
24 9 <=3

-171 + 105x = 48 + 32x
105x - 32x =48 + 171

Sustituimos el valor de x en la primera ex-
presion en la que aparece despejada y:

_-57+35-3 _ -57+105 48

24 = 24 =24 ~°2

La solucién del sistemaesx=3 ey =2:
Revision del resultado

Para comprobar que la solucidon obtenida
es correcta, debemos sustituir los valores
hallados de las incégnitas en cada una de
las ecuaciones del sistema inicial y verificar
que se cumplen.



1.4. Aplicaciones de los sistemas
de inecuaciones lineales

D.C.D. M.4.1. 40,41. Resolver de manera geométrica una inecuacion lineal con dos incégnitas y un sistema de inecuaciones lineales
con dos incégnitas, estableciendo la relacién e interpretacion de los resultados obtenidos en el plano cartesiano para cada caso en

relacién con problemas practicos.

Inecuaciones lineales con dos
incégnitas
Observamos la desigualdad x + y < 7.

En este caso tenemos dos incégnitas x e y
cuyo exponente maximo es 1. Se trata pues
de una inecuacion de primer grado con dos
incognitas.

Una inecuacion de primer grado con dos
incognitas es equivalente a una inecuacién
de la forma:

ax +by<c ax + by >c

ax+by<c ax+by=>c

Asignamos valores a x e y, y obtenemos
esta tabla.

X |y | ix+y<s7?
113 1+3<7
2 | 4 2+4<7
516 5+6<7

Fijemonos en que los pares de valores x =1,
y =3y x =2,y = 4 verifican la desigualdad,
mientras que el par x =15,y =6 no la cumple.

Asi, los pares de valores x =1,y =3 yXx
= 2,y = 4 son soluciones de la inecuacion
planteada.

Representacioén grafica de las soluciones

Consideramos la ecuacion que resulta de
sustituir el signo < en la inecuacion x+y <7
por el signo =.

x+y=7

Se trata de una ecuaciéon de primer grado
con dos incognitas.

La representacion grafica de las soluciones
de esta ecuacion es la recta de ecuacion
x+y=70,loqueeslomismo,y=7-x.

1y Esta recta divide
el plano en dos
semiplanos Ay B,
y los puntos con-
tenidos en los se-
miplanos y la rec-
ta cumpliran estas
/" propiedades:

Semiplano B

o
.
7%

Las coordenadas (x, y) de los puntos
del semiplano A cumplen:

y<7-x=2x+y<7

Las coordenadas (x, y) de los puntos de
la recta cumplen:

y=7-x=>x+y=7

Las coordenadas (x, y) de los puntos
del semiplano B cumplen:

y>7-x=2x+y>7

Por lo tanto, podemos afirmar que los pun-
tos del semiplano Ay los puntos de la recta
representan graficamente las soluciones de
la inecuacion x + y < 7. Asi, las coordena-
das de estos puntos permiten obtener las
soluciones de la inecuacion.

La representacion grafica de las soluciones
de una inecuacién de primer grado con dos
incognitas es un

Para determinar el semiplano solucion, to-
mamos un punto situado en uno de los se-
miplanos y comprobamos si sus coordena-
das verifican la inecuacion propuesta o no.

Si la verifican, las coordenadas de todos los
puntos situados en el semiplano elegido seran
los valores x e y, solucidn de la inecuacion.

Si no la verifican, las soluciones seran los
valores de x e y dados por las coordenadas
de los puntos del otro semiplano.
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Sistemas de inecuaciones lineales . . . ) .
Denominamos sistema de inecuaciones linea-

con dos mcogmtas les con dos incognitas a un conjunto de inecua-
ciones lineales con dos incégnitas cuyo conjunto
solucion debe verificarse en las inecuaciones si-
2x+y<12 multaneamente.

x-y=10

Consideremos este sistema de inecuaciones:

De nuevo, para solucionar estos sistemas,
resolveremos las inecuaciones que los
constituyen por separado para, a continua-
cion, buscar los puntos en comun de las so-
luciones que hayamos encontrado.

En él aparecen dos inecuaciones lineales
con dos incognitas.

Resolvamos el siguiente sistema: v
X+2y<2 e n
2x-y>4 | e 31
Comprensién 1‘
K
Debemos determinar la interseccion de los semiplanos que son o P
solucion de las inecuaciones del sistema. 4 -3-2-1, L 1 2734 X
Resolucién BT
. . . . -3 1 X+2y<2
Para hallar las soluciones, en la primera inecuacion: 44
Buscamos dos puntos que verifiquen la ecuacién, por ejemplo,
- Y
[0,1]y[2, 0], y dibujamos la recta que pasa por ellos.
, , 4+
Escogemos un punto de uno de los semiplanos que determina 51 .
la recta, por ejemplo, el (0, 0), y lo sustituimos en la inecuacion. 21
Como este punto verifica la inecuacion, este semiplano sera la i |1 T, 41
solucién de la primera inecuacion. 432 '1 11234 X
Para hallar las soluciones, en la primera inecuacion: 27
=37 2x-y >4
Buscamos dos puntos que verifiquen la ecuacién, por ejemplo, — ¢
[2,0]y ][0, - 4], y dibujamos la recta que pasa por ellos. !
Escogemos un punto de uno de los semiplanos que determina la Y
recta, por ejemplo, el (0, 0), y lo sustituimos en la inecuacion. i
Como este punto no verifica la inecuacion, la solucion de esta . T
sera el otro semiplano. 2T
X+ 2y<2 1'*%\ ¥
La solucién del sistema son los puntos que pertenecen a los dos 4:‘ 3 2 1 12} 4 x
semiplanos solucion. AT T L
L 2+ 4 T
Comprobacién 31
™1 2x-y >4
Sustituyamos x e y en las inecuaciones por las coordenadas de puntos -4 (
de la regidn solucion, y veremos que verifican las desigualdades. ‘
S
E ® Trabajo individual
ar
3 . . , . . .
s Las soluciones de estos sistemas seran las 1. Una biblioteca tiene un presupuesto de $600
2 intersecciones entre los semiplanos solucion para adquirir ejemplares de dos nuevas no-
& de las inecuaciones con dos incégnitas que velas que se han editado. Cada ejemplar
£ los constituyen. de la primera cuesta $25 y cada ejemplar
g de la segunda, $30. ;Cuantos ejemplares
S de cada novela podra adquirir? Resuelva el
v . .
3 problema en forma de sistema de inecua-
2 ciones, represéntelo graficamente y escriba

algunas soluciones enteras.
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2. Funciones cuadrdticas
2.1. Caracteristicas de las funciones cuadraticas

D.C.D. M.4.1.57. Definir y reconocer una funcion cuadratica de manera algebraica y grafica, determinando sus caracteristicas:

dominio, recorrido, monotonia, maximos, minimos, paridad.

Funcién cuadratica y ecuacién de
segundo grado

Expondremos la nocion de las ecuaciones
de segundo grado o funciones cuadraticas.
En general diremos que:

Una es aquella
que tiene por expresion algebraica.
y=ax?+bx +c (@a#0)

Su grafica es una parabola cuyas caracte-
risticas son:

Es simétrica respecto de un eje, una
recta paralela al eje OY que pasa por su
vértice.

Las ramas de la parabola estan orientadas
hacia arriba y su vértice es el punto cuya
abscisa es el minimo absoluto, sia > 0.

Las ramas de la parabola estan orientadas
hacia abajo y su vértice es el punto cuya
abscisa es el maximo absoluto, sia < 0.

El dominio de la funcidn cuadratica es la
recta real.

La funcion es continua en todo su dominio.

El recorrido o rango de la funcién va des-
de su vértice hasta el infinito sia > 0, o
desde el infinito negativo hasta el vértice
sia<0.

La representacion grafica de estas funcio-
nes es una curva que recibe el nombre de
parabola.

Para dibujar la parabola que representa una
ecuacion cuadratica, es util seguir este pro-
cedimiento:

Orientacion de las ramas: Si, a > 0, se
abre hacia arriba; y, si a < 0, se abre
hacia abajo.

Eje de simetria: Es larecta x = - %.
Vértice: El valor de su abscisa viene
dado por la ecuacion del eje x = - ZL; .

Una vez que tenemos el valor de la abscisa,
sustituimos este en la ecuacion de la para-
bola y obtenemos el valor de la ordenada
del vértice.

10+

Puntos de interseccion con los ejes
Eje OY, (0, c): Lo obtenemos para x = 0.

Eje OX, (x, 0): Lo obtenemos paray = 0 al
resolver la ecuacion ax? + bx + c=0.

Si igualamos a 0 una funcién cuadratica, ob-
tenemos una ecuacion de segundo grado.

Hemos visto que las raices o soluciones de
dicha ecuacion coinciden con los puntos de
corte de la parabola que describe la funcion
cuadratica con el eje OX.

Esto nos proporciona un método grafico de
resolucion de ecuaciones de segundo gra-
do, representando la parabola correspon-
diente y observando si corta al eje OX o0 no.
Los valores donde se corta el grafico con el
eje x son las raices de la ecuacién de se-
gundo grado.
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Ahora analizaremos tres casos de distintas
parabolas con su respectiva monotonia.

1. La parabola no corta al eje OX.

y =x*43

La ecuacién de segundo grado y = x°+3
no tiene solucion.

Es simétrica respecto de un eje, es la
recta x = 0 paralela al eje OY que pasa
por su vértice.

Las ramas de la parabola estan orienta-
das hacia arriba y su vértice es el punto
cuya abscisa es el minimo absoluto .

El dominio de la funcidn cuadratica es la
recta real.

La funcion es continua en todo su dominio.

El recorrido o rango de la funcién seria
(3,400).

La parabola cumple el criterio de pari-
dad f(—x)=-f (x) para todo su dominio.

O° Desde la Ciencia

El movimiento parabdlico gobierna sobre to-
dos los objetos lanzados dentro del campo de
gravedad de la Tierra.

Basicamente, en el campo del deporte, po-
dremos notar los movimientos parabdlicos,
por ejemplo, un jugador de futbol realiza un
pase de largo.

2. La parabola corta el eje OX en un punto

y =x*-10x + 25

w +
~ 4
o -
o+
~ 4
o 4+
o 4+
>

La ecuacién de segundo grado y = x*-
10x + 25 solo tiene una solucion: x = 5.

Es simétrica respecto de un eje, es la
recta paralela al eje OY que pasa por
su vértice.

Las ramas de la parabola estan orienta-
das hacia arriba y su vértice es el punto
cuya abscisa es el minimo absoluto (5,0).

El dominio de la funcidn cuadratica es la
recta real.

La funcion es continua en todo su dominio.

El recorrido o rango de la funcion seria
(3,400).

La parabola no cumple el criterio de pari-
dad f(-x)=-f(x) para todo su dominio.

3. La parabola corta el eje OX en dos puntos.

y=-x*+4

SR

|
5432441 123 45 X




Representamos la grafica de la funcion cuadratica cuya expresion algebraica
esy=x*—4x—12.
Los coeficientes de la funcion de segundo gradoson:a=1,b=—4yc=—-12,

+ Orientacion de las ramas: a = 1 > 0, las ramas de la parabola estan
orientadas hacia arriba.

« Vértice: Una vez tenemos el valor de su abscisa x = 2, dada por la ecuacion
del eje de simetria, lo sustituimos en la ecuacién de la parabola y obtenemos -
el valor de la ordenada: y = x* — 4 x — 12.
=22-4.2-12=-16

Por tanto, las coordenadas del vértice son: (2, —16).

* Puntos de corte

Con el eje OY: Tomando x = 0 en la ecuacion de la parabola, tenemos que:
y = —12. Luego, el punto de corte con el eje OY es (0, —12).

Con el eje OX: Considerando y = 0, y resolviendo la ecuacion x? — 4 x — 12
= 0, tenemos que

X = 6y x = —2. Luego, los puntos de corte con OX son (6,0) y (=2, 0).
Situamos el vértice y los puntos de corte y, a partir de ellos, podemos representar la grafica.

ERf=—+#x)
Posee estas caracteristicas:
El dominio de la funcion cuadratica es la recta real.
La funcion es continua en todo su dominio. ol
El recorrido o rango de la funcion seria (—16, +). 41

La parabola no cumple el criterio de paridad f(—x) = —f(x) para todo
su dominio. << —>

Representamos la grafica y principales caracteristicas de monotonia de
la funcion cuadratica cuya representacion algebraica es y = x* + 2x — 3. s

Trabajando la funcién algebraicamente tenemos:
Los coeficientes de la funcién de segundo gradoson:a=1,b=2yc=-3.
Orientacion de las ramas: a=1 > 0, las ramas de la parabola estan orientadas hacia arriba.
b 2

Eje de simetria: y=— a1 —1, luego es larecta x=—1.

Vértice: Una vez tenemos el valor de su abscisa x = —1, dada por la ecuacioén del eje de simetria,
lo sustituimos en la ecuacion de la parabola y obtenemos el valor de la ordenada: y = x? + 2x — 3.

=(-1)2?+2-(-1)-3=1-2-3=—4
Por tanto, las coordenadas del vértice son: (=1, —4).

Situamos el vértice y los puntos de corte x =—3 y x =1, a partir de ellos, podemos representar la
gréfica, las caracteristicas de monotonia las analiza el lector.

i Trabajo individual

1. Representar la grafica y principales caracteristicas de monotonia de estas funciones cuadraticas cuya
representacion algebraica es:

fx)=x*+3 g (®)=-x*-5 h(xX)=x*-7x+6

Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

107 ||



Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

| 108

2.2. Completacion de cuadrados

D.C.D. M.4.1.59. Resolver la ecuacién de segundo grado con una incégnita de manera analitica (por factoreo, completacion de

cuadrados, féormula binomial) en la solucién de problemas.

Para poder resolver ecuaciones de segundo
grado con una incognita de manera analiti-
ca, podemos emplear algunos métodos de
resolucién, entre ellos tenemos la factoriza-
cion, completacion de cuadrados y férmula
binomial. En esta seccién nos centraremos
en la completacion de cuadrados.

El método de completar el cuadrado es uti-
lizado cuando tenemos una ecuacion que
es dificil o imposible de factorizar. Lo que
hace la completacion de cuadrados es con-
vertir un polinomio en un trinomio cuadrado
perfecto, el mismo que seria mas facil de
graficar y resolver.

Para completar el cuadrado partimos de la
estrategia de ir creando un cuadrado, es
decir tomamos algo que probablemente no
sea un cuadrado y, a partir de eso, conver-
tirlo en uno. Es decir, transformamos prime-
ro en un trinomio cuadrado perfecto, con el
fin de «completar» la ecuacién para crear
un cuadrado de binomio y, de esa manera,
poder despejar la incognita X y obtener las
raices o soluciones de la ecuacion.

Siguiendo con el método expresado de la
ecuacion x*> + bx + ¢ = 0, la misma que, si
enviamos al término c al lado derecho de la
ecuacion, nos quedaria como x* + bx = —c.

Entonces, a partir de ese principio, al lado
izquierdo de la expresion x* + bx = —cle esta
faltando un término para poder completar el
trinomio cuadrado perfecto. El término fal-
tante debe cumplir el requisito al extraer la
raiz al primer y tercer términos. El producto
de los dos términos obtenidos multiplicado
por 2 nos da el trinomio cuadrado perfecto.

Para que cumpla el requisito expuesto, el
término deberemos dividir para 2 y elevar-

N2
lo al cuadrado, es decir {3]. Resolviendo el

2

cuadrado obtendriamos %.

Siguiendo con el esquema de la explica-

cion, podemos tener cualquier expresion y
completar el cuadrado que falta para la re-
solucion. Graficamente vamos a ilustrar la
expresion x? + bx, representada por un rec-
tangulo cuyo lado menor tiene de medida x
y el lado mayor es igual a x + b. Obtenemos
este gréfico:

X b

X X? %X %X X

b/2 b/2

La expresidon x* + bx claramente expresada
en la pagina anterior no representa un cua-
drado perfecto, mas bien corresponde a un
rectangulo, la estrategia de completar el trino-
mio cuadrado perfecto parte de ese grafico.

Reubicamos o cambiamos de posicion cada
parte del rectangulo de modo que se logre
realizar un cuadrado perfecto; entonces,
obtenemos este grafico:

X | b/2
X X2 i b
2
- p——
b/2 %x %

Los rectangulos de la figura de la pagina
anterior ahora forman un cuadrado mas un
cuadrado adicional de color rojo para que
sea un cuadrado perfecto, ese correspon-

2
deria al cuadrado cuya area es [%] Por lo

tanto, hemos completado el cuadrado.
2
Al sumar (%J al binomio original planteado

x? + bx, hemos creado un cuadrado con lados

b
X+2



Hay que tomar en cuenta que al area del cua-
drado que hemos creado la podemos expre-
sar como la suma de todas las areas obteni-
das de sus cuadrados interiores. Asi tenemos:

2 2
:X2+£X+£X+[£] =x2+bx+[ﬁ]

2 2 2 2

— 2 b (b _[ b_]z

=X +2[2XJ+[2] —x+2

Ahora apliquemos a un ejemplo practico la
completacion de cuadrados.

Dada la funcion cuadratica, encontremos
las raices de la ecuacion, la grafica y las
caracteristicas principales:

f=x*-1+1

Como el ejemplo nos pide las raices de la
ecuacion, lo que nos esta pidiendo no es
otra cosa que las intersecciones con eje X,
donde la grafica cruza con el eje X. Esto es
el valor de ypara cualquier punto en el eje X
sea cero. Entonces, lo que debemos hacer
es igualar la funcién a cero f(x) = 0.

fx)=0
xX*—4x+1=0
Ahora, procedemos a reescribir la ecuacion
de lado izquierdo de modo que obtenga la

forma x? + bx, para proceder a prepararla
para completar el cuadrado.

Xt —4x=-1
Como lo demostramos anteriormente, lo
gue vamos a sumar para czompletar el cua-
., b
drado es la expresion 7]. Como se trata

de una ecuacion por criterio de igualdad, lo
que hacemos de un lado de la expresion,
también debemos hacer al otro lado de la
expresion. Entonces nos quedaria:
el
X — 4x +[2 =-1+ >

Conocemos que el valor de b de la expre-
sion es igual a —4, por lo que nos resulta:

2 izz— iz
X 4x+[2] lx+[2]
xX*—4x +4=-1+4
X*—4x +4=3

Factorizamos el lado izquierdo de la ecua-
cion como un binomio elevado al cuadrado.

(x—2)*=3

A partir de esta igualdad, despejamos la va-
riable x. Para eso, debemos sacar la raiz
cuadrada de ambos lados. Trabajamos con
las dos raices: la positiva y la negativa

x—2=vV3 0o x-2=—+3

X1=2+\/3_ X2=2—\/§
VG2 =3
x—2=13

Hemos encontrado las raices de la funcion
cuadratica por medio de completacion de
cuadrados. A su vez, estas raices son solu-
cion de la ecuacion. Ahora debemos graficar
y encontrar las caracteristicas principales.

Para graficar, debemos encontrar el vértice
de la funcion y su concavidad; asi, el valor
de , por lo que le hace cdoncava hacia arri-
ba. Su vértice seria:

SIf(x)=x*—4X+1

Encontramos la coordenada del vértice Y
evaluando el vértice de coordenada en X en

la respectiva funcion, es decir: V, = f — [%].

Asi, tenemos:
f@R)=@2)y-4@2)+1
=4-8+1
=-5

Entonces, su vértice seria: V: (2, -5).
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La grafica con toda la informacion obtenida es:

A De acuerdo con la
°T grafica, tenemos
6T que su dominio y
A|- rango respectiva-
mente serian:

domf=R
rgf=(—5+ooJ

\ 4

En el ejemplo anterior trabajamos con una
ecuacion cuyo coeficiente en el término cua-
dratico es la unidad. El proceso es similar
cuando trabajamos con un numero distinto
de la 1. Debemos tener en cuenta que hay
que dividir a toda la ecuacion para este ter-
mino antes de completar el cuadrado. Traba-
jaremos un ejemplo para mejor explicacion:

Dada la funcidon cuadratica, encontremos
las raices de la ecuacion, la grafica y las
caracteristicas principales:

fx)=2x*+12x— 16

Tomando en cuenta que se trata de un coe-
ficiente del término cuadratico, procedemos
a dividir para dicho término la ecuacion.

(2x* + 12x — 16 = 0)
2
2(x*+6x—8=0)
2
x*+6x—8=0

Ahora procedemos a reescribir la ecuacién
de lado izquierdo de modo que obtenga la
forma x? + bx, para proceder a prepararla
para completar el cuadrado.

x>+ 6x=8

El término para completar el cuadrado seria:
b a2
[2f=32=09
Sumamos a ambos lados de la ecuacion el
valor a completar.

x*+6x+(3)’=8+9

Escribimos el lado izquierdo como un bino-
mio cuadrado y tenemos:

x+3):=17

Sacamos las raices cuadradas tomando en
cuenta las alternativas positivas y negativas:

VGFI =TT
Xx+3=+V17
x+3=v17 o x+3=-V17
x1=—2+\/ﬁ0 x2=—2—\/ﬁ

Una vez que encontramos las raices, pro-
cedemos a graficar la funcién, tomando en
cuenta su vértice y concavidad, asi el valor
de porlo que le hace céncava hacia arriba.
Su vértice seria:

Sif(x)=2x* + 12X — 16

b
VX_ —m
a=2,b=12,c=—-16
_ 12 _
X _TZ)__

Encontramos la coordenada del vértice Y
evaluando el vértice de coordenada en X en

la respectiva funcion, es decir: Vy =f [— %J
Asi, tenemos:
f(=3)=2(-3)*+12(-3)—-16
=2(9)—36—16
=38

Entonces, su vértice seria: V: (=3, —38).

La grafica con toda la )
informacion obtenida
es:

10

A
\4

De acuerdo con la 0| o 10
grafica tenemos que
su dominio y rango
respectivamente se-
rian:

-10
-20

-30

domf=R
rg f ={—38, + oo]




Dada la funcion cuadratica, hallemos las
raices de la ecuacion, la grafica y las carac-
teristicas principales:

f(xX)=2x*—8x+2

Tomando en cuenta de que se trata de un
coeficiente del término cuadratico, procede-
mos a dividir para dicho término la ecuacion.

(2x*—8x+2=0)
2
2(x*—4x+1=0)
2
XX —4x+1=0

Ahora procedemos a reescribir la ecuacién
del lado izquierdo, de modo que obtenga la
forma x?+ bx, para proceder a prepararla
para completar el cuadrado.

Xt —4x =—1

El término para completar el cuadrado seria:

4 50 _
[ﬂ—z =4

Sumamos a ambos lados de la ecuacion el
valor a completar.

X*—4x+ (2)’=-1+4

Escribimos el lado izquierdo como un bino-
mio cuadrado y tenemos:

(x—2)=3

Sacamos las raices cuadradas tomando en
cuenta las alternativas positivas y negativas:

V{x-272=v3
Xx—2=+V3
x—2=V3 0 x—-2=—3
X1=—2+\/§0 X2=—2—\/§

Una vez que encontramos las raices, pro-
cedemos a graficar la funcién, tomando en
cuenta su vértice y concavidad, asi, el valor
de a> 0, por lo que le hace céncava hacia
arriba. Su vértice seria:

Sif(x)=2x*—8X+2
b

V= —

X 2(a)
a=2,b=-8,c=2
__—8
v, 2 2

La coordenada del vértice Y la encontramos
evaluando el vértice de coordenada en X en

la respectiva funcion, es decir: Vy =f [— %J
Asi, tenemos:
f(2)=2(2)2—8(2) + 2
=2(4)—16+2
=—6
Entonces su vértice seria: V: (2, —6).
La grafica con toda la informacion obtenida es:

De acuerdo con la
grafica  tenemos

que su dominio y
rango respectiva-
mente seria.

domf=R +
rg f = P6, + 00]

Dada la funcion cuadratica, hallemos las
raices de la ecuacion, la grafica y las carac-
teristicas principales:

fx)=—-2x*—4x—-1

Tomando en cuenta de que se trata de un
coeficiente del término cuadratico, procede-
mos a dividir para dicho término la ecuacion.

(—2x*—4x—-1=0)
2

—4ﬁ+a+%:@
2

X2+ 2x + %: 0
Ahora procedemos a reescribir la ecuacion
de lado izquierdo de modo que obtenga la
forma x* + bx, para proceder a prepararla
para completar el cuadrado.

Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

201 |}



Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

| 202

1
2+ —_—

El término para completar el cuadrado seria:

2% 42 _
(7]—1-1

Sumamos a ambos lados de la ecuacion el
valor a completar.

X2—4X+(1)2=—%+1

Escribimos el lado izquierdo como un bino-
mio cuadrado y tenemos:

(x—1)2=—

Sacamos las raices cuadradas tomando en
cuenta las alternativas positivas y negativas:

Ve-ir= 4
X— =i%

x—1= 2 0O X 2= 2
X1 1_'_7 0 Xz 1_7

Una vez que encontramos las raices pro-
cedemos a graficar la funcién, tomando en
cuenta su vértice y concavidad, asi el valor
de , por lo que le hace concava hacia aba-
jo. Su vértice seria:

Sif(x)=—-2x*—4X-1

b
V= -——2_
2@
a=—2,b=—4,c=-1
—4
V = — ——
g 2(=2)

Encontramos la coordenada del vértice Y eva-
luando el vértice de coordenada en X en la

respectiva funcion, es decir: Vy =f {_ Tb]
a

Asi, tenemos:
f@R)==-2(-1)*-4(-D -1
=—2(1)+4-1
=1
Entonces su vértice seria: V: (-1, 1).
La grafica con toda la informacion obtenida es:

A De acuerdo con la gra-
fica tenemos que su
dominio y rango res-
pectivamente serian:

A
Y

domf=R
I'ng[—OO,lj

‘ Trabajo individual

1. Dada la funcién cuadratica, encuentre las rai-
ces de la ecuacion, la grafica y las caracteris-
ticas principales:

a. f(x)=3x*+ 6x
b. g(x)=-2x*-7+5

2. Halla las coordenadas del vértice, el eje de
simetria y los puntos de corte con los ejes de
coordenadas de las siguientes parabolas sin
representarlas graficamente.

a. y=x*-x
b. y=x*+3
C. y=-x*-2x+6

3. Representa graficamente las siguientes
funciones de segundo grado, e indica, si es
el caso, las soluciones de las ecuaciones de
segundo grado correspondientes.

a. y=-3x*+6x
b. y=x2

c. y=x*+3x+6



2.3. Raices de la funcion cuadrdtica

DCD: M.4.1.60. Aplicar las propiedades de las raices de la ecuaciéon de segundo grado con una incognita para resolver problemas.

Haremos un breve repaso de la funcion
cuadratica, para ello recordaremos que:

Elementos de la parabola

A continuacion, mostraremos como podemos
obtener analiticamente los elementos mas
caracteristicos de la parabola, que resulta de
representar graficamente una funcién cua-
dratica, cuya expresion algebraica es:

y=fx)=ax’+bx+c
Coordenadas del vértice

Observa la figura.

y= ax’+bx+c
y=¢
dr-r-" 7 v(pa)
: ]
0 b b
P="7a a

Los puntos en que la parabolay =ax*+b
x + c corta a la recta y = c, los obtenemos
resolviendo el siguiente sistema.

y=ax’+bx+c
y=¢c

Podemos simplificar: ax? + bx = 0 = x = 0,
b

x=-2,
a

Por simetria, observamos que la abscisa
del vértice es el punto medio p.

e

p= 2 T 2a

Asi pues, la abscisa del vértice, que coinci-

de con la ecuacién del eje de la parabola, es:
x=- 2

2a
Una vez obtenido el valor de la abscisa, lo
sustituimos en la ecuacion de la parabola
para hallar el correspondiente valor de la

ordenada del vértice; q=f <2%1>

Observa, en la siguiente figura, las transfor-
maciones llevadas a cabo para la parabola

y=x*

1

R VY
e » - )

Ecuacion Vértice

1L y=x 0. 0)

2. y=(x—m)’ (m, 0)

3. y=a(x—m)? (m, 0)

4. y=a(x—m)’+n (m, n)
2k Y,
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Puntos de corte con el eje OX

Observa la figura.

Los puntos de corte de la parabola con el
eje OX son los puntos de coordenadas

(%, y) cuando y = 0. Ademas, sabemos que:

_ _ _ _ b+ /b’ -4ac
y=ax’+bx+ c=0=2>x=0x= b t2>; 4ac
Asi, las coordenadas de los puntos de corte
con el eje OX son de la forma (x, 0), en los
que el valor de x viene dado por las solucio-
nes de la ecuacion ax* + bx+ c=0.

Recuerda que si el discriminante (b2 - 4ac)
de la ecuacion de segundo grado es negati-
vo, la ecuacion no tiene solucion vy, por tan-
to, la parabola no corta el eje 0X.

Punto de corte con el eje OY

Observa la figura.

El punto de corte de la parabola con el eje OY
es el punto de coordenadas (x,y) cuando x=0.

x=0-y=a0*+b.0+c=c

Por lo tanto, el punto de corte es el de coor-
denadas (0, ¢).

Encontremos las coordenadas de los puntos de corte con los ejes de la parabola

y=x*+6x-1.

Calculamos los puntos de corte con el eje OX. y=0

x?+ 6 x-1 =0 = aplicando la férmula cuadratica:

(o bVbT-dac_ -6+V36-4-1 (D) _ -6+V36+4

2a 2-1

= '6+T “402 0,16

x,= 0,16

La parabola corta el eje OX en los puntos (0.16,0) y (- 6.16, 0).
Calculamos los puntos de corte con el eje OY.

Cuandox=0-y=-1

La parabola corta el eje OY en el punto (0, -1).



Representacion de la parabola Para hacerlo, observaremos si las ramas de
la parabola estan orientadas hacia arriba o
hacia abajo, obtendremos las coordenadas
del vértice, la ecuacion del eje y, en caso de

Veamos cdmo podemos representar una
parabola a partir de sus elementos carac-
teristicos.

Representemos la grafica de la funcion
cuadratica cuya expresion algebraica es
y=-X2-2.

—Escribimos los coeficientes a, by c:

a=-1,b=0yc=-2
— Observamos la orientacion de las ra-
mas de la parabola: como a =-1 <0,
las ramas de la parabola estan orien-
tadas hacia abajo.

— Calculamos la abscisa del vértice,
que coincide con la ecuacion del eje.

_-b_ 0 _
X—2——2.—(_]>—O

— Sustituimos el valor de la abscisa en

la ecuacion de la parabola para cal-
cular la ordenada del vértice.

y=x2-2=-02-2="-2

Asi pues, las coordenadas del vértice
son: V (0, -2).

Observemos que la recta x = 0 es el eje
OY. Asi, al representar la parabola, he-
mos de tener presente que es simétrica
respecto del eje OY.

Representemos la grafica de la funcién
cuadratica cuya expresion algebraica es
y = x°+ 2x.

— Escribimos los coeficientes a, by c:
a=1,b=2yc=0.

— Calculamos los puntos de corte con el
eje OX que son los de la forma (x, y),
talesquey=0y=0=x*+2x=0& X
=00 x=-2. Asi, la parabola corta el eje
OX en los puntos (0, 0) y (-2, 0).

que corte los ejes, calcularemos las coorde-
nadas de estos puntos de corte.

— Calculamos los puntos de corte con
el eje OX que son los de la forma (x,
y), tales que y =0:

y =0 & -x*-2 =0. El discriminante de
esta ecuacion es b? - 4 ac =-8 < 0; por
lo tanto, la ecuacion no tiene solucion.
Asi, la parabola no corta el eje OX.

— Calculamos el punto de corte con el
eje 0Y, que es el de la forma (x, y) tal
quex=0:x=0=>y=-0%-2=-2. Asi,
este punto es el (0, -2).

Observemos que solo hemos obtenido
el punto (0, -2). Por ello, para represen-
tar la grafica, calculamos las coordena-
das de mas puntos. Basta con calcular
las coordenadas

de puntos de abs- v
cisa positiva, ya . . . o,
que la grafica es

simétrica respecto ]
al eje OY. ]

y=rx’-2
X 1 2 3

y 3 6 - i

— Calculamos el punto de corte con el
eje OY, que es el de la forma (x, y) tal
quex=0x=0=>y=022+2.0=0.

Asi, este punto es el (0, 0). y
Hemos obtenido el eje y 1*
tres puntos de la parabola. |

A partir de estos datos, re- 4
presentamos la grafica. y=-x'-2

Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion



Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

) 206

Tipos de funciones cuadraticas

Segun su expresion algebraica, existen di-
ferentes tipos de funciones cuadraticas.

Una funcién cuadratica es una expresion al-
gebraica de laformay =ax*+ bx+ cdonde
a # 0. Observa la siguiente tabla en la que
se muestran las distintas expresiones alge-
braicas obtenidas a partir de los valores de
los coeficientes a, b y c.

Valores de los coeficientes Expresion algebraica

c=0 y = ax?
b=0

c#0 y=ax’+c

c=0 y=ax’+bx
b#0

c#0 y=ax*+bx+c

Si consideramos diferentes funciones,
como pueden ser:

y=x°
y=x*-4
y=x*-2x
y=x*-2x-3

y las representamos graficamente, obser-
vamos que cada expresion algebraica co-
rresponde a una parabola diferente.

y=x
| I
\ /
y=x2-2X
|
\l4
, /
\ /

—
|_—
—~——

a ‘ a Trabajo colaborativo

1.

Reunete con tus comparieros y resuel-
van el ejercicio.

Queremos enmarcar varias ventanas
cuadradas de diferentes dimensiones. El
material necesario para construir el mar-
co cuesta $ 3/dm.

a. ¢Cuanto costara enmarcar una venta-
na de 1 m de lado? Y una ventana
de 1,5 m de lado?

b. ¢Existe alguna relacion de dependen-
cia entre la longitud del lado y el precio
del marco? ¢ Se trata de una funcion?

a Trabajo individual

1. Clasifica cada una de estas funciones, se-
gun su expresion algebraica, y lleva a cabo
su representacion grafica:

a
b
C.
d

. y=2%*
.y=-x* +3x-5
y=-x*+3
y=3x* +2x



Cuando hablamos de los ceros reales de
una funcion cuadratica f vienen a ser las
soluciones reales en caso que existan, de
la ecuacion f(x)= 0, en donde graficamente
vienen a representar las intersecciones de
la funcidn cuadratica fcon eje x.

Hay que tener en cuenta la importancia que
tienen los ceros en una funcién de una va-
riable real, sobre todo al momento de cons-
truir la grafica una funcion cuadratica. Para
encontrar los ceros, uno de los métodos
mas utilizados es la factorizacion.

Efectuamos la factorizacidon completa de la
funcion f, entonces resolvemos la ecuacion
f(x)=0 en donde localizariamos las intersec-
ciones con el eje x. De manera general es-
tos valores encontrados se denominan cero
o raiz de la funcion cuadratica. Por lo tanto,
los ceros reales de la funcién cuadratica son
las intersecciones de su grafica con el eje X.

Asi, en una funcién cuadratica, en caso de
que existan ceros, son claramente los puntos
de corte de la funcion y a su vez la solucién.

Vamos a encontrar los ceros, la graficay las
caracteristicas principales de esta funcién
cuadratica:

f)=x*—x—2
En primer lugar igualamos la funcién a cero:
fx)=0.

Una vez igualada a cero, procedemos con
la factorizacién y resolucion como si se tra-
tara de una ecuacion cuadratica.

xX*—x—2=0
x-2)x+2)=0
x—=2)=00 (x+1)=0
x=2 0x=-1

Al momento de obtener las raices de la
funcién que a su vez son solucion de la
ecuacion cuadratica, la funcion cumple que
f(x)= 0. Conociendo el vértice de la funcion
y la concavidad podemos esbozar la grafica
y describir las caracteristicas principales.

Asi, el valor de a >0, por lo que es céncava
hacia arriba. Entonces, encontrariamos su
vértice asi:
b
V=——m-
X 2a
Identificamos los respectivos valores de a, b, c.

a=1,b=-1,c=-2
Entonces su vértice en X seria.
b —1 1
V =" — —
X 2a 2 (1) 2
Encontramos la coordenada del vértice Y
evaluando el vértice de coordenada en X en

la respectiva funcion, es decir: v, =f[— 2%]
Asi, tenemos:
A (1)1 _, . _ 1-2-8
M=l =52
-1 _1_ - =9
T4 2 2 4
Entonces, su vértice seria: V:%’_TJ'

Y su grafica con toda la informacion obte-
nida es:

De acuerdo con la grafica presentada, te-
nemos que su dominio y rango respectiva-
mente serian:

domf=R
rg f =[—%+OO]
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Ahora vamos a encontrar los ceros, la gra-
fica y las caracteristicas principales de esta
funcién cuadratica:

f)=—x*+x+2

Siguiendo con el proceso tenemos que
igualar la funcion a cero: f(x)=0.

Con esa condicion procedemos a la resolucion
de la ecuacion cuadratica y la factorizacion.

-x*+x+2=0
(—x*+x+2=0)-(-1)
X¥—=x—2=0

x-2)x+1)=0
x—=2)=0 0o x+1)=0
x=2 0 x=-1

Conocemos las raices de la funcién y son
solucién de la ecuacion cuadratica, la fun-
cion cumple que f(x)=0. Conociendo el vér-
tice de la funcion y la concavidad podemos
esbozar la grafica y describir las caracteris-
ticas principales.

Asi, el valor de , por lo que es céncava
hacia abajo. Entonces, encontrariamos su
vértice asi:

b

X 2a
Identificamos los respectivos valores de a, b, c.

a=—1,b=1,c=2
Entonces su vértice en X seria.
b 1 1
V = — = — = —
X 2a 2(-1) 2
Encontramos la coordenada del vértice Y
evaluando el vértice de coordenada en X en

la respectiva funcion, es decir: v, =f[_ %]
Asi, tenemos:

1) _ (1Y, 1 _ —1+2+8
G+ ==
1.1 _9
=5 +t5+2 T

Entonces, su vértice seria: V:[

N

B
"4

Y su grafica con toda la informacion obte-
nida es:

De acuerdo con
31 la grafica presen-
2.} tada, tenemos
que su dominio y
rango respectiva-

3 2 Aol 1 2 3 mente serian:
-1+
Ll domf=R
_[ 9
2 o/ -F ]
Ejemplo

Encontremos los ceros, la grafica, y las
caracteristicas principales de esta funcion
cuadratica:

f(x)=—-3x*+ 6X

Siguiendo con el proceso, tenemos que
igualar la funcién a cero: f(x)=0.

Con esa condicién procedemos a la resolucion
de la ecuacion cuadratica y la factorizacion.

—3x*+6x=0
(=3x*+6x=0)-(-1)
3 —6=0
3x(x—2)=0
3x=0 0o (x-2)=0
x=0 o x=2

Conocemos las raices de la funcién y son
solucién de la ecuacion cuadratica, la fun-
cion cumple que f(x)=0. Conociendo el vér-
tice de la funcién y la concavidad, podemos
esbozar la grafica y describir las caracteris-
ticas principales.

Asi, el valor de a < 0, por lo que es concava
hacia abajo. Entonces, encontrariamos su
vértice asi:

Identificamos los respectivos valores de a, b, c.

a=—3,b=6, c=0



Entonces, su vértice en X seria.

o 2(-3)
Encontramos la coordenada del vértice Y
evaluando el vértice de coordenada en X en

la respectiva funcion, es decir: y =f[ ]
y

b
2a
Asi, tenemos:

FH=-32+6m)

=-3+6
=-24+6
=3
Entonces su vértice se-
ria: V:(1, 3). 34
Y su grafica con toda la 2T
informacion obtenida es: 1
De acuerdo con la gréfi- Tol 1 3
ca presentada, tenemos I+
que su dominio y rango bl
respectivamente serian. Is|
domf=R
41
rg f=(-23)

Ahora vamos a revisar casos en los que la
funcidn cuadratica no tiene ceros, esto sig-
nifica que la ecuacién cuadratica no tiene
solucion real.

Encontremos los ceros en caso que la fun-
cion tenga la gréafica y las caracteristicas
principales de esta funcion cuadratica:

f)=x*+2

Siguiendo con el proceso, tenemos que
igualar la funcion a cero: f(x)=0.

Con esa condicion, procedemos a la resolucion
de la ecuacioén cuadratica y la factorizacion.

V=+v-2
x=+V=2

De acuerdo con la resolucién de la ecua-
cion cuadratica, nos podemos dar cuenta
de que no tiene solucién real y no estaria
dentro de nuestro campo de estudio que
son los numeros reales. Esta condicidon que
no tenga solucion real no impide que se

X*+2=0

Xt=-2

pueda realizar la grafica de la funcion cua-
dratica. Procedemos a encontrar el vértice y
la concavidad para poder esbozar la grafica
y describir las caracteristicas principales.

Asi, el valor de a >0, por lo que es concava
hacia arriba. Entonces, encontrariamos su
vértice asi:

b

X 2a
Identificamos los respectivos valores de a, b, c.

a=1,b=0,c=2
Entonces, su vértice en X seria.
x 2a

Encontramos la coordenada del vértice Y
evaluando el vértice de coordenada en X en

la respectiva funcion, es decir: Vy = fl_ ZL]
a

Asi, tenemos:
f(0)=(0)*+2
=0+2
=2

Entonces, su vértice seria V: (0,2)

Y su grafica con

toda la informacién 2T

obtenida es: T
8,,

De acuerdo con la 6+

grafica presenta- al

da, tenemos que 2

sudominioyrango 5 L%

respectivamente T

serian: |

domf=R
rg f =[2, + 00]

‘ Trabajo individual

1. Encuentre los ceros en caso de que la funcion
tenga la gréfica, y las caracteristicas principa-
les de estas funciones cuadraticas.

fX)=x*+3
9(9=%-5

hXx)=x*-7x+6
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2.4 Aplicaciones de las funciones cuadrdticas

D.C.D. M.4.1.61. Resolver (con apoyo de las TIC) y plantear problemas con enunciados que involucren modelos con funciones cua-
draticas, e interpretar y juzgar la validez de las soluciones obtenidas dentro del contexto del problema.

Resoluciéon de ecuaciones de se-
gundo grado utilizando las TIC

Vamos a ver como utilizar una hoja de cal-
culo para resolver ecuaciones de segundo

grado, en el caso de que exista solucion.

Abrimos una hoja de célculo nueva. En ella
vamos a escribir los comandos necesarios
para resolver la ecuacion de segundo grado
7x% 4+ 12x-4=0.

_ B
1 |ECUACIONES DE 2° GRADO

2 7x*+12x-4=0
a= 7
b= 12
c= -4

Discriminante = 256
¢Tiene solucién? Sl

xl= 0,29
X2= -2

6
7
8
9
10 |SOLUCIONES
11
12

Escribimos en las primeras celdas los rotu-
los para el nombre de la hoja de calculo, la
ecuacion a resolver...

En las celdas B3, B4 y B5 introducimos, res-
pectivamente, los valores de los coeficien-
tes a, by cde la ecuacién de segundo grado.

En la celda B7 escribiremos la formula que
nos da el discriminante, A = b?- 4. a. c. Re-
cordemos que una ecuacion de segundo
grado tendra solucion unicamente si el dis-
criminante es mayor o igual que cero. La
férmula que debemos introducir en la celda
€S: =B42-4-B3 - B5.

Para saber si la ecuacion tiene solucién es-
cribiremos en la celda B8 una férmula que
devolvera el valor «SI» si se cumple la con-
dicién B7 = 0 y el valor «<NO» en caso con-
trario.

= SI(B7 > = 0; "SI"; "NO")

Alas soluciones de una ecuacién de segun-
do grado las podemos calcular mediante la
férmula general:

_-b+x+Vb?-4ac
B 2a

X

Escribiremos en las celdas B11 y B12 las
expresiones correspondientes al signo + vy

al signo — respectivamente, y recordaremos
que ya hemos calculado el discriminante en
la celda B7.

(- B4-RAIZ (B7))
Celda B11: = BE

(- B4+ RAIZ (B7))
Celda B12 : = 5 B3

Ya tenemos una hoja de célculo para resol-
ver ecuaciones de segundo grado. Opera-
remos con ella introduciendo los coeficien-
tes de la ecuacion en las celdas de entrada.
Si existe solucion, se nos mostrara en las
celdas de resultado.

(@) Mundo Digital

1. Investiga datos numeéricos sobre el puente
Golden Gate cuyos cables tierne forma de
una parabola.

2. Responde: ;Cual es la altura de los ca-
bles a una distancia de 1 000 pies del cen-
tro del puente?

3. realiza un esquema con los datos que
investigates. Coloca el origen de los ejes
cartesianos en el vértice para que utilices
como ecuacion de segundo grado y = ax?;
a>0.




Resolucion de problemas

El procedimiento para resolver problemas
mediante una ecuacién de segundo grado es
muy parecido al utilizado para resolver proble-
mas mediante una ecuacion de primer grado
con una incognita o un sistema de ecuacio-
nes de primer grado con dos incognitas.

La base de un rectangulo mide 12 cm
mas que su altura y su area es de 405
cm?. ¢ Cuanto mide el perimetro del
rectangulo?

1. Lectura atenta del enunciado: Vol-
vemos a leer el problema e inter-
pretamos el enunciado.

2. Eleccion de la incégnita: Represen-
tamos por X Ia altura del rectangulo.

x+ 12

3. Planteamiento de la ecuacion

Datos: Area del

405 cm?.

Condicién: La base del rectangu-
lo mide 12 cm mas que su altura.

rectangulo:

Traduccidén: Base del rectangulo:
x +12.

Area del rectangulo: (x +12) - x.

El area del rectangulo es de
405 cm?: (x + 12) - x =405.

° T
a Trabajo individual

Cuando calculamos ecuaciones de segun-
do grado, debemos prestar especial aten-
cion al analisis de las soluciones, ya que
algunas de ellas, a pesar de ser solucion de
la ecuacién, no lo son del problema.

Fijémonos en el siguiente ejemplo.

4. Resolucion de la ecuacion

(x+12) -x =405

x? 4+ 12x = 405

x2+ 12x-405=0

X=-124_r\/ 122-4-1- (-405)

21
.12 /T44 + 1620 _ -12 4/ 1764
2 2
12442 _ o
_-12+42 2
2 Y -122- 42 _ .

5. Respuesta

Como x representa la altura del rectan-
gulo, tomara valores positivos, por lo
que la solucion negativa no es valida.
Asi, la altura del rectangulo es 15 cm y
su base:

15+ 12 =27 cm

Por lo tanto, el perimetro del rectan-
gulo es:

P=2-274+2-15=84cm
6. Comprobacion

Como la altura del rectangulo es 15
cm Yy su base 27 cm, se cumple que:
27 - 15 = 405 cm?.

1. Calcula las dimensiones de un rectangulo de 24 m? de area sabiendo que su perimetro es 20 m.

2. Calcula los lados de un rectangulo que tiene una diagonal de 5 cm y un perimetro de 14 cm.

3. El cateto mayor de un tridngulo rectangulo es 2 cm mas corto que la hipotenusa y esta mide 4 cm mas
que el cateto menor. ¢ Cuanto miden los lados del triangulo?

4. La base de un rectangulo es 2 m mayor que la altura. Si a la base le aumentamos 1 my a la altura 2
m, resulta otro rectangulo cuya area es 24 m? mayor que el primero. Calcula las dimensiones de este.

5. La suma de la base con la altura de un triangulo es 30 m y el area del triangulo es 112 m? Calcula la

base y la altura del triangulo.
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El ndmero de ciervos de una manada
aumenta en cinco cada afo. La nove-
na parte del cuadrado del numero de
ciervos que habia hace un afio coinci-
de con el numero de ciervos que ha-
bra dentro de un afio. ;Cuantos cier-
vos hay en la actualidad?

1. Lectura atenta del enunciado: Lee-
mos de nuevo el enunciado y lo ex-
presamos con otras palabras.

2. Eleccion de la incognita

3. Representamos por x el numero de
ciervos que hay actualmente.

Planteamiento de la ecuacion

Traducimos al lenguaje algebraico las
condiciones del enunciado.

» Numero de ciervos en la actualidad: x

* Numero de ciervos el afo anterior:
x-5

* Numero de ciervos el aflo proximo:
x+5

* La novena parte del cuadrado del
numero de ciervos que habia hace
un afo coincide con el numero de
ciervos que habra dentro de un afio:

_c)2
L952=X+5

a a a Trabajo colaborativo

24 .Halla las longitudes de los tres lados de un
triangulo rectangulo si el lado menor mide 4
cm menos que el mediano y este 4 cm me-
nos que el mayor.

25.El producto de un numero natural por su con-
secutivo es igual a seis veces su suma mas
seis. ;Cual es este numero?

26.La diferencia entre el cuadrado de un nimero
y el numero 2 es 14. Determina de qué numero
se trata.

27.0btén la medida de la base de un triangulo
cuya altura excede en 2 cm a su base, si su
area es de 84 cm?.

4. Resolucion de la ecuacion

(x-5)? =9x + 45-x*-10x+ 25-9x-45=0
->x?-19%x-20=0

19 19°-4-1-(-20) _ 19£V361+80

2-1 2
19 + 21
/—zzo
194441 19+21 2
2 2 ~_ 19-21
=
Respuesta

Como x representa el numero de ciervos,
no puede tomar el valor negativo. Por lo
tanto, la unica solucion valida para el nu-
mero de ciervos es 20.

Comprobacion
Se cumple que:

(20 - 5)?
9
152
9
225 =225

=20+5

=25

28. Calcula el lado de un cuadrado cuya diago-
nal mide 10 cm.

29.La suma de un numero y el cuadrado de su
anterior da 7. ;De qué numero se trata?

30.Siaumentamos en 3 cm el lado de un cuadra-
do, su area aumenta 21 cm?. ; Cuanto mide el
perimetro del cuadrado?

31.Al dividir 256 para un numero natural, obte-
nemos un cociente dos unidades mayor que
el divisor y el resto igual a 1. 4 Por qué nume-
ro hemos dividido 2567



Indicadores de evaluacion

Utiliza las TIC para graficar funciones lineales, cuadraticas y potencia (n=1, 2, 3), analizar las caracteristicas
geomeétricas de la funcién lineal (pendiente e intersecciones), funcién potencia (monotonia) y de la funcién cua-
dratica (dominio, recorrido, monotonia, maximos, minimo, paridad); reconoce cuando un problema puede ser
modelado utilizando una funcién lineal o cuadratica, lo resuelve y plantea otros similares. (J.1., 1.4.)

Plantea y resuelve problemas que involucren sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, ecuacio-
nes de segundo grado y la aplicacion de las propiedades de las raices de la ecuacion de segundo grado, juzga
la validez de las soluciones obtenidas en el contexto del problema. (1.4, J.2.)

La siguiente corresponde a la grafica de la
funcion f(x). El valor de f (=1 + f(1)+ f(2)
es:

a
b.
c
d

w N = o

La ecuacion del eje de simetria de la funcion
cuadraticay — x*—2x -3 es:

a.x=3
b. x=1
c. x=-2
d. x=-3

Los ceros de la funcion polindmica y — 6x*+
13x —15 son:

a. 13y-15

b. y3

Autoevaluacion

Resuelvo problemas mediante la elaboracion de modelos
matematicos sencillos como funciones. (J.2., .4.)

c. -3y >
6

d. -3y®0
Vs

Por alquilar un automovil cobran $ 100 diarios
mas $ 0,30 por kilémetro recorrido. Si en un dia
se ha recorrido un total de 300 km, ¢cual es el
valor que se debe pagar?

a. $90
b. $100
c. $130
d. $190

Encuentra el valor de k en la expresion
x2+ (k + 2x) x + 2k — 0 para que tenga dos
raices reales iguales.

a. -2
b. -4
c. 2
d. 4

El vértice de la parabola corresponde
f(x) =x2— 8x + 5 al par ordenado:

a. (4,11)
b. (4,-11)
c. (-8,5)
d. (8,5)

Defino funciones elementales (funcion real, funciéon cuadra-
tica), reconozco sus representaciones, propiedades y for-
mulas algebraicas, analizo la importancia de ejes, unidades,
dominio y escalas, y resuelvo problemas que pueden ser
modelados a través de funciones elementales. (J.1., 1.4.)
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Unidad 8 Geometria y medida

Para empezar ' '

é ¢
+ ;Qué tipos de figuras Objetivo Introduccion
geométricas visualiza en : : :
el mural de la fotografia? Reconocer las relaciones que En esta unidad estudiaremos los con-
existen entre las lineas y pun- ceptos de congruencia y semejanza de
+ ¢Cual es la figura geome- tos notables de un triangulo figuras planas. Trataremos temas de
trica predominante? para lograr el trazo, ubicacion geometria como los angulos, su clasi-
_ . y comprension de la funcién de ficacion y operaciones; los triangulos,
* ¢En qué dimensiones es- los mismos en la geometria y en clasificacion e identificacién de puntos y
tima que se encuentran la situaciones del entorno. rectas notables.

mayoria de ellas?

Contenidos

1. Poligonos 3. Cuerpos geométricos

1.1. Problemas de perimetros y areasFraccio- 3.1. Poliedros

nes a decimales .
3.2. Poliedros regulares

1.2. Aplicaciones de puntos notables y rectas 33 Prismas

Relaciones trigonométricas 3.4. Piramides
2.1. Relaciones trigonométricas basicas 3.5. Cuerpos de revolucion

2.2. Aplicaciones del Teorema de Pitagoras 3.6
Multiplicacion o

Areas de cuerpos geométricos

. . s .7. Volumenes de cuerpos geométricos
2.3. Circunferencia goniométrica 3 ol Pos g

2.4. Propiedades y relaciones de las razones
trigonométricas




1. Poligonos

M.4.2.10. Aplicar criterios de semejanza para reconocer triangulos rectangulos semejantes y resolver problemas.

Un poligono es una figura geométrica pla-
na compuesta por un numero finito de seg-
mentos rectos que encierran una region en
el plano.

Clasificacion

Segun el numero de lados

tres lados cuatro lados
Triangulo Cuadrilatero
diez lados doce lados

Decagono Dodecagono

Segun sus angulos

Un poligono es Un poligono es

si tiene si alguno
todos sus angulos ~ de sus angulos es
convexos. concavo.

Areas de poligonos semejantes

Recordemos que dos poligonos del mismo
numero de lados son semejantes si tienen
sus angulos iguales y sus lados correspon-
dientes proporcionales.

Fijémonos en los triangulos QRS y Q'R'S’ de
la figura. Ambos son semejantes y con ra-
z6n de semejanza k.

Al ser semejantes, la relacion entre dos lon-
gitudes homodlogas es igual a la razén de
semejanza. Entonces:

La razon entre sus alturas es % =k

R

QR

Asi pues, la razén entre sus areas sera:

La razén entre sus bases es

%.QR.h _/%/-k-g/l(-k-k/
%-QR-h B /%/'Q/F{'J’(

A =k -k =K
A

La razon entre las areas es k?, que coincide

con el cuadrado de la razon de semejanza.

La entre las de dos
es igual al
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1.1.Problemas de perimetros y dreas

DCD. M.4.2.11. Calcular el perimetro y el area de triangulos en la resolucion de problemas practicos como terrenos, parques, etc.

Antes de iniciar con los procedimientos A su vez, a los paralelogramos y los trape-
para calcular el perimetro y area de otros cios los clasificamos segun se muestra en
poligonos, profundicemos sobre los cuadri- el siguiente esquema.

lateros y su clasificacion

. , 1 cuadrilatero = 2 triangulos
Un cuadrilatero es un poligono de cuatro

lados 2 x 180° = 360°

Segun el paralelismo de sus lados, a los
cuadrilateros los clasificamos en: paralelo-
gramos, trapecios y trapezoides.

[ Cuadrilateros
|

Paralelogramos Trapecios Trapezoides
Ningun par de
Dos pares de lados paralelos Un par de lados paralelos o 2
lados paralelos
I
[ | | . f I |
Rectangulo Rombo Romboide Trapecio Trapecio Trapecio |
cuatro angu- cugtro lados ladosy angulos  rectangulo isOsceles escaleno
los rectos iguales iguales dos a dos un lado lados no lados no paralelos
no paralelo paralelos  desiguales y no
perpendicular  jguales  perpendiculares
a los lados a los paralelos
paralelos
* ~ S »
Cuadrado (I RN AN

A

cuatro angulos rectos y m
cuatro lados iguales

Propiedades a Trabajo individual
* Un cuadrilatero tiene dos diagonales. En 1. Nombra los cuadrilateros que poseen estas
efecto: caracteristicas:
n-(n-3) 4.(4-3) 4 a. Tienen los cuatro lados iguales y los an-
5 = 5 =? =2 gulos no son rectos, pero son iguales
dos a dos.
* La suma de los angulos interiores de un b. No tienen lados paralelos.

cuadrilatero es 360°. En efecto: ,
c. Tienen dos lados paralelos y los lados no

]800 . (n _ 2) = ]800 . (4 _ 2) = 3600 paralelos son iguales.

d. Tienen los angulos y los lados iguales
dos a dos.



Perimetros

El plana es la
medida de su contorno. Si la figura es un
poligono, basta sumar las longitudes de
sus lados.

El de un poligono es la suma de las
de sus lados.

Hallemos el perimetro del poligono.

Para hallar el perimetro, sumamos las
longitudes de sus lados:

P=8+6+2+15+25+3+05+1+25=27

El perimetro del poligono es de 27 cm.

Existen poligonos para los que podemos establecer
una férmula para calcular su perimetro:

Paralelogramo de lados a y b:
P=2a+2b
Poligono regular de n lados de longitud I:

P=n:I

Areas

El es la medida
de la extensién del plano que ocupa o
superficie.

El de un poligono es la medida de su su-
perficie.

Veamos como calcular el area de los poli-

gonos estudiados en la unidad.

Area de paralelogramos

Rectangulo

1 cm?

4 cm

De la figura deducimos que el area del

rectangulo coincide con el producto de

la longitud de su base por su altura:
4cm 3cm=(4 3)(cm cm) =12 cm?

El de un
tura h es:

de base by al-

Romboide ; . ,
/;h ./ |h | Ih

De la figura deducimos que el area del
romboide es igual a la del rectangulo co-
rrespondiente.

El area de un
tura h es:

de base b y al-

Rombo , . .
/ih /| 5 Ih

Observa que el area de un rombo cuyas
diagonales son D y d es la mitad del area
de un rectangulo, de base D, y altura d.

El de un
d es:

de diagonales D y

A

recténgulo _

2 2 2
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Area de trapecios

Observa que un trapecio de bases B y b,
y altura h puede descomponerse en dos
triangulos, uno de base B y altura h y otro

de base b y altura h.
L
0 . E : \\\

El area de un trapecio es la suma de las areas
de dos triangulos:

B-h , b-h _(B+b)h
2 2 2

A =A

trapecio tridngulo 1 + Amdngu\o 2=

Calculo de la apotema

La apotema de un poligono regular corresponde a
un cateto de uno cualquiera de los triangulos rec-
tangulos que podemos inscribir en él.

Por lo tanto, podemos calcularla utilizando el teore-
ma de Pitagoras:

@ Mundo Digital

Area de poligonos regulares Busque en internet informacién sobre los po-

ligonos irregulares, puede servirle este link>
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Para calcular el area de poligonos, es util
descomponer los poligonos en triangulos.

/N

Poligonos regulares

Un poligono regular puede descomponer-
se en tantos triangulos iguales como la-
dos tiene el poligono.

Por ejemplo, en el caso de un pentagono
de lado I, su area es cinco veces el area
de uno de los triangulos.

Cada triangulo tiene la base de longitud |
y altura igual a la apotema del pentagono,
ap. Por tanto, el area del pentagono es:

_oSlap_P-ap
2 2

A=5.1"9p
2

puesto que 5| es el perimetro, P, del pen-
tagono.

El area de un poligono regular de base b y altura
h es:

https://goo.gl/EpDrb7
Con base en esta informacion, conteste

¢, Qué entiende por poligono irregular ?

Dibuje un poligono irregular de 8 lados.

a Trabajo individual

1. Identifica estos paralelogramos y calcula
sus perimetros y sus areas.




1.2. Aplicaciones de puntos notables y rectas

DCD. M.4.2. 12,13. Plantear y resolver problemas donde se apliquen las rectas y puntos notables de un triangulo (medianas y
baricentro, mediatrices y circuncentro, alturas y ortocentro, bisectrices e incentro).

Lineas y puntos notables del
triangulo

Antes de iniciar recordemos que un triangu-
lo es una figura constituida por tres segmen-
tos intersecados. Estos segmentos consti-
tuyen la frontera del triangulo. A los puntos
que se encuentran dentro de la frontera los
denominamos puntos interiores; los puntos
sobre las lineas, puntos de frontera; y los
puntos que estan afuera, puntos exteriores.

Existen algunas lineas que podemos cons-
truir lamadas lineas notables de un triangulo.
Las lineas notables de un triangulo son sus
alturas, medianas, mediatrices y bisectrices.

Estas lineas tienen ademas como caracte-
ristica que, si se trazan las tres del mismo
tipo, se intersecan en un solo punto. A estos
puntos los llamamos puntos notables del
triangulo y son el ortocentro, baricentro, cir-
cuncentro e incentro.

Altura y ortocentro

Las son las rectas
perpendiculares que van desde un vértice
al lado opuesto o a su prolongacion.

Las tres alturas se cortan en un punto que
llamamos ortocentro.

El ortocentro puede estar en:

El interior del triangulo en el caso de los

C

ortocentro

Uno de sus vértices, en los

ortocentro
h
b
En el exterior, en los
A
SN iy
e B
H \
7 \ ortocentro
En , Si tomamos un

cateto como la base, entonces el otro es la
altura debido a que forman un angulo de 90°
entre ellos. Es decir, son perpendiculares.

Si la base del triangulo rectangulo es su
hipotenusa, su altura podemos encontrar
trazando una linea perpendicular a la mis-
ma, que pase por el vertice que contiene el
angulo recto.
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En podemos utilizar
la misma técnica que cuando tenemos un
triangulo recto cuya base es la hipotenusa.

Es importante recordar que la altura puede
ser encontrada utilizando el teorema de Pi-
tagoras. Esta corta el triangulo ABC de tal
manera que lo deja como la composicion de
dos triangulos rectos ADC y BCD con hipo-
tenusas b y a respectivamente.

C

Finalmente, para

Cuando se encuentra apoyado sobre uno
de sus lados mas cortos. En este caso de-
bemos alargar la linea de la base para co-
nectarla con el vértice opuesto mediante
una perpendicular y la altura del triangulo
termina estando afuera del mismo.

Mediana y baricentro

Una es un segmento de recta que
une a un vértice de un triangulo con el punto
medio del lado opuesto a este.

Se puede obtener el punto medio de cual-
quier lado del triangulo aplicando este pro-
cedimiento a cada uno de los lados del
triangulo y, finalmente, juntamos el corte en
el medio del lado a su vértice opuesto.

El punto G que mostramos en la imagen es
denominado el centroide o baricentro de la
figura, este es el centro de gravedad de la
figura. Este punto actia como un punto de
equilibrio, en otras palabras, si colocaramos
el triangulo balanceandolo sobre una aguja,
tendriamos que poner la punta de la agu-
ja sobre este punto para que se quede en
equilibrio.

Otras propiedades sobre las medianas es
que cada una divide al triangulo en dos
triangulos con areas iguales.

Finalmente, si se juntan los cortes en los
puntos medios de cada plano, obtenemos
dentro del triangulo original un triangulo se-
mejante al original, pero con un cuarto del
area.

Mediatriz y circuncentro

Una mediatriz es distinta a una mediana,
las son lineas que, al igual que
las medianas, nacen del punto medio en
cada lado del triangulo, pero que, a diferen-
cia de la mediana,

con las rectas, es decir, son perpen-
diculares a los lados del triangulo y no ne-
cesariamente pasan por el vértice.



Las mediatrices de un triangulo son las rectas perpendiculares
levantadas en el punto medio de sus lados.

En un triangulo rectan-
gulo, el centro coinci-
de con el punto medio
de la hipotenusa.

El punto de corte de
las mediatrices, que
puede encontrarse
dentro o fuera del
triangulo, es un punto
equidistante a todos
los vértices, es decir,
que tiene la misma
distancia con respec-
to a cada uno. Este
punto es también el
punto medio del cir-
culo que encierra al
triangulo en su tota-
lidad.

Bisectriz e incentro

Las bisectrices de un triangulo son aquellas
lineas que cortan a cada angulo del triangu-
lo por la mitad.

Al punto de corte de las bisectrices lo llama-
mos circuncentro. Este punto tiene la mis-
ma distancia a todos los lados del triangulo.
Esta propiedad hace que el circuncentro
sea el punto medio del circulo de mayor ra-
dio que podemos inscribir o dibujar dentro
del triangulo.

La circunferencia inscrita en un tridngulo es
Unica, esto sucede porque para crear un
circulo unico, solamente necesitamos tres
puntos y porque solamente existe un punto
que es equidistante de todos los lados del
triangulo.

En un triangulo acu-
tangulo, el centro se
encuentra dentro del
triangulo.

En un triangulo obtu-
sangulo se encuentra
fuera del triangulo.

A diferencia del caso del ortocentro, el cir-
cuncentro se encuentra siempre en el inte-
rior del triangulo.

A B

G

J

C
H I
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Para calcular el area de poligonos irregulares, es necesario descomponer las figuras en
poligonos mas simples. Para resolver el area de cualquier poligono podemos realizar la
descomposicidn en triangulos uniendo vertices entre ellos.

Calculemos el area de la zona que mar-
camos en el siguiente plano.

0 40 km

* Descomponemos el poligono irregular
que representa la extension de terre-
no en triangulos, tal como indicamos.

‘ Trabajo individual

1. Calcula el perimetro y el area de este po-
ligono irregular tomando las medidas perti-
nentes.

Medimos con una regla las bases y las alturas de los
triangulos, pasamos las medidas a escala real y calcula-
mos Sus areas.

* Medimos la base y la altura del triangulo ABC, y las
pasamos a medidas reales.
b1 =100 km h, =40 km
Calculamos el area del triangulo ABC.

Ared ppe = % =2 000 km?

° Medimos la base y la altura del triangulo ACD, y las
pasamos a medidas reales.

b,=100km h,=60km
Calculamos el area del tridngulo ACD.

A ACD

- _1002'60 = 3,000 km?

* Medimos la base y la altura del triangulo ADE, y las
pasamos a medidas reales.

b,=100km  h,=50km
Calculamos el area del triangulo ADE.

AADE =

—]002'50 = 2 500 kn?

° Finalmente, sumamos las areas de los tres tridngulos.
A _=2000+ 3000+ 2500=7500km?

total

Asi, el area de la zona marcada en el plano es de
7 500 km?.

2. Calcula el perimetro y el area de este poli-
gono irregular.




2. Relaciones trigonométricas

2.1. Relaciones trigonométricas basicas

DCD. M.4.2. 14,15,16. Identificar y aplicar el teorema de Pitagoras y las relaciones trigonométricas en el triangulo rectangulo (seno,
coseno, tangente) para resolver numéricamente triangulos rectangulos presentes en situaciones reales, por ejemplo, la altura de

un objeto en base a la sombra proyectada.

Razones trigonométricas de un
angulo agudo

En un triangulo rectangulo, pueden esta-
blecerse ciertas relaciones entre un angulo
agudo y sus lados. La trigonometria es la
parte de la matematica que trata de la rela-
cion entre las longitudes de los lados y las
amplitudes de los angulos de un triangulo.

Fijémonos en el angulo agudo < que hemos
indicado del triangulo rectangulo OAP de la
figura que vemos en la parte inferior. Los
cocientes entre las longitudes de dos lados
cualesquiera de este triangulo se denomi-
nan razones trigonomeétricas de «.

Seno
La entre la longitud del
del angulo «
o .

sen «< :Q

opP

«)

Coseno

La entre la longitud del
alangulo x y la se llama
del angulo « y se escribe cos .

Cos X =%

«)

Tangente

La entre la longitud del

al angulo « y la del cateto adya-
cente se llama tangente del angulo « y
se escribe tg «.

tgoc =2

OA

Consideramos ahora los triangulos OA'P’
y OA"'P"” de la figura de la derecha. Ambos
son semejantes a OAP por ser triangulos
rectangulos y tener el angulo comun.

Pll
Pl

0 A A A"

Entonces, se cumple que la razén entre la
longitud del cateto opuesto al angulo y la de
la hipotenusa es la misma para cada uno de
los triangulos, es decir:

Luego, el seno del angulo es independiente
del triangulo rectangulo escogido.

Lo mismo sucede con su coseno y con su
tangente.

Observamos que las razones trigonométri-
casde unangulo sonadimensionales, yaque
estan definidas como el cociente entre dos
longitudes.

Ademas, se pueden definir sus razones tri-
gonomeétricas inversas.
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Razones trigonométricas de los angulos de 30°, 45° y 60°

Existen tres angulos agudos cuyas razones trigonomeétricas pueden obtenerse a partir de
construcciones geométricas sencillas. Son los angulos de 30°, 45° y 60°.

Razones trigonométricas de los angulos de 30°y 60°

Consideremos un triangulo equila-
tero de lado la unidad. La altura lo
divide en dos triangulos rectangu-
los iguales, cuyos angulos agudos
miden 30°y 60°

Aplicamos el teorema de Pitago-
ras a uno de esos triangulos para
hallar el valor de h.

Las razones trigonométricas del | Las razones trigonométricas del
angulo de 300 son: angulo de 600 son:
1 e
sen 30° =i=i sen 60° =i =£
1 2 1 2
V3 1
cos 30° =l =£ cos 60° :i :L
1 2 1
1 V3
g30o= 2o 1 3 tg60°=—2—=3
RCE L
2 2

Razones trigonométricas del angulo de 450

Consideremos  un  cuadrado
de lado la unidad. La diagonal
del cuadrado lo divide en dos
triangulos rectangulos iguales
cuyos angulos agudos miden 450.

Sx N
1[45°8d |, | |45 V2
N
45° (" 457N\
1 1

Aplicamos el teorema de Pitagoras a uno de estos triangulos para ha-
llar el valor de d.

=V + 1 =VZ
Las razones trigonométricas del angulo de 450 son:
1 _V2 1 _V2
sen45°= — =Y (0s45°= =— =YY=
V2 V2 2 tg 45° = =1

[l [

Expresamos las razones frigonométricas

del dngulo « de la figura.

Calculamos la medida del lado
AP: AP=+/(5%- 49)=+25-16 =v9 =3 2

3 4
sen « =-— cos X =—
5
5
cosec K = — sec o« =—
3 4
P
5o
<
0 4 cm

‘ Trabajo individual

1. ¢Es posible que el seno de un angulo agudo
sea mayor que 1? Razona tu respuesta.

Averigua si existe alguna relacion entre la
cosecante y la secante de dos angulos com-
plementarios.

3
tg °<=Z 3. Los catetos de un triangulo rectangulo mi-
den 6 cm y 8 cm. Calcula las razones trigo-
cotg o :% nomeétricas de sus angulos agudos.
4. Construye un triangulo rectangulo sabien-

do que la tangente de uno de sus angulos

agudos es % .




Resolucién de tringulos rectangulos

El teorema de Pitagoras y las razones tri-
gonométricas nos permitiran, una vez
conocidos algunos de los lados o los
angulos de un triangulo rectangulo, hallar
los restantes, es decir, resolver el triangulo.

A continuacion, resumir mos los diferentes
casos que pueden presentarse en la reso-
lucion de triangulos rectangulos.

B

[@)2

C b A

a. Dados la hipotenusa y un cateto.

Datos Incognitas Férmulas
a=5cm c c=Va’- b?
b=4cm B sen ﬁ:g

A A C
C tg C= b

Resolvamos el triangulo rectangulo
cuya hipotenusa mide 5 cm y uno de
sus catetos, 4 cm.

—Los datossona=5cmyb=4cm.
Debemos calcular c, B", C,

c=V52- 42 =V/9 =3cm

sen 1§=% B=53,13°
cos (= % C=36,87°
B
o<
o7

C b=4cm A

b. Dados dos catetos

Datos Incognitas Foérmulas
b a a=vb?+ c?
A A E
C
A A C
C tg C= —
EL= 5

Las calculadoras cientificas poseen teclas que
permiten obtener las razones trigonométricas de
un angulo. Si queremos calcular, por ejemplo,
sen 53° 15’ tecleamos:

snls s [ s [

En la pantalla aparece:

& s fE s

Asi, sen 53° 15’ = 0,801.

Para calcular el coseno o la tangente, sustitui-
mos la tecla del seno por las correspondientes
del coseno y de la tangente.

También podemos hallar el valor de un angulo
conocida una de sus razones trigonométricas.
Asi, sisen a = 0,75, tecleamos:

sl o I K7 [ s foe

En la pantalla aparece:

i et Nl )

Asi, 48,590° es un angulo cuyo seno es 0,75.

Resolvamos el triangulo rectangulo
cuyos catetos miden 12 cmy 5 cm.

—Losdatossonb=12cmyc=5cm.

Debemos calcular a, B, C.

a=v 122+ 52 =V169 =13 cm
/\_E A

tg B= B= 67,38
tg (= > &= 22,62
12
B
c=5cm

C b=12cm A
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c. Dados la hipotenusa y un angulo agudo

Datos | Incognitas Formulas
a b b= a.cosC
é\ C cC= a.sen é

B B=90°-C

Resolvamos el triangulo recténguloi

cuya hipotenusa mide 3 cm y uno de |

sus angulos es de 70°.

—Los datos sona=3cm y C = 70°.
Debemos calcular b, cy B.

B =90°-70°=20°

a=3cm

70°

b=3:cos70°=1,03 cm
c=3-sen70°=2,82cm

d. Dados un cateto y un angulo agudo

N JPPY;

Datos Incognitas Férmulas
b a a=—2_
sen B
b
ﬁ C c= N
tgB
A AN AN
C tgC=90°-B
S Datos Incognitas Férmulas
g b a a=—"
< cos C
ig A =b- é
£ C C c=Db-tg
E A
5 B B=90°-C
g

Resolvamos el triangulo rectangulo uno de
cuyos catetos mide 4 cm y el angulo opuesto

es de 50°.

©
o
o
S
&
[

4

4
tg 50°

C=

— Los datos son b = 4 cm y, B= 50°. Debe-
mos calculara, cy C

=522 cm

sen 50°

= 3,36 cm

B

N
\

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Desde la Ciencia

angulo
de elevacion

El angulo que forma la visual con el plano ho-
rizontal que pasa por el ojo del observador se
llama angulo de elevacion si el punto obser-
vado esta por encima de dicho plano, o angu-
lo de depresion si el punto esta por debajo.

IWALN

angulo
de depresion

1. Calcula el seno, el coseno y la tangente del

angulo a de la figura de la derecha.

10 cm

[o'd

8 cm

2. Resuelve el triangulo ABC, rectangulo en A,

en los siguientes casos:

a.a=12cm,b=7,5cm

b.c=20cm,b=7cm

c. b=8cm, C=60°



2.2. Aplicaciones del Teorema de Pitagoras

DCD. M.4.2.17. Resolver y plantear problemas que involucren triangulos rectangulos en contextos reales e interpretar y juzgar la
validez de las soluciones obtenidas dentro del contexto del problema.

Determinacién de alturas y distancias

A continuacion, veremos unos ejemplos de una de las aplicaciones mas importantes de la
trigonometria, la determinacion de alturas y de distancias.

El angulo de elevacion del extremo superior de un obelisco observado desde un punto del suelo
situado a 45 m del pie del obelisco es de 30°. Calculemos la altura del obelisco.

Sea h la altura del obelisco. Si aplicamos trigonometria, tenemos que:

N f
to30° = —
830" =5 |
|
. . . NE) . [
Sustituimos tg 30° por su valor —— y despejamos h. :
3 300 |
V3 _h _ V3 _
Asi pues, la altura del obelisco es de 2598 m. Obelisco
Dos excursionistas que distan entre si una distancia de Montaiia ¢

20 km, observan el punto mas alto de una montafia, que
esta en el mismo plano vertical que ellos, bajo angulos
de 35°y de 42°. Hallamos la altura de la montana y la
distancia que separa el punto mas alto de la montana
de cada uno de los excursionistas. Sean h la altura de
la montafa y x la distancia AD. Resulta evidente que DB
es igual a 20 - x.

—Si aplicamos la trigonometria en los triangulos rectan-
gulos ADC y CDB, tenemos que:

Al sustituir tg 35°y tg 42° por sus valores y resolver el siste-
ma, obtenemos el siguiente resultado: h =7,88; x = 11,25.

Asi pues, la altura de la montafia es de 7,88 km.

—Si aplicamos el teorema de Pitagoras en los triangulos rectangu- 350 — h
los ADC y CDB, podremos hallar AC y BC, que corresponden a las tg T g
distancias que separan el punto mas alto de la montafia de cada h
uno de los excursionistas. tg 42° = 0%

AC = V(AD? + DC?) = AC =\(11,25Z + 7,887) = 13,74
BC = V(DB? + DC?) = BC = V(8,75% + 7,88% )= 11, 78

Por tanto, al excursionista situado en el punto A le faltan 13,74 km
para alcanzar el punto mas alto de la montana, mientras que al
excursionista situado en el punto B le faltan 11,78 km.

El procedimiento que acabamos de desarrollar recibe el nombre
de observacion.
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Razones trigonométricas de un
angulo cualquiera

Una vez que hemos definido las razo-
nes trigonométricas de un angulo agu-
do, veamos como podemos definir las
razones trigonométricas de otros angulos.

Representamos el angulo « en un sistema
de coordenadas cartesianas y consideramos
un punto cualquiera P de su lado extremo.

Si (x,y) son las coordenadas del punto P y
r es su distancia al origen de coordenadas,
definimos las razones trigonométricas del
angulo « de la siguiente forma:

Angulos mayores a 90°

[«¢

v \

Y
sen < :X
r
X P r
COS XK = —
r ! P r
y oyl
tgx = L P
& X AL 0
L#’,
El de x es la razén entre la ordenada

y del punto P y su distancia r al origen de
coordenadas.

El de x es la razon entre la abscisa
x del punto P y su distancia r al origen de
coordenadas.

La de « es la razdén entre la orde-
nada y y la abscisa x del punto P.

Vemos que estas definiciones no dependen
del punto P escogido.

En efecto, si consideramos otro punto P’

del lado extremo del angulo «, obtenemos
el triangulo OP’A’ semejante al OPA (fig. 4);
entonces verificamos:

) 1 )

Y=Y —senwx X=X = cosx y_y

r, ) X’ = tg “

Es decir, el valor de las razones trigonomé-
tricas no varia.

Angulo  Sen @ Cos Tg
0° 0 1 0
. | L |8 VB
30 2 2 3
q00 | Y2 | V2 | 4
2 2
coe | V3| L V3
2 2
90° 1 0 -

Calculemos el valor de las razones
trigonométricas del angulo a cuyo
lado extremo pasa por el punto P
(4, 3).

Aplicamos el teorema de Pitagoras
en el triangulo rectangulo OAP para

calcular r.
r=v4*+3*=5
Entonces,se
Y P4, 3) tiene que:
R e , w3
o I sen = —=
1 : 5
! ot
4 : COoS = 5
A A 3
(o] X —
tgoc = —
%=1

i Trabajo individual

1. Sabiendo que las coordenadas de
un punto P del lado extremo de un
angulo son P (-4, -6), calcula el valor
de las razones trigonométricas de
dicho angulo.



2.3. Circunferencia goniométrica

Como hemos visto, el valor de las razones trigonométricas de un an-
gulo x no depende del punto que tomemos sobre su lado extremo.

En particular, podemos considerar un punto P de su lado extremo
situado sobre una circunferencia de radio 1 centrada en el origen de
coordenadas. Esta circunferencia recibe el nombre de

Vamos a ver

como

la circunferencia goniométrica

nos

permite obtener graficamente de forma sencilla las razones trigo-
nomeétricas de cualquier angulo.

Seno

senoc:l
r

y _
T—Y
El seno del angulo
coincide con la orde-
nada del punto del
lado extremo del an-
gulo cuya distancia al
origen vale 1.

Coseno

X X
COSX=—=—=X
r 1
El coseno del angulo
coincide con la abscisa
del punto del lado extre-
mo del angulo cuya dis-
tancia al origen vale 1.

Tangente

R
La tangente del angulo
coincide con la ordena-
da del punto del lado
extremo del angulo cuya
abscisa vale 1.

Muestra como podemos obtener segmentos representativos del
seno, del coseno y de la tangente de angulos de cualquier cua-

drante.

4 '
COS o

-----wT

tg

=9
sen 0

Dibujemos en una circunferencia goniométrica, todos los
angulos cuya tangente sea 0,8.

Sobre una cuadricula, trazamos una circunferencia de radio
10 cuadraditos, y que consideramos que representa la unidad.

Contamos 8 cuadraditos hacia arriba sobre la recta tangen-
te que pasa por A’, que representan el valor de 0,8, y dibu-
jamos los lados extremos.

Medimos los angulos con un transportador y obtenemos:

390y 219°.

i Trabajo individual

an
\

2197

39°

1. Indica sobre una circunferencia goniométrica los segmentos representativos del seno, del coseno y
de la tangente del angulo de 150°.
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2.4. Propiedades y relaciones de las razones

trigonométricas

Veamos algunas propiedades de las razo-
nes trigonométricas, asi como las relaciones
que existen entre las razones trigonométri-
cas de un mismo angulo o de angulos dis-
tintos.

Valor y signo de las razones trigonomé-
tricas

Si representamos un angulo « cualquiera
sobre un sistema de coordenadas, el valor
del seno y el del coseno coinciden respec-
tivamente con la ordenada y la abscisa del
punto P del lado extremo cuya distancia al
origen vale 1.

s§n «

-1 COS X 1

Y puesto que las coordenadas de dicho
punto estan comprendidas entre -1y 1, po-
demos afirmar que:

-1 <seno<l -1<cosa<1

Cuadrante | Sen | Cos Tg

—j-+++
o | 4] -] -

T - - |+
—t= - + -

Ademas, el signo de las razones trigonome-
tricas del angulo « depende unicamente del
signo que tengan las coordenadas de P, es
decir, del cuadrante al que pertenezca el
angulo « (tabla 2).

Relaciones entre las razones trigonomé-
tricas de un angulo

Consideremos la circunferencia goniométri-
ca y, por ejemplo, un angulo « del primer
cuadrante. Los catetos del triangulo rectan-
gulo coloreado miden y = sen X y X = cos .
Si aplicamos el teorema de Pitagoras a este
triangulo, se tiene:

sen® < 4 cos? o =1

Puesto que obtendriamos el mismo resul-
tado si el angulo perteneciera al segundo,
tercero o cuarto cuadrantes, podemos en-
tonces afirmar que para cualquier angulo o«
verificamos:

sen® o« 4 cos?x =1

Esta expresion se conoce como

Por otro lado, se tiene que:

sen X =y
sen «
CoOsX=x )= tgx=

Ccos X
y
tg X ==—
8 X
Las expresiones:

sen <

COS X
Permiten calcular las razones trigonométri-
cas de cualquier angulo, en valor absoluto,
una vez conocida una de ellas. Para deter-
minar su signo, es necesario considerar el
cuadrante al que pertenece dicho angulo.

sen®oc + cos o = 1y tg =

Escribimos sen®a para indicar (sen a)Z.

a Trabajo individual

1. Queremos medir la anchura del rio en un
tramo donde las orillas son paralelas. Para
ello, marcamos en una de ellas dos puntos
sepa- rados 100 m y desde dichos puntos,
observa- mos otro punto de la orilla opuesta
bajo dos visuales de 54° y 65°. ; Qué an-
chura tiene el rio?



Reduccién al primer cuadrante Estas relaciones permiten calcular las ra-
zones trigonométricas de cualquier angulo,
conociendo las de los angulos del primer
cuadrante.

La siguiente tabla nos muestra como las ra-
zones trigonométricas de cualquier angulo
siempre coinciden, excepto en el signo, con

las de algun angulo del primer cuadrante. Calculemos las razones trigonométricas de
un angulo de 150°.

Reduccién del segundo Se trata de un angulo del segundo cuadran-
cuadrante al primer cuadrante te. Por tanto:
sen 150° = sen (180° - 30°) = sen30° =%
/ B, p=180"-a cos 150° = cos (180° - 30°) = - cos 30° = —\/%_
N Y=y
y\‘/y <= x tg 150° = tg (180° - 30°) = - tg30° = -‘/%_

Calculemos las razones trigonométricas de

sen (180 °- a) = sen a un angulo de 315°.
cos (180° - ) = - cosa Se trata de un angulo del cuarto cuadrante.
tg(180°-a)=-tga Por tanto:

sen 315° = sen (360° - 45°) = - sen 45° = \/72_

Reduccion del tercer cuadrante Y
: 315° = 360° - 45° a50= Y2
al primer cuadrante cos 315° = cos (360° - 45°) = cos 45° = —-
tg 315° = tg (360° - 45°) = —tg 45° = -1
B=180°+«

y'=- \

i\ Y . sy
. Calculemos las razones trigonométricas de

"\ J X=X un angulo de 240°.
Se trata de un angulo del tercer cuadrante.

|
|
|
|
|
|
Por tanto: !
sen (180°+ a) =-sena senat.  —0.6 |
cos (180°+ a) =-cos « e cose 0,8 078 |
o V3 |
tg(180°+ o) = tga sen 240° = sen (180° + 60°) = —sen 60° =-——1
|
cos 240° = cos (180° + 60°) = —cos 60° =—% |
Reduccién del cuarto cuadrante al o 180° + 60° o= VT !
primer cuadrante | 18240°=1g(180°+ 607 = 1g60°= V3
‘ Trabajo individual
B=360°-«a : 3
g , 1. Sabiendo que el cos & = -— y que 180 °< 60
Bl i Y=-v 5
C o X = x < 270°, calcula el seno y la tangente.
WY -

\ j 2. Calcula, utlizando siempre un angu-
lo del primer cuadrante, las razones
trigonométricas de estos angulos.

sen (360°-a) =-sena '9 I 9y
cos (360 °_ a) = CcoS Q a. 135° d. 960° c. 300°
tg(360°-a) =-tga b. 225° e. -60°

3. Halla todos los angulos comprendidos entre
0° y 360° que verifican
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3. Cuerpos geométricos

3.1. Poliedros

DCD. M.4.2.20. Construir piramides, prismas, conos y cilindros a partir de patrones en dos dimensiones (redes) para calcular el area

lateral y total de estos cuerpos geométricos.

M.4.2.21. Calcular el volumen de piramides, prismas, conos y cilindros aplicando las férmulas respectivas.

En muchos objetos de la vida cotidiana,
podemos observar formas poligonales.

Decimos que estos objetos tienen formas
poliédricas o de poliedro.

Un poliedro es una region del espacio limitada
por poligonos.

Los elementos caracteristicos de un polie-
dro son los siguientes:

vértice

Cara

arista

Cara: Cada uno de los poligonos de un
poliedro.

Arista: Cada uno de los lados de los po-
ligonos.

Vértice: Cada uno de los puntos de cor-
te de las aristas.

Fijémonos en que las caras que concurren en
un mismo vértice forman un angulo poliedro.

Asi pues, podremos clasificar los poliedros
en concavos 0 CONVeXxos.

Poliedro convexo Poliedro céncavo

Un poliedro es

Un poliedro es

convexo si tiene | concavo si algu-
todos los angulos no de sus lados
convexos. es concavo.

Observa el poliedro de la derecha. La suma
del numero de caras (6) y el numero de vér-
tices (8) es igual al numero de aristas (12)
mas 2.

C+V=A+2

Esta propiedad se cumple en todos los polie-
dros convexos y la llamamos relacion de Euler.

1. Cuenta el numero de caras, vértices y aris-
tas de los poliedros de la derecha, y com- :
prueba que se cumple la relacion de Euler.

a b



3.2. Poliedros regulares

Observa estos poliedros:

* Sus caras son cuadrados. * Sus caras son triangulos equilateros.

* En cada vértice concurren tres aristas. * En cada vértice concurren tres aristas.

Estos dos poliedros son ejemplos de poliedros regulares.

Un poliedro es regular si todas sus caras son poligonos regulares y en cada uno de sus vértices concurre
el mismo numero de aristas.

Solo hay cinco poliedros regulares, cuyas propiedades puedes observar en la tabla siguiente:

Poliedro

Hexaedro o

Tetraedro Octaedro Icosaedro cubo Dodecaedro

Desarrollo
plano

Poligonos

de las
caras

Triangulo
equilatero

Triangulo
equilatero

Triangulo
equilatero

Cuadrado

Pentagono

Numero de
aristas por
vértice

Observa que el desarrollo plano se obtiene cortando el poliedro por las aristas hasta hacer coin-

cidir todas las caras en un mismo plano.
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Es facil deducir que no pueden existir mas
poliedros regulares. Solo es preciso tener en
cuenta que:

* Las caras que concurren en un mismo ver-
tice tienen que formar un angulo poliedro.

* La suma de los angulos que concurren en
el vértice del desarrollo plano de un angulo
poliedro es menor que 360°.

Consideremos, por ejemplo, el caso en que
las caras son triangulos equilateros.

Fijémonos en que la suma de los angulos
que concurren en el vértice del desarrollo

Triangulos que concu-

- tres triangulos
rren en un veértice

Desarrollo plano Tetraedro

Poligonos de las
caras

Numero de aristas por

e 3-60°=180°< 360°
veértice

i Trabajo individual

plano del angulo poliedro correspondiente
es menor de 360°.

Con esto, podemos ver que no puede existir
un poliedro con seis 0 mas triangulos equilate-
ros concurrentes. Si fuese asi, la suma de los
angulos de las caras que concurririan en un
vértice seria 360° 0 mas, lo cual es imposible.

Del mismo modo, podemos comprobar que el
unico poliedro cuyas caras son cuadradas es
el cubo; el unico cuyas caras son pentagonos
regulares es el dodecaedro, y que no puede
haber poliedros regulares cuyas caras sean
poligonos regulares de seis 0 mas lados.

cuatro triangulos cinco triangulos

Icosaedro

Octaedro

4-60°=240°<360° 5-60°=2300°<360°

1. Dibuja un el desarrollo plano de un cubo, distinto al de la pagina anterior.

2. ¢Existe algun poliedro regular de caras triangulares que tenga el mismo numero de aristas que el

dodecaedro?

3. Explica por qué no es posible construir un poliedro regular en el que concurran cuatro caras cuadra-

das en cada vértice.

4. ;Existe algun poliedro regular en el que concurran cuatro pentagonos regulares en cada vértice?

Explica por qué.

5. Comprueba, para cada uno de los cinco poliedros regulares, que se cumple la relacion de Euler:

C+V=A+2

(C: numero de caras; V: numero de vértices; A: numero de aristas)



3.3. Prismas

Observa los poliedros.

Dos de sus caras son poligonos
iguales y paralelos.

El resto son paralelogramos.

Un es un poliedro en el que dos de sus
caras son poligonos iguales y paralelos, y el res-
to son paralelogramos.

En la sigiente figura podemos observar cua-
les son los elementos caracteristicos de un
prisma. La distancia entre los planos que
contiene las bases es la

Los prismas reciben el nombre de triangula-
res, cuadrangulares, pentagonales... segun
sus bases sean triangulos, cuadrilateros,
pentagonos...

Prisma

base
vértice
V .
------ arista
«

lateral

cara
.
lateral

<

arista basica

altura

Prisma triangular Prisma cuadrangular

Prisma pentagonal

Prisma hexagonal

Ademas, los prismas pueden clasificarse en

rectos y oblicuos.

pa

Un prisma es

si las aristas
laterales son per-
pendiculares a las
aristas basicas.

Un prisma es

A

Un prisma es

si las aristas
laterales no son
perpendiculares a
las aristas basicas.

si es recto y los poligo-

nos de las bases son poligonos regulares.

A los prismas cuyas caras son todas
los llamamos paralelepipedos.

El mas conocido es el

que esta formado

por seis caras rectangulares iguales dos a dos.
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3.4. Pirdmides

»4

Una piramide es un poliedro en el que una de
sus caras es un poligono cualquiera y las otras
son triangulos que tienen un vértice comun.

Fijate en los poliedros. Piramide
hexagonal

Piramide
pentagonal

H B

Igual que los prismas, a las piramides las po-
demos clasificar en rectas y oblicuas.

h 4

* Una de sus ca-
ras es un poligo-
no cualquiera.

+ Las otras caras
son triangulos
que tienen un
vértice comun.

Sus elementos caracteristicos se muestran
en la figura 4. La distancia entre el vértice
y el plano que contiene la base es la alfura.
Como en el caso de los prismas, las pira-
mides reciben el nombre de: triangulares,
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cuadrangulares, pentagonales..., segun . .
g P g 9 Una piramide es Una piramide es
sea la base. . . .
recta si todas las  oblicua si las ca-
caras laterales ras laterales no
forman el mismo forman el mismo
Piramide . : . :
angulo diedro con  angulo diedro con
- la base. la base.
vertice —
altura
. Tronco de piramide
arista
/ lateral Si seccionamos una piramide por un plano para-
lelo a su base, obtenemos otro cuerpo que lla-
cara mamos tronco de piramide.
lateral
arista
basica
>
Piramide

Piramide triangular
cuadrangular



3.5. Cuerpos de revolucion

Hasta ahora hemos estudiado cuerpos cu-
yas caras son poligonos, pero no todos los
objetos cumplen esta caracteristica.

Observa la formacion de los siguientes
objetos:

Un cilindro es el cuerpo que obtenemos al girar
360° un rectangulo alrededor de uno de sus lados.

Sus elementos caracteristicos son los si-

guientes:
\—)
base : )
: radio

- generatriz
=

=
(4v]

ejede — 5 superficie

revolucién lateral

Eje de revolucion: Recta que contiene el
A estos cuerpos los denominamos cuerpos lado alrededor del cual gira el rectangulo.

de revolucion. . .
Generatriz: Lado paralelo al eje de re-

. volucién que genera la superficie lateral.
Los cuerpos de revolucion son cuerpos que ob-

tenemos al girar una figura plana 360° alrededor Bases: Circulos generados por los lados

G G perpendiculares al eje de revolucion. La
longitud de estos lados son los radios de

Cilindro dichos circulos.
Observa la figura de la derecha. Altura: Distancia entre los planos que

. , contienen las bases del cilindro.
Al girar 360° un rectangulo alrededor de uno

de sus lados, obtenemos un cuerpo geométri-
co que se llama cilindro de revolucion o, sim-
plemente, cilindro.
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Cono

Observa la figura.

En este caso consideramos un triangulo rec-
tangulo que gira 360° alrededor de uno de sus
catetos, y obtenemos asi un cuerpo geometri-
co denominado cono.

Un es el cuerpo que obtenemos al hacer
girar 360° un triangulo rectangulo alrededor de
uno de sus catetos.

Vértice

generatriz

superficie
lateral

altura

ejede

revolucién  base radio

Eje de revolucion: Recta que contiene el
cateto alrededor del cual gira el triangulo.

Generatriz: Hipotenusa del triangulo
que genera la

Base: Circulo generado por el cateto per-
pendicular al eje de revolucién. La longitud
de dicho cateto es el del circulo.

Vértice: Punto donde se cortan la gene-
ratriz y el eje de revolucion.

Altura: Distancia entre el vértice y el pla-
no que contiene la base.

Tronco de cono

Si seccionamos un cono
por un plano paralelo a
su base, obtenemos otro
cuerpo que llamamos

|

Esfera

Observa en la figura de cédmo obtenemos
una esfera a partir de un semicirculo.

La es el cuerpo que obtenemos al girar
360° un semicirculo alrededor de su diametro.

Sus elementos caracteristicos son estos:

Centro: Punto del que
todos los puntos de la
superficie esférica dis-
tan lo mismo.

centro

radio

Radio: Segmento que
une el centro con un
punto cualquiera de la
superficie esférica.

circunferencias

maximos

Las son circunfe-
rencias con el centro y el radio de la esfe-
ra. A los circulos que limitan los llamamos
circulos maximos.

circulos
menores

circunferencia
menores

S ‘@t

Las son circunfe-
rencias situadas en la superficie de la es-
fera y que no pasan por el centro de esta.
Alos circulos que limitan los llamamos cir-
culos menores.



3.6. Areas de cuerpos geométricos

Aplicar el calculo de areas de poligonos y de figuras geométricas compuestas presentes en el entorno. ( Ref. M.4.2. (18,19))

Observa los siguientes edificios: Como podemos ver, son cuerpos geomeétri-
cos. Si quisiéramos construir una maqueta
con cartulina, necesitariamos calcular cuanta
nos haria falta. Es decir, necesitariamos cal-
cular las areas de los cuerpos geométricos.

Cubo

http://goo.gl/jszWOD

\ 4

Pie de foto: Cityhall
Londres - Inglaterra Desarrollo plano

La superficie del desarrollo plano del cubo
coincide con la superficie de sus caras. De-
cimos que la medida de esta superficie es
el area del cubo.

https://goo.gl/55ImXF

El area de un poliedro es la medida de la super-

Pie de foto: Casa de la Opera -
Sidney - Australia ficie de las caras que lo forman.

Areas de poliedros Algunos poliedros, como los prismas y las
piramides, tienen caras laterales. Al area de
sus caras laterales las llamamos area late-
ral del poliedro.

Observa el cubo de la figura y su correspon-
diente desarrollo plano.

Poliedros regulares

Recuerda que solo hay cinco poliedros regulares. Veamos cual es el area de cada uno de
ellos a partir de su desarrollo plano.

Poligonos de Numero
las caras de caras

a A A=4. Afri(’]ngulo
“ Triangulo equilatero 4 U
\ A=V3a?

Poliedro regular Desarrollo plano Area

Tetraedro
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A = 6 ' Acuodrodo
a Cuadrado 6
A=60a?
Hexaedro o cubo
A = 8 ' A’rric’:ngulo
Triangulo equilatero 8 A=2/3 o2

Octaedro

a A= 12 ’ Apemdgono
Pentagono regular 12 U
A=30a-ap
Tridangulo equilatero 20 U
A=5/3 o2

Prisma regular y piramide regular

Dodecaedro

Icosaedro

Observa como se calculan el area lateral y el area total de un prisma regular y de una piramide
regular a partir de sus desarrollos planos.

Figura Desarrollo plano Area lateral y area total

+ Area lateral: La superficie lateral forma un rec-

tangulo de base el perimetro P del poligono de la
base y de altura h.
Alc'rerol = P ' h
« Area de la base: Es el area del poligono regular
h que forma la base del prisma.
_Pop
re A 2
P * Area total: La obtenemos sumando el area lateral
y el area de las dos bases.
b

A I=A +2-A

tota lateral base

Prisma

+ Arealateral: Las caras son n triangulos (n = lados
del poligono de la base) de base b y de altura Ap

. Entonces el area lateral es:
_ b-Ap P-ap
lateral - ' 2 - 2
« Area de la base: Es el area del poligono regular
que forma la base de la piramide.

A n ="
A =
+  Area total: La obtenemos sumando el area lateral
S, y el area de la base.

P-ap
Pirdmide Aia = A +A
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Areas de cuerpos de revolucion

Cilindro y cono

Veamos como podemos calcular el area lateral y el area total de un cilindro y de un cono, de

generatriz g y radio de los circulos de las respectivas bases r, a partir de sus desarrollos planos.

Figura Desarrollo plano

L

Cilindro

Cono

Superficie de la Esfera

La esfera no tiene desarrollo
plano, tendremos que buscar
8 . otro método para poder calcu-

lar su area.

Arquimedes, en el siglo Il a.
C., obtuvo que el area de una esfera de ra-
dio ry el area de un cilindro de generatriz 2r
y de radio r satisfacen la relacion siguiente:

=2
esfera 3 cilindro
Como el area de este cilindro es
A_ =6 mr? obtenemos la siguiente for-
cilindro
mula: A =4 1mrl.

esfera

A =A

Area lateral y area total

Area lateral: La superficie lateral forma
un rectangulo. La longitud de la base de
este rectangulo es la longitud de la cir-
cunferencia de radio r y su altura es g.

A =27nr-g

lateral

Area de la base: Las bases del cilindro son
circulos de radio r. El area de cada una es:

A =mr?

base

Area total: La obtenemos sumando el

area lateral y el area de las dos bases.

+2-A, . =2mr-g+2nrr=2
nr-(g+r)

total lateral

Area lateral: La superficie lateral es un
sector circular de longitud de arco 2 try
de radio g. Asi:

A =21Tr~g=11r-g

lateral 2

Area de la base: La base del cono es un
circulo de radio r. Asi, su area es:

Area total: La obtenemos sumando el
area lateral y el area de la base.

=A +A

total  * lateral

=nr-g+mnri=mnr-(g+r)

base

El area de una esferaderadiores: A . =4mr?

esfera

Calculemos el area de
esta esfera.

Aplicamos la expre-
sién anterior.

Ejemplo 14

A =Anr?=4mw-16=

esfera

64 1t = 200,96

El area de una esfera de 4 cm de radio es
200,96 cm?.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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Areas de cuerpos compuestos

Como en las figuras planas, para calcular el area de un cuerpo geométrico, podemos des-
componerlo en cuerpos geométricos cuyas areas sepamos calcular y, a partir de estas,
obtener la del cuerpo geométrico inicial.

Calculemos la cantidad de cartulina que se ha de  Calculamos las areas de estas superficies:
utilizar para construir la maqueta de un campanario i

como este (sin tener en cuenta las pestafias) sicon- ° Area lateral del prisma. La altura es de 20
m Y su base es un cuadrado cuyo perimetro

mide 24 m. Asi, su area lateral es:
Al=P-h=24-20=480m?

sideramos la razon de semejanzak=_1.

*  Area lateral de la piramide. Para cal-
cularla necesitamos conocer la apote- ;. | \ap
ma. Asi, hemos de aplicar el teorema
de Pitagoras al triangulo de la figura.
ap?=h?*+1?

ap2=82+32=73=>ap=ﬁ ~8,5

im

Entonces, el area lateral de la piramide es:

* Calculamos el area del campanario. Para ello, A= P-ap_24-85_ 102 m?

. L 2 2
observamos que esta formada por la superficie
lateral de un prisma de base cuadrada y porla ° Después, obtenemos el area del campanario.

de una piramide. A =A +A,~480+102=582m?

campanario

* Finalmente, obtenemos el area de la maqueta.
Debemos utilizar la siguiente relacion:

‘maqueta — kz
campanario
Asi:
1 2
—12. — . — 2
maqueta k Acampanario - <2_0> 582 = 1’46 m

Por lo tanto, necesitaremos 1,46 m? de cartulina
para construir la maqueta.

3.7. Volumenes de cuerpos geométricos

M.4.2.21. Calcular el volumen de piramides, prismas, conos y cilindros aplicando las férmulas respectivas. Resolver problemas que im-
pliquen el calculo de volimenes ( Ref. M.4.2.22.).

Todo cuerpo ocupa una determinada region
del espacio.Fijémonos en estas dos pilas
de cajas.

Todas las cajas son iguales y hay el mismo
numero de cajas. Por lo tanto, aunque la
forma de ambas pilas sea diferente, el es-
pacio que ocupan es el mismo.

. . . El volumen de un cuerpo es la medida del es-
Decimos que las dos pilas de cajas ocupan el pacio que ocupa.

mismo volumen.
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Volumenes de poliedros

Veamos como se calculan los volimenes
de los poliedros mas sencillos: el prisma y
la piramide.

Prisma

Consideramos un prisma de altura h como
el de la izquierda.

— En el prisma caben vein-
ticuatro cubos de 1 cm
de arista.

— Cada cubo tiene un vo-
lumen de 1 cm?.

prisma es de 24 cm® Fijate
en que el volumen del prisma
coincide con el producto del
area de la base por su altura.

A h=6-4=24>V

base prisma

i Por lo tanto, el volumen del
: =24 cm3

El volumen de un prisma de altura h es el pro-
ducto del area de su base por su altura.

prisma base

Si el prisma es un cubo de arista a, como el
area de la base es a?, tenemos:

=A -a=a"-

cubo base

Calculemos el volumen de este con-
tenedor.

— Calculamos el area de la base.
A =4.2=8

base

— Aplicamos la férmula anterior para
obtener el volumen del prisma.

Vom=A,.h=8-25=20 i

Ejemplo 16

prisma base

Por lo tanto, el volumen del conte-
nedor es 20 m3.

Volumen de la Piramide

Consideramos una piramide de altura h
dentro de un cubo de arista a, siendo a el
doble de h, como muestra la figura. Pode-
mos comprobar que, en este caso, dentro
del cubo puedes colocar seis piramides
iguales de altura h.

—EI volumen de la piramide es la sexta
parte del volumen del cubo.

— El area de la base de la piramide, A, es
el area de la base del cubo, a*

Por lo tanto, tenemos:

pirGmide N

El volumen de una piramide de altura h es igual
a un tercio del producto del area de su base por
su altura. A h

base

pirdmide B 3

= Calculemos el volumen de esta pi-
=) ramide.

Q rs

= —Calculamos el area de la base:
2, _ 6:3

w base 2

— Aplicamos la férmula anterior
para obtener el volumen de la pi-
ramide.

Vpirc’nmide - 3

Por lo tanto,
el volumen de
la piramide es
de 36 cm3.

12cm
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Volumenes de cuerpos de revo-
lucién

Hemos obtenido el volumen de los prismas
y el de las piramides a partir del volumen del
cubo. A continuacion, calcularemos los volu-

menes de los cuerpos de revolucion compa-
randolos con los de prismas y piramides.

Cilindro

Consideremos un cilindro de altura h y de
radio r.

Podemos imaginar el cilindro
como un prisma regular de
un numero elevado de caras,
como muestra la figura. En-
tonces se cumple:

— La altura del prisma h
coincide con la altura del
cilindro.

— El area de la base del pris-
ma coincide con el area de
la base del cilindro.

Por lo tanto, tenemos:

Vv =V

cilindro prisma base

h

Calculemos el volumen de este bidén. ¢Con
cuantos litros de agua lo podemos llenar?

Calculamos el volumen del bidén.

— Calculamos el area de la base:
A =1w-05%=~0,79

base

— Aplicamos la formula anterior para obte-
ner el volumen del cilindro.

Calculamos ahora la capacidad del bidén
en litros: 1,26 m®* = 1,26 k¢ =1 260 ¢.

Podemos llenar el bidon con 1 260 ¢ de
agua.

A, h~079-1,6=126

cilindro — *ba

El volumen del bidén es de 1,26 m®.
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Cono

Consideremos ahora un cono de altura h y
de radior.

Podemos imaginar el cono
como una piramide regular
de un numero elevado de ca-
ras, como muestra la figura.

Entonces se cumple:

— La altura de la piramide h
coincide con la altura del
cono.

— El area de la base de la
piramide coincide con el
area de la base del cono.

Por lo tanto, tenemos:

= = base’ h
cono pirédmide T

El volumen de un cono de altura h y de radio r
es igual a un tercio del producto del area de su
base por su altura.

V = —Abose'h=nr2'h

cono Vpirémide - 3 3

El volumen de un cilindro de altura h y de radio
r es igual al producto del area de su base por su
altura. V, =A -h=mnr’-h

cilindro base

Calculemos el volumen del cono de la de-
recha.

— Hallamos el area de la base:
A =T1-52~78,5.

base

— Aplicamos la férmula anterior para obte-
ner el volumen del cono.

AN _ 78572

Voo™ —25 5 = 1884

Por lo tanto, el volumen del cono es de
aproximadamente188,4 cm?.

72cm



Esfera

A continuacion, consideraremos una esfera
de radior.

Para determinar el volumen, consideraremos la esfera
formada por un gran numero de piramides, con vértice
en el centro de la esfera y altura igual al radio de esta.
Entonces, se cumple:

— El volumen de cada una de las piramides es:

pirdmide 3

— El volumen de la esfera es la suma de los volume-
nes de las piramides que la forman.

VIRV AT . AT .o (A, tALT )T
1 2 "

3 37 3

esfera

— El area de la esfera es igual a la suma de las bases
de todas las piramides que la forman.

- _ 24 s
Vesora™ glr'(AbW+Ab2+"')_ g'f'ATCI' =3 mr

El volumen de una esfera de radio r es igual a
cuatro tercios del producto del numero m por el
radio al cubo.

N —
Vefd_snr

esf

Calculemos el volumen de este depdsito.

— Aplicamos la férmula anterior para obte-
ner el volumen de la esfera.

Ejemplo 20

4 4
. . 3
Vv 3 = 3 5% = 523,33

esfera

Por lo tanto, el
volumen del
deposito  es
de 523,33 mS.

Volumenes de cuerpos compuestos

Podemos calcular el volumen de un cuerpo
geomeétrico compuesto dividiéndolo en cuer-
pos geométricos de los que sepamos calcu-
lar sus volumenes.

Calculemos el volumen del siguiente cuer-
po geomeétrico:

20cm

A
. 12cm

”

sem 8

15cm

\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
. I
— Esta figura puede descomponerse en :
un prisma y cuatro semicilindros igua- !
les dos a dos. !
12cm :

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

o A

15cm
15cm
15¢cm

— Calculamos las areas de las bases y el
volumen de cada una de las figuras:

* Areade labase del prisma: A, =12-8=
96 cm?

* Volumen del prisma: V,= A, . h=96-15=
1440 cm3

+ Areas de las bases de los cilindros. En |
este ejemplo, tenemos cuatro cilindros |
partidos por la mitad iguales dos a dos, |
que es lo mismo que tener dos cilindros |
cuyas bases son dos circulos de radios 4 |

cmy 6 cm.
A =T r12 =1-42~50,3 cm?
A,.,=mr =1 6~1131cm?

¢ Voliumenes de los cilindros.
V,=A,., h=503-15=754,5cm?

cl [
V,=A__ -h~113,1-15=1696,5 cm’

base 2

— Finalmente, obtenemos el volumen de la
figura.

V=V +V, +V,~1440 + 7545+ 1696,5 =3 891

El volumen de la figura es de 3891 cm?.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
/
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Estimacion de volumenes

Para hallar los volumenes de los cuerpos geomeétricos, realizamos mediciones de las di-
mensiones del objeto y los valores obtenidos los sustituimos en la férmula con la que pode-
mos calcular el volumen del cuerpo correspondiente.

Es posible que queramos conocer el volumen de un objeto y no dispongamos de instrumen-
tos para tomar sus medidas y poder calcularlo.

En estos casos llevaremos a cabo una estimacion del volumen, que consiste en hallar un
valor aproximado del volumen que queremos calcular.

A continuacion, te presentamos una serie de estrategias que pueden resultarte utiles a la
hora de efectuar una estimacion.

Estrategia Descripcidn Ejemplo
Estimacion Usamos estrategias de Para obtener el volumen de una caja, esti-
de longitudes longitud para estimarlas  mamos sus dimensiones y aplicamos la fér-
y aplicacion dimensiones del cuerpo mula del volumen de un prisma.
de formulas geométrico y aplicamos : -
féormulas para obtener
el volumen.

Adicion repetida | Rellenamos mental- Para medir el volumen de un muro, estima-
mente el volumen que mos el volumen de un ladrillo y contamos el
vamos a medir con la numero de ladrillos que lo forman.
unidad de medida ele-
gida y contamos el nu-
mero de veces que esta
contenida.

Reestructuracion Separamos una parte Transformamos estas dos semiesferas en
del objeto y la unimos una unica esfera.
en otro lugar para ob-

tener un volumen mas
facil de calcular. » | |

‘ Trabajo individual

1. Calcula los volumenes de los siguientes cuerpos geométricos:

it

Vi

c
©
o
o
=3
©
o
o
Qo
[
g
=3
a
©
-
2
<
[<]
[<
(=W
I
=
=1
2
©
[
()]
c
©
)
>
e}
=
=
L2
la)

| 26



Indicadores de evaluacion

Construye figuras simétricas; resuelve problemas geométricos que impliquen el calculo de longitudes con la
aplicaciéon de conceptos de semejanza y la aplicacion del teorema de Tales; justifica procesos aplicando los
conceptos de congruencia y semejanza. (1.1.,1.4.)

Resuelve problemas geométricos que requieran del calculo de areas de poligonos regulares, areas y volume-
nes de piramides, prismas, conos y cilindros; aplica como estrategia de solucién la descomposicion en triangu-
los y/o la de cuerpos geométricos; explica los procesos de solucion empleando la construccién de poligonos
regulares y cuerpos geométricos; juzga la validez de resultados. (1.3., 1.4.)

Escribe V o F segun los enunciados sean Encuentra la respuesta correcta en los ejercicios.

verdadero o falso. ’ )
a. Poligono regular de nueve lados, el radio

a. Linea poligonal abierta es quella que no de la circunferencia es de 8m y la apotema
tiene extremos. () de 6m.

b. Poligonos que tienen nueve lados se lla-

. 1. P=72m; A=571,32m?
man eneagonos. ()

o 2.P=95,22m; A = 285,66m?
c. Un poligono es céncavo si tiene al menos ,
un fiangulo interno céncavo. () 3. P =96,22m; A = 380,88m
d. Si hay poligonos regulares concavos. () b. Trapecio rectangulo de altura 15m y lados
paralelos de 56 y 16m.
Relaciona la columna Poligono con la columna
del area del poligono. 1.P=71,49m; A= 615m’
2. P=175,49m; A = 187,5m?

3. P=73.49m; A =307,5m?

. (b+x)-h
a. Triangulo . 2 Relacione con una linea el nombre de los cuer-
pos geométricos con su area llena el cuadrado
b. Rectangulo Il D-h con los datos de loos cuerpos geométricos.
. . >

c. Rombo Il b-h @

. b-h 12
d. Poligono regular V. Y 12 cm 8cm o

. P-a
e. Trapecio V. P . 5 a c
2 7 em cm 6 cm

Opciones de respuesta Cuerpo Geométrico

a. al, blll, cll, dIV, eV

éa. Prisma 408 crm?

b. all, bl, clll, dV, elV . cuadrangular recto em

c. alll, bll, cl, dIV, eV g ————

d. alV, blll, cll, dV, el ' b. Cilindro 148.8 cm?
c Piramide cuadran- )
i gular rectangular 358 cm

[ 4
Autoevaluacion

Utilizo estrategias de descomposicién en triangulos en el calculo de areas de figuras compuestas, y en el calculo de cuerpos com-
puestos; aplico el teorema de Pitagoras y las relaciones trigonométricas para el calculo de longitudes desconocidas de elementos
de poligonos o cuerpos geométricos, como requerimiento previo a calcular areas de poligonos regulares, areas y volumenes de
cuerpos, en contextos geométricos o en situaciones reales. (1.1, 1.3., 1.4.)
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T ELE,

Para empezar

» ;Cudl es la probabilidad de
que supere el récord actual?

» ¢ Cual sera el promedio de al-
cance de la deportista?

» ;Cudl es la probabilidad de
que la lanza llegue al rango
aceptable?

Contenidos

1. Medidas Estadisticas

1.1.Medidas de tendencia central

1.2. Medidas de dispersién para datos no agru-

pados

Estadistica y probabilidad

¢
Objetivo

Reconocer las relaciones que exis-
ten entre los conjuntos de numeros
enteros, ordenar estos numeros
y operar con ellos para lograr una
mejor comprension de procesos
algebraicos y de las funciones (dis-
cretas y continuas); y fomentar el
pensamiento l6gico y creativo.

3. Probabilidad
3.1. Definicién de probabilidad
3.2.Numeros factoriales

Introduccion

En esta unidad estudiaremos las
medidas de tendencia central vy el
calculo de probabilidades de dife-
rentes eventos.

3.3. Métodos de conteo

1.3. Medidas de dispersién para datos agrupados

2. Medidas de posicion estadistica

2.1. Cuartiles, deciles y percentiles

| .
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1. Medidas estadisticas

1.1. Medidas de tendencia central

DCD. M.4.3.7. Calcular e interpretar las medidas de tendencia central (media, mediana, moda) y medidas de dispersién (rango,
varianza y la desviacion estandar) de un conjunto de datos en la solucién de problemas.

La etapa final de un estudio estadistico es el
andlisis de los datos recogidos con el fin de
que puedan ser de interés.

En el caso de la estadistica unidimensional,

la informacion contenida en tablas y grafi-

cos puede ser descrita mediante ciertos va-

lores, denominados o medidas

estadisticas. Estas medidas pueden ser de
, de o de

El objetivo principal de las medidas de ten-
dencia central es poder representar por me-
dio de un solo numero al conjunto de datos,
es decir, dar valores representativos de la
distribucion de frecuencias, situados en al-
gun lugar intermedio, alrededor del cual, se
encuentran los otros valores. Nos indican
dénde tienden a concentrarse los valores.

Las medidas de centralizacion son valores
considerados representativos de la serie de
datos. Los mas utilizados son: la , la

yla

Parametros de centralizacion en

Los mas usuales son la moda, la media arit-
mética y la mediana. Recordemos sus defi-
niciones y como se calculan segun se trate
de datos agrupados o no.

— : Es el valor de la variable con mayor
frecuencia absoluta. Se representa por

Si los datos estan agrupados en interva-
los, se toma como valor aproximado de la
moda la marca de clase del intervalo con
mayor frecuencia absoluta, que se llama

Puede ocurrir que la moda no sea unica,
es decir, que haya mas de un valor con
la frecuencia maxima. Se habla entonces
de distribuciones ,

Para obtener el valor de la moda, basta
observar en la tabla de frecuencias co-

rrespondiente el valor de la variable (o el
intervalo de clase si los datos estan agru-
pados) con mayor frecuencia absoluta.

Asi, para los datos de la primera tabla 3,
la moda es
Numero de hijos de las

familias de cuarenta
estudiantes de 1.° de

Duracion (en horas) de
treinta focos

Bachillerato Numero de Frecuencia
. . horas absoluta (n))
Numero de = Frecuencia !
hijos (x) = absoluta (n) (310,420) 1
1 7 (420, 530) 9
2 14 (530, 640) 11
3 9 (640, 750) 5
4 8 (750, 860) 3
5 2 (860,970) 1

En el caso de la segunda tabla 4, la clase
modal es (530, ) y tomaremos como
valor aproximado de la moda su marca
de clase:

— : Es el valor que se ob-
tiene al dividir la suma de todos los valo-
res de la variable entre el numero total de
estos. Se representa por x.

Calculamos mediante la expresion:

X0y
i=1 =2Xi'fi

X=1=
N i=1

Asi, para los datos de la tabla 3:

_ 1 7+2:14+3:9+4.-8+5-2 _104 _

X 0 0

26

Analogamente obtenemos, para los datos
de latabla 4, x =

Donde: x, : Variable (marca de clase); n.:
Frecuencia absoluta; N : Numero de datos.
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— : Es el valor que ocupa el lugar

central en un conjunto ordenado de da-
tos. Se representa por

El calculo de la mediana solo tiene senti-
do para variables cuantitativas.

Cuando el numero de datos es impar, la
mediana es el valor central de la serie or-
denada de datos. Si es par, no existe un
valor que ocupe el lugar central de la lista,
sino dos. En este caso, tomaremos como
mediana el valor promedio de ambos.

Asi, en la siguiente serie de datos:
20, 20, 23, 23, 25, 25, 25, 26, 29
la mediana es 25, mientras que en la serie:
20, 20, 23, 23, 24, 25, 25, 25, 26, 29

la mediana es:

24425 _ 24,5
2
Podemos obtener también la mediana a
partir de la tabla de frecuencias.

Para ello, basta observar en la columna
de frecuencias absolutas acumuladas si
existe un valor igual a %

* En este caso, la mediana es el prome-
dio entre dicho valor y el siguiente.

e En caso contrario, la mediana es el

primer valor cuya frecuencia absoluta

acumulada es mayor que %

Busca en Internet videos tutoriales para hallar
la mediana de un conjunto de datos usando el
progrma excel.

Halla la mediana de los siguientes datos (estatu-
ras de personas):

2.03m, 1.56m, 1.48m, 1.72m, 1.67m, 1.57m,
1,83m, 1.76m, 1.55m,

Calculemos la mediana de la distri-
bucién de la siguiente tabla.

X, n, N,
1 7

2 13 20
3 10 30
4 7 37
5 3 40

El ndmero total de individuos es N =
40. Luego el valor de% = ‘;_0 =20.
Existe una frecuencia absoluta
acumulada que coincide exacta-

mente con % .

En este caso, la mediana es el pro-
medio entre el valor de la variable
con esta frecuencia y el siguiente:

_2+3
2

Me =25

Calculemos la mediana de la distri-
bucion de la siguiente tabla.

X, n N,
1 7

2 14 21
3 9 30
4 8 38
5 2 40

El niumero total de individuos es N
= 40. Luego el valor de % es:

N = 40 =20

2 2
La primera frecuencia absoluta
acumulada mayor que 20 es 21.
La mediana sera el valor de la va-
riable con esta frecuencia acumu-
lada, es decir, 2.

Me =2



Si los datos estan agrupados en interva-
los, el intervalo que contiene a la media-
na se denomina clase medianal. La marca

El valor de la mediana se puede obtener
geométricamente aplicando el teorema de Tales
a los triangulos de la figura.

de clase de este intervalo puede tomarse
como valor aproximado de la mediana,
aunque esta puede determinarse con ma-
yor precision a partir de la expresion:
N
o Ni-l
Me=L+h-
n

1

siendo:

— L, el extremo inferior de la clase media-
nal.

—h, la amplitud de los intervalos de clase.
—N, el nUmero de datos.

—N. _,, la frecuencia absoluta acumulada
del intervalo anterior a la clase medianal.

—n,, la frecuencia absoluta de la clase me-
dianal.

(@) Mundo Digital

N | :

Lli Me LI.-

Busca en Internet videos tuto- riales para
hallar la media- na de un conjunto de
datos usando el progrma excel.Halla la me-
diana de los si- guientes datos (estaturas
de personas):2.03m, 1.56m, 1.48m, 1.72m,
1.67m, 1.57m, 1,83m, 1.76m, 1.55m,

Intervalo  Marca de clase n N, PY oL

a Trabajo individual
[310, 420) 365 1 1
[420, 530) 475 9 10 1. Calcula la moda, la media aritmética y la
[530, 640) 585 1 21 mediana para los datos del ejercicio 4, pagi-
[640, 750) 695 5 26 na 209.
[750. 860) 805 8 | ® . El nimero de faltas de ortografia cometidas
[860, 970) 915 1 30 por cuarenta estudiantes de 1.° de Bachillerato

Calculemos la mediana de la distribucion
de latabla sobre tiempo de duracién de los
focos.

En este caso% = %] = 15 La primera
frecuencia absoluta acumulada mayor que
15 es 21. Luego la clase medianal es [530,

640). Por tanto:

L =530 la media aritmética y la mediana. S
h=110 Medida del térax (cm) | Numero de individuos K
N=230 Me =530 + 110 - 15;]]0 =580 [80, 85) 9 §
N171= 10 [85,90) 91 §
[90, 95) 509 £

n=1l [95, 100) 937 &
[100, 105) 694 E

Esto significa que la mitad de los focos [105,110) 201 5
tiene una duracioén inferior a 580 h. [110,115) 31 :§
[115, 120) 2 =

a

en un dictado se muestra en la siguiente tabla:

Numero de faltas 0(1(2|3|4|5]|6

Nimerode estudiantes | 7 | 9 |13 |6 | 3 |1 | 1

— Calcula la moda, la media aritmética y la
mediana.

. Lasiguiente tabla refleja la medida del térax de

un grupo de varones adultos. Calcula la moda,

21 |
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1.2.Medidas de dispersion para datos no

agrupados

Los parametros de dispersion de un conjun-
to de datos nos informan sobre la dispersion
de los datos considerados, es decir, nos di-
cen si estos estan mas o menos separados.

Existen diferentes parametros de disper-
sion. Los mas utilizados son el recorrido, la
desviacion media, la varianza y la desvia-
cion tipica.

Recorrido

Es la diferencia entre el valor maximo y el
valor minimo de la serie de datos. También
se conoce como rango o amplitud, y se re-
presenta por r.

Asi, si consideramos la serie de datos de la
variable estadistica que representa la edad
de los dieciséis estudiantes de un curso de
Astronomia, tenemos:

12 15 15 16 18 19 19 19 22 23 24
24 25 30 31 49

Por lo que el recorrido de esta serie de da-
tos es:

r=49-12=37

El recorrido es un parametro facil de calcu-
lar, pero que ofrece una informacién muy li-
mitada. Asi, nos da una idea de la amplitud
del conjunto de datos, pero esta muy influi-
do por los valores extremos.

Desviacion media

La desviacion media es la media aritmética
de las desviaciones de todos los datos res-
pecto a su media. Se representa por D_.

En general, escribimos abreviadamente:

N p—
2% -X|
D = i=1

27 p S ZIX%-X1 tilizar
m N m N

Calculemos la desviacion media de la distribucion: 5, 3,7, 8, 5, 8,5, 7, 9, 3, 3.

1. Calculemos la media aritmética del conjunto de datos:

5+3+7+8+5+8+5+7+9+3+3 _63 _

X = —_—=

11 11

5,7 = 6 (en la practica no se aproxima la media aritmética)

2. Apliquemosla férmula para calcular la desviacién media:

p - 10-0I*I3-61*|7-61+[8-0]+[5-0]+[8-6]+|5-6[+|7-6[+|9-6[*|3-6[*|3-6]

" 1

_1+3+T+2+7+2+1+1+3+3+3 _2]

D =2

" N 1

‘ Trabajo individual

=19

1. Son encuestados veinte matrimonios respecto a su nimero de hijos y se obtuvieron los siguientes datos:

2:4:2:3:1;2:;4:2:3;0;2:2:;2:3:;2:6:2:3;2;2.

Halla la desviacion media.

2. Los siguientes datos muestran el numero de vuelos internacionales recibidos en el aeropuerto de la ciudad
de Quito durante un mes, construye una tabla de distribucion de frecuencias y halla la desviacion media.

10, 15, 10, 16, 15, 12, 12, 10, 15, 12, 12, 16, 10, 13, 12, 11, 10, 11, 15, 15, 16, 14, 14, 14, 10, 11, 10, 15,

15, 16.



Varianza

Nos indica la variabilidad de los datos, es decir
gue tan alejados estan los datos de su media.

Es la media aritmética de los cuadrados de
las diferencias o desviaciones de cada dato
hasta la media:

Varianza poblacional (para una poblacion:
& 2 (% -x)?

N
Varianza muestral

(para una muestra):

2= Yo -X) ¥, Xiz
N-1 N-1

-x2

El simbolo o es la letra griega sigma.
Corresponde a la «s» de nuestro alfabeto.

Desviacion tipica o desviacion estandar

Es sin duda la medida de dispersion mas im-
portante, ya que sirve como medida previa al
calculo de otros valores estadisticos.

Una férmula alternativa para el calculo de la va-
rianza es:

Para obtener la varianza a partir de esta expresion,
completamos la tabla de frecuencias con las si-
guientes columnas:

La desviacion tipica se define como la raiz
cuadrada de la media de los cuadrados de
las desviaciones con respecto a la media de
la distribucion. Es decir: la raiz cuadrada de
la varianza.

.y X-%x |2

Parael casode unapoblacion o= 2x-x 7 N |
- %)2

Para el caso de una muestra s= —Z(;I‘ 1")

Analicemos el siguiente ejemplo:

La muestra obtenida de las puntuaciones en un examen por grupo de estudiantes
es la siguiente: 6, 8, 10, 12, 14. Hallemos la desviacion estandar de la muestra.

1. Hallemos la media del conjunto de datos: x-

2. x 6 8 10 12
Ix-X|_____ 4 2 0. 2
|x-X|2 16 4 0 4

i Trabajo individual

6+8+10+12+14 _50 _

10
5 5

14

4 40
N S= [—
Luego / 2

1. Las puntuaciones obtenidas por un grupo de estudiantes en un examen han sido las siguientes:

15, 20, 15, 18, 22, 13, 13, 16, 15, 19, 18, 15, 16, 20, 16, 15, 18, 16, 14, 13.

a. Construye la tabla de distribucion de frecuencias.

b. Calcula las medidas de tendencia central de los datos.

c. Halla la desviacion tipica.

2. Elnumero de estrellas de los hoteles de una ciudad viene dado por la siguiente serie:

3,3,4,3,4,3,53,4,3,3,3,2,5,3,3,3,2,35,2,3,3,3,2,5,5,2,2,3,2,1,5, 1,2, 2, 4, 5.

a. Construye la tabla de distribucion de frecuencias.

b. Halla la calificacién promedio de los hoteles segun la cantidad de estrellas.

c. Calcula la desviacion tipica.

Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

253 |



Distribucion gratuita. Prohibida su reproduccion

| 254

1.3. Medidas de dispersion para datos

agrupados

Cuando los datos aparecen agrupados en intervalos, los parametros de dispersion se cal-
culan de esta manera.

Recorrido

En caso de que los datos estén agrupados en intervalos, suele considerarse como recorrido
la diferencia entre el extremo superior del ultimo intervalo y el extremo inferior del primero.

) y : Consideramos las marcas de clase de los dife-
rentes intervalos como diferentes valores de la variable x, y sus frecuencias absolutas como n..

: Es la media aritmética de las desviaciones de todos los datos respecto a
su media aritmética. Se representa por dm.

En general, escribimos abreviadamente:

N

| _
x,: valor de la variable | Z |Xi -X | n; } n,: frecuencia absoluta de x,
}77* d — i=1 (77\
— m |
X: media aritmética | N I N: ndmero total de datos
| |
Calculemos el recorrido, la desvia- Infervalo
cion media, la varianza y la des- de dlases | 1100.120) | [120,140) | [140,160) = [160,180) | [180,200) = [200, 220)
viacion tipica de la distribucion de n 5 6 15 18 7 5
datos que recoge la tabla.
Solucioén
Intervalos de clase = Marca de clase x, Frecuencia n, [x,-X| [x.-X[n,
[100, 120] 110 5 55,45 277,25
[120, 140] 130 6 35,45 212,70
[140, 160] 150 15 15,45 231,75
[160, 180] 170 18 4,55 81,90
[180, 200] 190 17 24,55 417,35
200, 220 210 5 44,55 222,75
[ ] d - 1443,70_ 187
N = 66 N = 66 1443,70 m 66

—En este caso, puesto que los datos estan agrupados por intervalos, el recorrido es la diferencia entre el
extremo superior de Ultimo intervalo de clase y el extremo inferior del primer intervalo de clase. Luego, r =
220-110=120.

—Apliguemos la formula correspondiente para calcular la desviacion media.

d |110-16545] -5+ [130-16545| - 6 + |150- 16545 | - 15+ [170- 16545 | -18 + [190-16545 | - 17+ [210-16545 | -5 _ 1 oo
m 66 ’

—Apliqguemos la primera de las férmulas para calcular la varianza.

|110-165,45|%-5+ |130-16545|%-6+ | 150- 165,45 |2- 15+ |170- 165,45 |- 18 + | 190- 165,45 |%- 17 + |210- 165,45 |*>- 5
2 =712,67
0° = B ¢
66

—Puesto que 0% = 712,67 tendremos que la desviacion tipica es o =\ 712.67 = 26,70.

a Trabajo individual

1. Calcula la moda, la media aritmética y la mediana en la distribucion de datos que aparece en esta tabla.

Intervalo de clases | [2,8) | [8,14) | [14,20) | [20,26)

n 6 14 7 3

i




2. Medidas de posicion estadistica
2.1. Cuartiles, deciles y percentiles

DCD. M.4.3.8. Determinar las medidas de posicion: cuartiles, deciles, percentiles para resolver problemas e interpretar informa-
cion referente a poblacion presentada en varios medios de comunicacion.

Hemos visto que la mediana de una distribu-
cién de datos es el valor que ocupa el lugar
central (o el promedio de los valores centrales
si el numero de datos es par). Por tanto, este
valor deja por debajo el 50% de los datos y por
encima el otro 50%, es decir, divide la distribu-
cioén en dos mitades iguales.

Podemos generalizar este concepto y con-
siderar aquellos valores que dividen la dis-
tribucidn en cuatro partes iguales. Estos va-
lores se denominan

— : Es el valor de la variable
que deja por debajo el 25% de los datos.
Se representa por

— : Es el valor de la variable
que deja por debajo el 50% de los datos.
Se representa por

Es obvio que el segundo cuartil coincide
con la mediana.

— : Es el valor de la variable
que deja por debajo el 75% de los datos.
Se representa por

Para calcular Q, y Q, se procede de manera
analoga a como se hizo para la mediana.
En el caso de datos no agrupados, basta
con observar la columna correspondiente a
las frecuencias absolutas acumuladas.

Se tiene:

Si existe un valor cuya frecuencia abso-
luta acumulada coincide con %, Q, es el
promedio entre dicho valor y el siguiente.
En caso contrario, Q, es el primer valor
que tiene una frecuencia absoluta acu-
mulada mayor que %.

Si existe un valor cuya frecuencia abso-

luta acumulada coincide con 3_!1“, Q, es el

promedio entre dicho valor y el siguiente.
En caso contrario, Q, es el primer valor

que tiene una frecuencia absoluta acu-
mulada mayor que 3_4’1\‘.

Si los datos estan agrupados en intervalos,
buscamos primero el intervalo que contiene
al cuartil. Este sera el primer intervalo con
frecuencia absoluta acumulada mayor que

%en el caso de Q, o 3_4’1\‘ en el caso de Q..

A continuacion, sustituimos en la expresion
correspondiente:

Siendo:

— L, el extremo inferior del intervalo | que
contiene a Q, (respectivamente a Q,).

N 3N
LN SN
Q=L+h-

n, n,

—h la amplitud de los intervalos de clase.
— N el numero de datos.

— N, , la frecuencia absoluta acumulada del
intervalo anterior a |.

—n_la frecuencia absoluta del intervalo 1.

Los percentiles 10, 20, 30, ... 90 se llaman
y se representan por D..

Asi:

D =P,D,=P,,.,D,=Pg
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De la misma manera, podemos dividir la intervalo con frecuencia absoluta acumula-
distribucién en cien partes iguales y consi-  da mayor que XN y sustituimos en la expre-

. . .y 100
derar los valores que dejan por debajo de  sion:
un porcentaje determinado (k %) de datos.
Estos valores se denominan y -
se representan por 100" V-
P P P-p+h. 100
Para calcularlos se procede como en el 1ty
caso de los cuartiles: buscamos el primer
Calculemos Q,, Q,y P,, para los datos de la tabla. X, n N,
Completemos la tabla con la columna de frecuencias absolutas acumuladas | ! 7
como puedes observar en la tabla de la derecha. 2 14 | 21
NN 40 oA LA
Para calcular Q,, hallamos 2 a2 10. 4 5 28
La primera frecuencia absoluta acumulada mayor que 10 es 21, que corresponde | 5 2 40
al valor 2. Luego: Q, = 2.
Para calcular Q,, hallamos ‘1—N : ‘Z—N = 34—40 = 30.
Existe una frecuencia absoluta acumulada igual a 30. Luego: Q, = 3+4 ; 4 - 3,5.
8IN . 8IN _ 81+40 _
Para calcular P, , hallamos 100" 700 - 100 - 32,4.
La primera frecuencia absoluta acumulada mayor que 32,4 es 38, que correspon-
de al valor 4. Luego P, = 4.
Calculemos Q, y P, para los datos de la tabla. el | TeemcoaEs | N
Completemos la tabla 4, pagina 217, (que corresponde a la (310, 420 365 1 1
duracién en horas) con la columna de frecuencias absolutas [420, 530) 275 0 10
acumuladas como puedes observar en la tabla de la derecha. (530, 640) 585 n 2
Para calcular Q,, hallamos 3N : 3N — 3:40 _ 3, 640, 750) 69 S
. . 4 4 4 [750, 860) 805 3 29
La primera frecuencia absoluta acumulada mayor que 22,5 o . : 20
es 26, que corresponde al intervalo [640, 750). Luego: (860, 970)
%_ N,
QL +h- = =640+ 110- 222-21 - 673
n

1

Para calcular P, , hallamos 8IN : 8IN _ 81-30 = 24,3.

100 ~ 100 100
Si ahora procedemos como en el caso anterior, tenemos:

P,, =640 + 110 -

232 _ 7125
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3. Probabilidad

3.1. Definicion de probabilidad

DCD. M.4.3.9. Definir la probabilidad (empirica) y el azar de un evento o experimento estadistico para determinar eventos o

experimentos independientes.

Experimentos deterministas y experi-
mentos aleatorios

Si observamos algunos de los experimen-
tos o fendmenos que ocurren a nuestro al-
rededor, comprobaremos que, para algunos
de ellos, podemos predecir o determinar el
resultado.

En cambio, otros son imprevisibles, es decir,
resulta practicamente imposible predecir o
determinar su resultado.

Fijate en los siguientes experimentos y
comprueba si es posible predecir el resul-
tado o no.

http://goo.gl/asQfwg

https://goo.gl/mniv79

Lanzar un dado y obse-
var la puntuacion de la
cara superior.

Averiguar el tiempo que
tarda un automdvil en
recorrer una distancia
si conocemos su velo-
cidad constante.

QLRI —

B S10Z2403146>0839345607 W

http://goo.gl/dMpCGS

Adivinar el numero que
saldra premiado en el
proximo sorteo de la lo-
teria de Navidad.

d

hitp://goo.gl/TPto9g

Extraer una manzana
al coger una fruta de
una cesta que solo con-
tiene naranjas.

En los experimentos segundo y cuarto, po-
demos determinar su resultado antes de
realizarlos, mientras que en el primero y en
el tercero, no los podemos predecir.

Tenemos asi experimentos deterministas y
experimentos aleatorios.

Los experimentos deterministas son aquellos
en los que es posible predecir el resultado antes
de que se realicen.

Los experimentos aleatorios son aquellos en los
que no es posible predecir el resultado antes de
que se realicen.

Indiquemos los sucesos elemen-
tales y el espacio muestral del ex-
perimento Lanzar un dado de seis
caras.

Sucesos elementales:
{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}
Espacio muestral:
0={1,2,3,4,5, 6}

i Trabajo individual

1. Indica cudles de los experimentos siguien-
tes son aleatorios y cuales no.

a. Extraer una carta de una baraja espafio-
la 'y observar de qué palo es.

b. Calentar una olla con agua y observar a
qué temperatura hierve el agua.

c. Extraer una bola de una funda opaca que
contiene bolas azules y observar su color.

d. Extraer una bola de una funda opaca que
contiene bolas rojas, azules y violetas, y
mirar su color.

e. Lanzar una moneda trucada que siem-
pre sale cara al lanzarla.
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Espacio muestral

Para estudiar un experimento aleatorio, de-
bemos conocer, en primer lugar, todos los
posibles resultados que pueden darse.

es cada uno de los resultados
posibles que podemos obtener en un experimen-
to aleatorio. El espacio muestral, representado
por la letra Q, es el conjunto de todos los resulta-
dos posibles de un experimento aleatorio.

Indiquemos el espacio muestral y los su-
cesos elementales de cada uno de los si-
guientes experimentos.

a. Lanzar un dado.
b. Tirar una moneda.

c. Elegir un color para jugar al parchis.

Experimento Sucesos Espacio
elementales muestral
< ST 2
L g
anzarun | o e | ©={1,2,3,4,5,6}
dadbo
Tirar una : Q ={cara, cruz}
moneda S0
Elegir un Q ={rojo,
color para verde, amarillo,
jugar al azul}
parchis

Generalmente,
al hablar de un
dado, nos referi-
mos al dado de
seis caras con
forma de cubo.
Sin  embargo,
también existen
dados con otras
formas: tetrae-
dro, octaedro,
dodecaedro.

Sucesos

A menudo, lo que nos interesa de un expe-
rimento aleatorio es estudiar aspectos parti-
culares de dicho experimento.

Llamamos a cada uno de los aspectos
que pueden estudiarse de un experimento alea-
torio. Corresponde con una parte del espacio
muestral Q.

Senalamos distintos sucesos en el
experimento lanzar un dado y ob-
servar el resultado.

Algunos aspectos o0 sucesos que
pueden estudiarse de este experi-
mento son:

a. Obtener un numero impar.
b. Obtener un nUmero mayor que 2.
c. Obtener un 4.

Los resultados que caracterizan
cada uno de los sucesos son:

a. Obtener un numero impar, A = {1,
3, 5}.

b. Obtener un nUmero mayor que 2,
B={3,4,5, 6}.

c. Obtener un 4, C = {4}.

Al simbolo @ lo leemos «conjunto vacio» y es
el conjunto que no tiene ningun elemento.

Decimos que se verifica o que ocurre un su-
ceso cuando, al realizar un experimento, el
resultado es uno de los que caracterizan
este suceso.

De entre todos los sucesos que podemos
definir al realizar un experimento aleatorio,
hay algunos que tienen caracteristicas es-
peciales. A continuacién, describiremos los
mas importantes: suceso seguro, suceso
imposible, suceso contrario, sucesos com-
patibles y sucesos incompatibles.



Suceso seguro y suceso imposible

Puede ocurrir que, sea cual sea el resultado
de un experimento, este suceso ocurra con
absoluta certeza, o bien, que no ocurra.

es el suceso que ocurre siempre
que se realiza el experimento aleatorio. Coincide
con el espacio muestral Q.

es el suceso que no ocurre
jamas al realizar el experimento aleatorio. Lo re-
presentamos con el simbolo @.

Sefialamos un suceso seguro y uno
imposible en el experimento de lan-
zar un dado y observar el resultado.

Consideremos el suceso A: Obte-
nemos un numero menor o igual a
6, y escribimos el conjunto de los
resultados favorables a este suceso.

A={1,2,3,4,56}=0Q

Observamos que este suceso con-
tiene todos los resultados posibles
del experimento y, por tanto, coin-
cide con el espacio muestral. Es un
sSuceso seguro.

Si consideramos ahora el suceso B:
Obtener un 7, este suceso no tiene
ningun resultado favorable. Es un su-
ceso imposible. Escribiremos: B = @.

Suceso contrario

En el experimento de lanzar un dado, consi-
deramos los sucesos A: Obtener un numero
par, y B: Obtener un numero impar, y escri-
bimos el conjunto de los resultados favora-
bles a cada uno de los sucesos.

A={2,46} B={1,3,5}

Observa que el suceso B esta formado por
todos los resultados del experimento que
no estan en A, y por lo tanto, estos sucesos
no se verifican simultdneamente.

Sea cual sea el resultado en el experimento
de lanzar un dado, al suceso B lo verificare-
mos si no se verifica el suceso A.

El suceso contrario a un suceso A es aquel al
que lo verificamos siempre y cuando no se veri-
fica A, y se representa mediante Ac.

Sucesos compatibles y sucesos
incompatibles

Si tenemos un experimento aleatorio con
varios sucesos definidos, puede ocurrir
que, al obtener un resultado, verifiquemos
simultdneamente mas de uno de los suce-
sos considerados.

Dos sucesos son si los podemos
verificar a la vez. Caso contrario, son

Los sucesos compatibles tienen algun resul-
tado en comun, y los incompatibles, ninguno.

Sefialamos en el ejemplo 9 de la pagina 233,
los sucesos compatibles, incompatibles y el
suceso contrario de B.

Los sucesos A y B tienen resultados fa-
vorables comunes, 3 y 5, por lo que son
sucesos compatibles.

Los sucesos B y C también son compatibles,
porque tienen en comun el resultado 4.

Los sucesos A y C no tienen ningun resulta-
do en comun, por lo que son incompatibles.

El suceso contrario de B es el formado por
los resultados que no estan en B, es decir,
={1, 2}.

a Trabajo individual

1. Escribe el espacio muestral del experimen-
to: Tirar un dado con forma de tetraedro (fig.
1) y anota la puntuacion que se obtiene.

2. Determina el espacio muestral del experimen-
to: Sacar una bola de una funda opaca que
contiene cinco bolas numeradas del 1 al 5.

3. Determina, para cada uno de los siguientes
espacios muestrales, un posible experimen-
to aleatorio realizado.

a. 0 ={123,124,13,4,5 ,6}
b. Q = {rojo, amarillo, azul}
c. Q={cc, cx, X, xx},

d. c = salir cara, x = salir cruz
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Simulaciones con computadora

Una hoja de calculo resulta muy util para simular experimentos aleatorios cuyos resultados
posibles tienen todos ellos la misma probabilidad de ocurrir.

Simulacién de quinientas tiradas de un
dado

Veamos cdmo generar una tabla, analoga a la de la
actividad 2, que simulara quinientos lanzamientos de
un dado perfectamente equilibrado.

Abrimos el programa de la hoja de calculo y escri-
bimos en la celda A1 un titulo que indicara que en
la primera columna se efectuaran las quinientas
tiradas.

En la celda A2 escribimos la férmula:

B c

1 |Resultado

n: aleatorio. entre (1;6)

y el programa generara un numero entero aleatorio
del conjunto de todos los resultados posible del ex-
perimento: {1, 2, 3, 4, 5, 6}, considerando que cada
uno de los resultados tiene la misma probabilidad,
como sucede en las tiradas de un dado equilibrado.

De esta forma ya tenemos la primera tirada. Para
simular las quinientas tiradas, copiaremos la formula
de la celda A2, en la celda A3y hasta la A501.

Para ello, hacemos clic con el botdn izquierdo sobre
el cuadradito negro de la parte inferior derecha de la
celda A2 una vez activada y, manteniendo presiona-
do el botdn, arrastramos el raton hacia abajo. Veras
que las celdas que vamos marcando quedan desta-
cadas en rojo.

Al soltar el boton del ratéon, se generan numeros
aleatorios. Si hacemos clic en alguna de estas cel-
das comprobaremos que aparece la formula que ha-
biamos escrito en la celda A1.

1 |Resultado

2 Resultado

=S RS a0 ] ]

I~ g ;e W

En caso necesario, repetimos el procedimiento des-
de la ultima celda escrita hasta la celda 501, y obten-
dremos una simulacién de las quinientas tiradas de
un dado.

Una vez reproducida la simulacién del experimen-
to, para construir la tabla repetimos el procedi-

A C | 5]
|Resultade | Fjliro |

miento explicado en la
pag. 227, colocando
el cursor en una de las
celdas que contienen
las notas y siguiendo @
la ruta Datos — Pilo- |
to de datos — Inicio, iz
se selecciona auto- [l
maticamente la lista |
completa y aparece | 5|
un cuadro de didlogo 5 -
de Seleccion de fuen- 35

[Fesultada

1
2
3
o
5
&
7
i

o0 ® (o b
[
pe

|olal Fesulladd 500 |

B L N = IR AR Y A S

tes que aceptamos. .
Al aceptar, aparece otro <. 2.
cuadro de didlogo que |« 6

esquematiza cémo cons-

truir una tabla. En este caso, veremos que aparece
un botén Resultado, que arrastramos a la zona Cam-
pos de filas.

También debemos moverlo a la zona Campos de
datos. Sin embargo, en este caso, no interesa lo
que aparece, Total-Resultado, sino que queremos
el recuento de frecuencias absolutas. Para ello ha-
cemos doble clic sobre el botén Total-Resultado y
del cuadro con las opciones que aparecen seleccio-
namos Contar. Una vez escogida aparecera Canti-
dad-Resultado.

Para que la tabla aparezca en la parte superior de
la pantalla debemos hacer clic el botén Opciones,
con lo que se abrira un desplegable complementa-
rio del pop up, y a continuacidon hacemos clic con el
cursor sobre la celda que queremos que aparezca
pegada la tabla, y seguidamente ya podemos hacer
clic Aceptar.

De nuevo podemos comprobar la versatilidad de una
hoja de calculo haciendo de forma muy sencilla nue-
vas simulaciones de quinientas tiradas.

En efecto, si hacemos clic Ctrl + May + F9, gene-
raremos una nueva simulacion. Y para actualizar la
tabla, basta hacer clic con el botén derecho del ratén
sobre la tabla y escoger, del menu desplegable que
aparece, la opcion Actualiza.

\: Opciones 4 |
—

| S

Resultado

Resultado en |-no definido- ;] [.$Hoia 1.$A$503

| =)




Operaciones con eventos: unién,
interseccion, diferencia

Con los sucesos de un experimento aleatorio,
podemos efectuar diferentes operaciones.

Consideremos en el experimento aleatorio
de lanzar un dado, los sucesos A: Obtener
un numero menor que 4, A={1, 2,3}, y B:
Obtener un multiplo de 3, B = {3, 6}.

Unién

Denominamos unién de los sucesos A 'y B
al suceso formado por todos los resultados
que estan en A o en B. Lo representamos
por AU B.

El suceso A U B lo verificamos si se verifican
A o B.

AUB

AUB={1,2,3}U{3,6}={1,2,3,6}
Interseccion

Llamamos interseccion de los sucesos A
y B al suceso formado por todos los resul-
tados que estén en Ay en B a la vez. La
representamos por A N B.

Al suceso A N B lo verificamos si se verifican
simultaneamente Ay B.

ANB

ANB={1,23}n{3,6}={3}
Diferencia

Llamamos diferencia entre el suceso A y el
suceso B al suceso formado por todos los
resultados que estan en A, perono en B. La
representamos por A - B.

Al suceso A - B lo verificamos si se verifica
A pero no se verifica B.

A-B={1,23}-{3,6}={1,2}

AUB={xeQ/xeAox€eB}

ANB={xeQ/xeAyxeB}

A—B={xeQ/xeAyx¢&B}
At={x €Q/x ¢A}

Puedes usar tu calculadora cientifica para
calcular la media aritmética. Para ello debes
seguir estos pasos:

a. Con la tecla @ deberas activar el modo
de trabajo SD (de Standard Deviation o
Desviacion estandar).

b. Para entrar un dato lo escribiras en la pan-
talla y le daras a la funcién

(sin él @ ; el modo SD ya lo activa). La
calculadora te indicara con la letra n cuan-
tos datos tienes entrados.

s

c. Finalmente, pulsa ‘@ E&
y escoge ACQ 0P=%=0,5

d. x que es la forma simbdlica de representar
la media.

e. Para pasar a otro conjunto de datos @ @
y escoge Scl (Stat Clear o Limpiar datos
estadisticos).

a Trabajo individual
1. Lanzamos un dado con forma de dodecaedro.

— Considera los sucesos A: obtener un nu-
mero par; B: obtener un multiplo de 3; y
C: obtener un numero mayor o igual a 7,
y describe los siguientes sucesos:

a. AUB
b. BNnC
c. C-A

d A-B
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Operaciones con eventos: com-
plemento

Complementario o contrario

Denominamos complemento o contrario del
suceso A, y lo representamos con A, al su-
ceso formado por todos los resultados del
experimento que no estan en A, es decir, la
diferencia Q - A.

Ac =0-A={1,2,34,56}-{1,23}={4,5,6}

Al suceso Ac lo veri-
6 ficamos si no se ve-
rifica A.
4 5
Ac

Extraigamos una carta de una ba-
raja y observemos su palo. Efec-
tuemos las siguientes operaciones
con los sucesos P: sacar diamantes
0 corazones negros; Q: Sacar tré-
boles o corazones rojos; y R: Sacar
corazones negros 0 Corazones rojos.
a.QUR c. Q-P

b.QNR d. R

Sidesignamos los cuatro palos de la
baraja por O (diamantes), C (tré-
boles), E (corazones rojos) y B
(corazones negros), tenemos
que el espacio muestral es:

Q={0,C E B}

Los sucesos definidos son:
P={0,C}; Q={0,E B} R={C B}
De esta forma:

a. QUR={0,E,B}U{C,B}={0,CE, B}
b. Q nR={0,E, B} n {C,B} = {B}

c. Q-P={0,E B}-{0,C} = {E, B}

d.R*"=Q-R={0,CEB}-{C,B} =
{0, E}
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a Trabajo individual

1.

Extraemos una carta de una baraja espario-
la 'y miramos el palo.

Considera los sucesos A: obtener una
copa; B: Obtener una figura, y describe los
siguientes sucesos:

AUB*
Ac

AUB
d. A°N B

o oo

. Extraemos una papeleta de una urna donde

hay veinticinco papeletas numeradas del 1
al 25.

Considerando los sucesos A: obtener un
numero primo; y B: Obtener un numero tal
que la suma de sus cifras sea par, describe
los siguientes sucesos:

AUB*
A°nN B¢
A°U B¢
AUB

a0 oo

Indica los sucesos elementales y el espacio
muestral de cada uno de los experimentos
y determina de las respuestas dadas, ¢ cual
es la correcta?.

Tirar una moneda y un dado simultanea-
mente.

a. Moneda: {C,C} Dado: {1,2,3,4,5,6}
Moneda/Dado: Q = {(C,1), (C,2), (C,3),
(C.4), (C)5), (C,6)}

b. Moneda: {+,+}  Dado: {1,2,3,4,5,6}
Moneda/Dado: Q = {(+,1), (+,2), (+,3),
(+,4), (+,5), (+,6)}

c. Moneda: {C,+} Dado: {1,2,3,4,5,6}
Moneda/Dado: Q = {(C,1), (C,2), (C,3),
(C4), (C.)5), (C86),

(+.1), (+.2), (+,3), (+,4), (+,5), (+,6)}

. Calcula la probabilidad del experimento

aleatorio, extraer una baraja del naipe y cal-
cula la probabilidad de los siguientes suce-
sos. Encuentra la respuesta correcta

a. Obtener brillos.
b. Obtener una figura.
c. Obtener una carta menor que 5.

P(A)=£=%=G,25=25% P(A)=£=%=U,25=25%

P(B)=%=%=G,23=23% P(B)=£=%=O,25=25%

P(C)=E=i=0,307=30,?% P(c)=§=i=0,307=30,7%
52 13 52 13



3.2. Métodos de conteo

DCD. M.4.3.10. Aplicar métodos de conteo (combinaciones y permutaciones) en el calculo de probabilidades.

Combinatoria

Hasta ahora, hemos efectuado el recuento
de posibilidades a partir del diagrama en ar-
bol, y hemos aplicado el principio multiplica-
tivo en los casos en los que ha sido posible.

Sin embargo, estas técnicas no resultan
practicas cuando el numero de configura-
ciones es elevado vy, sobre todo, cuando el
diagrama no es regular.

Existen técnicas de recuento de posibilida-
des alternativas al diagrama en arbol, no tan

intuitivas, pero mucho mas practicas. La
combinatoria se ocupa de su estudio.

La es la parte de la matematica
cuyo objetivo es estudiar las configuraciones po-
sibles en los problemas de contar, asi como las
técnicas necesarias para poder contarlas.

Estudiemos, a continuacion, algunas de las
técnicas para contar mas usuales:

Variaciones, permutaciones y combina-
ciones.

En un campeonato de tenis, los cuatro jugadores que han llegado a las semifina-
les son: Rafael, Carlos, Helena y Andrea. Si solo los finalistas reciben trofeo, ¢ de
cuantas maneras pueden repartirse los dos premios? Confeccionamos el diagra-
ma en arbol para obtener el niumero de configuraciones posibles.

Obtenemos 12 configuraciones posibles.

Campeodn Subcampedn Configuracion

Carlos Rafael - Carlos

Rafael Rafael < Helena Rafael - Helena
Andrea Rafael - Andrea

Rafael Carlos - Rafael

Helena Carlos 4 Helena Carlos - Helena
\ Andrea Carlos - Andrea

Rafael Helena - Rafael

Andrea Helena Carlos Helena - Carlos
Andrea Helena - Andrea

Carlos Rafael Andrea - Rafael
Andrea Carlos Andrea - Carlos
Helena Andrea - Helena

Fijate en que cada configuracion esta formada por dos jugadores de los cuatro po-
sibles. Importa el orden de colocacion, ya que no es lo mismo quedar primero que
segundo y, ademas, no hay repeticion de premios, puesto que no puede quedar

primero y segundo un mismo jugador.

Decimos que estas configuraciones son variaciones ordinarias o sin repeticién de
cuatro elementos tomados de dos en dos.

‘ Trabajo individual

1. Queremos pintar una bandera formada por tres
franjas verticales de tres colores diferentes. Si
disponemos de pintura roja, azul, gris, verde y
negra, jcuantas banderas podemos crear?
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Variaciones

En general, diremos que:

Las de n elemen-
tos tomados de k en k son las diferentes
configuraciones que pueden formarse
eligiendo k elementos entre n disponi-
bles, de modo que:

Importa el orden de colocacion de los
elementos.

No aparecen elementos repetidos en
una misma configuracion.

A partir del principio multiplicativo, obtene-
mos, en la situacién descrita anteriormente,
que el numero de configuraciones es de 4
-3=12.

De forma general, tendremos que el nume-
ro de variaciones ordinarias de n elementos
tomados de ken k, Vn, k, es el producto de los
k primeros numeros naturales consecutivos,
en orden decreciente, comenzando por n:

Observa, en el siguiente ejemplo, el célculo
del numero total de variaciones ordinarias a
partir de la férmula planteada.

Solo es posible considerar variaciones ordina-
rias de n elementos tomados de k en k para k
<n.

Esto se debe a que no podemos formar configu-
raciones de mas elementos de los que tenemos
disponibles.

a Trabajo individual

1. Enuna comunidad de 18 vecinos, ¢ de cuan-
tas maneras pueden elegirse al presidente,
al tesorero y al vocal, si un vecino no puede
tener mas de un cargo?

2. ¢Cuantos numeros de cuatro cifras distintas
pueden formarse con los numeros del con-
junto {2, 4, 6, 8}?

— ¢,Cuantos son menores que 6 0007?

¢ Cuantos numeros de tres cifras
distintas pueden formarse con los
numeros del conjunto {0, 1, 2, 3}?
¢Cuantos de estos numeros son
mayores que 2307

Importa el orden de colocacion de
los elementos, no intervienen todos
los elementos en todas las configu-
raciones y no pueden repetirse los
elementos. Son variaciones ordina-
rias de cuatro elementos tomados
de 3 en 3.

V43=4-3-2=24

Pueden obtenerse veinticuatro nu-
meros, entre los cuales hemos con-
siderado los que empiezan por 0.

Hallamos cuantos numeros empie-
zan por 0.

V32=3-2=6

Asi, el total de numeros que pueden
formarse es:

V4,3-V3,2=24-6=18
Pueden formarse 18 numeros.

— Puesto que empieza por 23, son
menores todas las configuracio-
nes que:

Empiezanpor1:1__V3,2=3-2=6
Empiezan por 20:20_V2,1=2-1=2
Empiezan por 21: 21_V2,1=2-1=2

Por tanto, numeros menores que
230 hay: 6 +2+2=10.

Asi, 230 ocupa el lugar 11. Halla-
mos cuantos numeros son mayores
que 230.

18-11=7

Hay 7 numeros mayores que 230.



Variaciones con repeticion

Es posible que, alguna vez, te hayas encon-
trado en una situacion como la que se plan-

tea en el siguiente ejemplo.

En un concurso de fotografia al que
se presentan tres personas, se re-
parten dos premios. ¢De cuantas
formas diferentes pueden entregar-
se los trofeos si es posible que un
mismo autor reciba los dos premios?

Confeccionemos el diagrama en arbol.

A AA
A ~ B __  AB
N cC ___ AC
A - BA

B - B ___ BB
\ C N BC
A —— CA

C < B —— CB
c — ccC

La clasificacion de las tres perso-
nas, A, By C, puede ser AA, AB, AC...
de manera que importa el orden de
colocacion, porque el resultado AB
es diferente al BA, y existe repeti-
cion de elementos, ya que el resul-
tado puede ser, por ejemplo, AA.

Asi, las posibles configuraciones
son 9, porque para cada 3 opciones
del primer premio hay 3 opciones
para el segundo.

Las variaciones con repeticion de n elementos
tomados de k en k son las diferentes configu-
raciones que pueden formarse eligiendo k ele-
mentos entre n disponibles, de modo que:

.

En el ejemplo anterior, a partir del principio
multiplicativo, obtenemos que pueden for-

Importa el orden de colocacién de los ele-
mentos.

Pueden aparecer elementos repetidos en
una misma configuracion.

marse 3 - 3 =9 configuraciones.

De forma general, tendremos que el numero
de variaciones con repeticion de n elemen-
tos tomados de kenk, VR |, es el resultado
de multiplicar k veces n.

Asi, aplicando la férmula al ejemplo ante-
rior, VR, , = 3%, obtenemos las nueve posibi-
lidades indicadas.

* Investiga en Internet sobre el espacio
muestral. Puedes utilizar este enlace:

* https://goo.gl/GrDnIR
* https://goo.gl/iv4Qrf9

* Responde: ;Qué significa ACQ ?

Se lanza una moneda tres veces al aire.

» Elabora un diagrama en arbol del experi-

mento.
cara cara cara
l cara
cruz cara cruz
cara cruz cara
l cruz
cruz Cruz cruz

Cuatro sucesos elementales, E= {cara cara,
cara cruz, cruz cara, cruz cruz}

‘ Trabajo individual

1. Cuantos numeros de tres cifras hay de
modo que las tres cifras sean impares?

2. ¢Cuantas palabras de tres letras (con o sin
sentido) pueden formarse con las letras A, B,
C, D, E, Fy G? ;Cuantas comienzan por B?

3. Enunafabrica se solicitan a 6 personas para
trabajar en el departamento de Producciony
ocho personas solicitan las vacantes. ¢De
cuantas formas pueden ser llenadas las va-
cantes si la primera persona recibe mayor
salario que la segunda?

4. En una jornada futbolistica, ¢cuantas qui-
nielas diferentes es posible rellenar? Consi-
dera que la quiniela tiene catorce partidos.

5. Una bolsa contiene cinco bolas numeradas
del 1 al 5. Se extraen tres 7. bolas sucesi-
vamente con reposicién (devolviendo cada
vez la bola a la bolsa). ¢ Cuantos resultados
distintos es posible obtener?
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Permutaciones

Un caso especial de variaciones son aquellas en las que intervienen todos los n elementos
disponibles, se llaman permutaciones. Por lo tanto:

Pn=Vn,n
Las de n elementos son las diferentes configuraciones que pueden formarse
de manera que:
Importa el orden de colocacion de los elementos.
No aparecen elementos repetidos en una misma configuracion.

En cada configuracién intervienen todos los elementos.

En el festival de fin de curso, los estudiantes de una clase han preparado seis
canciones. ¢De cuantas maneras diferentes puede programarse el orden de ac-
tuacion?

Si analizamos la situacion, se observa que, en primer lugar, puede presentarse
cualquiera de las seis canciones, es decir, hay 6 opciones; la segunda cancién
puede ser cualquiera de las cinco restantes, es decir, hay cinco opciones, y asi
consecutivamente hasta llegar a la sexta cancion, en la que solo queda una opcidn.

La siguiente tabla recoge el analisis planteado anteriormente:

Primera Segunda Tercera Cuarta Quinta Sexta
actuacion actuacion actuacion actuacion actuacion actuacion

6 canciones| 5 canciones| 4 canciones| 3 canciones | 2 canciones 1 cancion
La unica diferencia entre una presentacion y otra es el orden en que se disponen
las canciones.

Si aplicamos el principio multiplicativo, se obtiene que las seis canciones pueden
ordenarsede 6-5-4-3-2-1 =720 maneras diferentes.

P6 =720

El producto obtenido se acostumbra a escribir, abreviadamente, 6!, y se lee como
6 factorial o factorial de 6.

P6=6-5-4-3-2-1=6!=720

En general, diremos que el numero de permutaciones ordinarias de n elementos,
Pn, es n factorial.

Pn=n!=n-(n-1)-(n-2)-..-1

a Trabajo individual
1. ¢ De cuantas maneras pueden ordenarse 10 libros en una estanteria?

2. ¢ Cuantos codigos de cuatro cifras pueden formarse con los numeros 1, 3,5y 77
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Se han de colocar 5 libros distintos en la estanteria de una libreria. Dos libros perte-
necen a la asignatura de Matematica, y los otros tres, a la de Francés. Si queremos
que los libros de una misma asignatura estén juntos, de cuantas maneras pode-
mos colocarlos?

Los 2 libros de Matematica pueden ordenarse asi:
P2 = 2! = 2 maneras posibles

Los 3 libros de Francés pueden ordenarse asi:

P3 = 3! = 6 maneras posibles

Para cada agrupacion de Matematica existen 6 posibles de Francés. Por lo tanto, si
aplicamos el principio multiplicativo, tenemos:

P2-P3 =12

Pero observemos la figura.

Los dos libros de Matematica pueden estar colocados delante o detras de los de
Francés, por lo que el numero de posibilidades es: 2 - P3 - P2 = 24

Por lo tanto, hay 24 maneras posibles de colocarlos.

En el caso de las permutaciones, también podemos encontrar la situacion de que los elementos se repitan.
La permutacion con repeticion  PRn ™"

se representa por ..., donde n,, .., n, son el numero de elementos repetidos, y su formula es:

PRn ™o 0

| |
n: .. ng:

Su estudio se hara en cursos superiores.

1. ¢ Cuantas palabras de nueve letras (con o sin sentido) pueden formarse utilizando todas las letras de
la palabra universal?

2. Supongamos todos los numeros posibles con las cifras 2, 4, 6, 7 y 8 de manera que en cada numero
entren las cinco y sin repetir ninguna. ¢ Cuantos de esos numeros tendran la terminacién impar?

3. Deben colgarse cinco vestidos distintos en un armario, de los cuales tres son cortos y dos son largos.
a. ¢De cuantas formas distintas pueden colgarse?

b. ¢De cuantas formas diferentes pueden colgarse si se quiere que los vestidos largos ocupen el
primer y el ultimo lugar?

4. Un grupo de ocho amigos esta realizando un viaje en una buseta de ocho plazas. Todos disponen de
carnet de conducir. ;De cuantas maneras diferentes pueden situarse en el vehiculo?
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Combinaciones

Hasta ahora, en las diferentes configuraciones estudiadas, importaba el orden de coloca-
cion de los elementos, pero esto no siempre es asi.

Fijate en el siguiente ejemplo.

Disponemos de cuatro jugos de diferentes frutas (tomate de arbol, limon, pifia y
mora). ¢, Cuantos combinados de tres jugos se pueden hacer si entran todos en la

misma proporcion?

Designemos por A, L, Py M los zumos de los que disponemos.

Ingr. 1 A L
Ingr. 2 L P M A P
Ingrr3 '[P M L M L

Zumo

PP MAMAPLMAMATLL
ALP ALM APL APM AML AMP LAP LAM LPA LPM LMA LMP PAL PAM PLA PLM PMA PML MAL MAP MLA MLP MPA MPL

P M

M A L M A L P
P A P A L

El arbol muestra los diferentes combinados obtenidos con estos zumos. Algunos de es-
tos combinados son idénticos, ya que la mezcla, es decir, el sabor, es el mismo porque
estan compuestos por los mismos zumos, pero colocados en diferente orden.

Asi pues, el numero de combinados con diferente sabor es de 4, que corresponden
a las configuraciones ALP, ALM, APM y LPM.

Observa, en el ejemplo anterior, que el he-
cho de que no importe el orden de los ele-
mentos implica que el diagrama en arbol
que se obtiene no sea regular.

En general:

Las de n elementos
tomados de k en k son las diferentes configu-
raciones que pueden formarse eligiendo k ele-
mentos entre n disponibles, de modo que:

No importa el orden de colocacién de los ele-
mentos.

No aparecen elementos repetidos en una
misma configuracion.

En el ejemplo anterior se han obtenido cua-
tro configuraciones distintas, pero, a dife-
rencia de las variaciones y las permutacio-
nes, en este caso, no es posible aplicar el
principio multiplicativo.

Observa que las configuraciones con los
mismos tres elementos en diferente orden

son una unica configuracion, y que hay tan-
tas como permutaciones de tres elementos.

Esto nos permite razonar que en una com-
binacion no tenemos que considerar la or-
denacion de los elementos agrupados.

Por ello, nos planteamos que:

_ V4’3 432

CR, .= —p- =

=4

Asi, podemos concluir que el numero de
combinaciones ordinarias de n elementos
tomados dekenk, C ,, se obtiene dividien-
do el numero de variaciones ordinarias de
n elementos tomados de k en k entre el nu-
mero de permutaciones de k elementos:

\Y

C — n k

nk ™ Pk



Una vez definida la combinacién ordinaria, veamos algunos ejemplos de aplicacion.

¢ De cuantas maneras pueden extraerse simultaneamente cuatro cartas de una baraja de 487

Las configuraciones son listas de 4 cartas elegidas entre las 48 posibles, de manera que no importa
el orden de colocacion, ni pueden aparecer repetidas.

Son, por lo tanto, combinaciones ordinarias de 48 elementos tomados de 4 en 4.

Asi: A 48-47 -46 -45 .
CRyg, = P4 = 50 =194 580 Hay 194 580 maneras diferentes.

¢, Cuantas diagonales tiene un hexagono regular?

Una diagonal une dos vértices no adyacentes. No importa el orden de colocacion de los vértices y
estos no pueden repetirse. Se trata de combinaciones ordinarias.

De este resultado, tenemos que descontar las configuraciones correspondientes a los lados que
unen dos vértices adyacentes.

Por lo tanto, debemos descontar 6. 15-6=09.

\" 6-5

_ 62 __ —
CR,,= P2~ 21 15 yn hexagono regular tiene nueve diagonales.

Se convoca a un encuentro de médicos para tratar los avances en el trasplante de 6rganos. Veinte
médicos son ingleses, diez franceses y quince espafoles. ;Cuantas posibles conversaciones entre
dos médicos pueden producirse sin que sea necesario un cambio de idioma o de traductor?

Observamos que este problema no presenta una aplicacion directa de la férmula de combinacién.

Las conversaciones posibles entre médicos ingleses son:

4 20-19
CR,,= 5 = ——— =190

Las conversaciones posibles entre médicos franceses son:

v 10-9
CR,, =52 = —— =45

2

Las conversaciones posibles entre médicos esparioles son:

V., 15-14
CRy, = 2 = —— =105

2

En total, obtenemos como numero de conversaciones posibles la suma de todas las conversacio-
nes, ya que cada una es independiente:

Cy, + Cyp,+ Cy5 , = 340. Hay 340 conversaciones posibles.

i Trabajo individual

1. ¢ De cuantas formas pueden elegirse cinco sabores de helados, sin pedir el mismo sabor mas de una
vez, en una cafeteria que oferta diez sabores distintos?

2. Calcula el numero de diagonales que tiene un dodecagono regular.
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Numeros combinatorios. Propiedades

nk

\Y% ,
Tal y como acabamos de ver, C = P’;“ . Fijate en que:

Vor _n-(m-1)-.-(n-k+1)

B, k!
_n-(m-1)-.-(n-k+1)-(n-k) n!
B k! - (n-k)! ~ k! (n-Kk)!
En matematica, un cociente del tipo k'(:—k)' con k <n, se representa abreviadamen-

te por (E) , ¥ se llama numero combinatorio de n sobre k.

Asi, a partir de ahora podemos escribir: €, = ( Z )

Entre las propiedades de los numeros combinatorios, destacamos las siguientes:
+ Para cualquier numero natural, n, se cumple:
(F)=m (5)=t (h)=1
1 0 n
« Para cualesquiera numeros naturales n y k o para k= 0, tales que k < n, se cumple:
(h)=(al)
k n-k

+ Para cualesquiera numeros naturales ny k o para k = 0, tales que k > n, se cumple:

)= ()

Calcula: (g>
<6>: 6! _6-5-4-/3/271’:120:20
3 31-(6-3)! 3-2-1-3-2-1 6

i Trabajo individual

1. Calcula el valor de x:

a (3(5)=(5) v (3)=w

2. s Cuantos triangulos determinan los vértices de un poligono regular de nueve lados?

3. Diana le quiere regalar a su amiga Daniela, por su cumpleanos, tres libros: uno de aventuras, otro
de ciencia ficcién y otro de poesia.Pero ha escogido seis que le gustan mas. ;De cuantas formas
posibles puede escoger los libros?



Indicadores de evaluacion

A

H

Calcula probabilidades de eventos aleatorios empleando combinaciones y permutaciones, el calculo del fac-
torial de un numero y el coeficiente binomial; operaciones con eventos (union, interseccion, diferencia y com-
plemento) y las leyes de De Morgan. Valora las diferentes estrategias y explica con claridad el proceso légico

seguido en la resolucién de problemas. (1.2.)(1.4.)

Con las letras de la palabra MISSISSIPPI, el
numero de agrupaciones tomadas entre todas
sus letras son:

a. 83160
b. 191 600 640
c. 479001 600

d. 166 320
Elvalorde .C =? es?:
a+2 a

a. a*+3a+2

a(a+2)
2!
a(a+1
2!
a+2)(a+1)
2!

b.

~—

C.

| —

d.

Elvalordenen 3- P = P es:
n 4 n-1"5

a. 5

a

jcuantos grupos de letras de tres elementos
pueden formarse, sin repetir con las letras de
la palabra cartén?

25
20
18
120

o 0o T o

¢(Cudntos numeros de cuatro cifras distintas
pueden escribirse con las cifras 0, 2, 4, 6?

4
6
18
. 24

a 0o T o

Si lanzamos una moneda al aire dos veces,
entonces la probabilidad de obtener al menos
una cara es:

a. 3
5
b. 6
35
c. 2
7
d. 3
7
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Glosario
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Aleatorio: Depende de algun suceso
fortuito, casual.

Dispersion: En estadistica, es la distri-
bucién de un conjunto de valores.

Encuesta: Es un conjunto de preguntas
dirigidas a una muestra significativa con
la finalidad de obtener datos para un es-
tudio estadistico.

Error: Incertidumbre en una medida o
estimacion de una cantidad.

Experimento: Hecho inducido o natural
que provoca un resultado.

Fraccion: Es un numero que se obtie-
ne de dividir un entero en partes iguales.
Por ejemplo, cuando decimos «una cuar-
ta parte de la torta», estamos dividiendo
la torta en cuatro partes y consideramos
una de ellas.

Interseccion: Cruce, punto comun de
dos 0 mas rectas o planos.

Interseccion de conjuntos: Conjunto
de los elementos comunes a dos 0 mas
conjuntos.

Intervalo: Porcién de tiempo o de espacio
que hay entre dos hechos o dos cosas, ge-
neralmente, de la misma naturaleza.

Légico-matematica: Es una rama mas de
la matematica que nos permite compren-
der sobre la validez o no de razonamientos
y demostraciones que realizamos.

Mediatriz: Es la perpendicular trazada
desde el punto medio de un lado del trian-
gulo. El triangulo tiene tres mediatrices.

Bibliografia

Muestra: Es una parte de la poblacion
sobre la que llevamos a cabo el estudio.

Notacion cientifica: Utiliza potencias de
10 para representar los ceros que contie-
ne un numero, ya sea antes o despueés
de la coma.

Numero opuesto: Es el que sumado al
numero original da un valor de cero.

Poblacion de un estudio estadistico:
Es el conjunto de elementos objeto del
estudio. Cada uno de los elementos de
la poblacion es un individuo.

Probabilidad: Razdn entre el numero de
casos favorables en la realizacion de un
suceso Y los casos posibles, cuando to-
dos los casos son igualmente posibles.

Razén: Es la relacion entre dos numeros
o cantidades de la misma especie e indi-
ca el numero de veces que la una contie-
ne a la otra.

Sucesién: Conjunto ordenado de nume-
ros segun cierta ley, dichos numeros son
los términos de la sucesion.

Suceso: Resultado de un experimento.

Tabla de verdad: Nos permite visualizar
bajo qué condiciones de las variables
proposicionales una férmula l6gica toma
un valor verdadero y bajo qué condicio-
nes toma un valor falso.

Teorema de Tales: Sirve para determi-
nar si dos rectas que cortan dos rectas
secantes son paralelas o no.

Trigonometria: Estudio de los elementos
del triangulo y el calculo de los mismos.

Matematica 8. Serie Estrategias. Quito: Editorial Don Bosco.

Matematica de 8.0 a 1.0 de Bachillerato. Serie Ingenios. Quito: Editorial Don Bosco.
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