Recomendaciones para funciones lineales

Recomendaciones para el
docente sobre “Funciones
lineales”

Para “Introduccion”

Este capitulo tiene como tema central las funciones lineales. La funciéon lineal es, posi-
blemente, la funcién mas utilizada en las aplicaciones y en la modelizacién matematica
en todas las disciplinas. Con frecuencia, la divulgacién de una disciplina se realiza a
través de informes técnicos o de reportes periodisticos; en estos se usan segmentos
de rectas para demostrar relaciones entre variables. El propésito de esta introducciéon
es presentar un ejemplo de lo anterior. Este sirve para contextualizar y darle sentido
social al conocimiento que los estudiantes obtendran en este capitulo.

Sugerencias metodoldogicas
e Utilice diez minutos del inicio de una clase para realizar esta actividad.
* Pida a un estudiante leer en voz alta la introduccién.

* Diga a sus estudiantes que, en parejas, revisen la tabla de datos y los graficos,
y que traten de responder a las preguntas planteadas. Uno de los estudiantes
puede tomar un punto de vista y su companera o companero, otro.

¢ Escoja dos o tres grupos de estudiantes para que expliquen sus razonamientos.
En este momento no es importante determinar respuestas “correctas”, pues la
actividad tiene el objeto de despertar el entusiasmo y la curiosidad de c6mo res-
ponder las preguntas.

* Finalmente, pregunte a sus estudiantes si han visto en el periédico o en revistas
el uso de rectas en gréficos. Pida a sus estudiantes que para la préxima clase
traigan recortes de revistas, periddicos, informes o copias de alguna pagina del
Internet en la que se utilice un grafico de una recta. Exponga estos recortes alre-
dedor de la clase y empléelos como ejemplos durante todo este capitulo.

Para “Preparacion y repaso”

Como se indicé en el primer capitulo, una funcién puede ser presentada desde cuatro
perspectivas: mediante tablas (numéricamente), mediante graficas (visualmente), me-
diante ecuaciones (simbédlicamente) y de modo verbal. Visualmente, la funcién lineal se
representa a través de una recta. Los estudiantes tienen experiencias anteriores con
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rectas, por lo que es necesario comenzar el estudio de funciones lineales a partir del
conocimiento que los estudiantes tienen sobre rectas. Esta seccién provee la oportuni-
dad para traer al presente el aprendizaje anterior acerca de expresiones algebraicas
lineales y rectas.

Sugerencias metodoldgicas

* Dedique una hora de clase para determinar el nivel de preparacién que tienen
sus estudiantes.

* Pida a sus estudiantes que resuelvan los ejercicios 1.(a), 2.(a) y 3.(a) de la pagi-
na 44 en primer lugar y que luego resuelvan los otros ejercicios planteados.

* Discuta con toda la clase los ejercicios que presentaron dificultades. Recuerde que
una funcién lineal se expresa mediante la ecuacion

y=ax+b,

que representa una recta.

Para “Pendiente”, “Corte” y “Ecuacion” de la recta

Estas secciones desarrollan los elementos de geometria analitica necesarios para sus-
tentar el aprendizaje de funciones lineales. Incluso estudiantes que tienen experiencia
con la determinacién de la ecuacién de una recta requieren tiempo, dedicacién y trabajo
gradual para dominar esta destreza.

Sugerencias metodoldégicas

e Utilice al menos una hora de clase para cada una de las tres secciones.

* Desarrolle conceptualmente la pendiente sobre la base de representaciones gra-
ficas. Utilice los ejemplos del texto y cree otros de manera que sus estudiantes
tengan suficiente practica.

* Introduzca la férmula de la pendiente una vez que sus estudiantes lean con flui-
dez la pendiente de una recta en un plano cartesiano.

e Escriba las formulas generales en una cartulina y manténgala visible hasta fina-
lizar el curso.

* Primero, presente el contenido en la pizarra mediante uno o varios ejemplos y,
luego, proceda a generalizar por medio de formulas.

* Dedique una clase para discutir los problemas de los deberes y realizar una sin-
tesis de lo aprendido en estas tres secciones.

Para “Investigacion: disefio de una rampa”

Esta actividad tiene como objetivos:

* Que el estudiante piense en un problema que puede darse en su entorno inme-
diato y que puede ser resuelto con herramientas de la Matematica; en este caso,
con el concepto de pendiente.
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* Que el estudiante desarrolle una actitud de bisqueda de soluciones.

* Que el estudiante tenga la oportunidad de transferir sus conocimientos practicos
0 sus experiencias respecto a la intuicién sobre la inclinacién o elevaciéon de una
rampa, camino, etcétera, a conocimientos teéricos (el valor de la pendiente) y
viceversa.

* Que el estudiante pueda incorporar otras partes de su saber: el conocimiento
de porcentaje como una razén debe transferirse a su conocimiento de pendiente
como una razon.

* Que el estudiante tenga la oportunidad de discutir sobre ciudadania, derechos y

responsabilidades.

Sugerencias metodolégicas

* Dedique media hora para desarrollar esta actividad.
* Permita que sus estudiantes discutan; no los apresure para hallar una “solucién”.

* Posiblemente la actividad conlleve la discusién del significado del porcentaje; per-
mita que sus estudiantes planteen preguntas sobre este tema y discitalo con toda
la clase al final de la actividad.

* Si la actividad no es finalizada en la clase, puede enviarla como un proyecto y
discutirla nuevamente al final de este capitulo.

Para “La funcion lineal”
Una funcién lineal esta definida a partir de la regla de asignacion
x—ax+b.

El desarrollo conceptual de la funcién lineal se puede fundamentar en las siguientes
nociones y conceptos:

¢ Una maquina que multiplica la entrada por a y al resultado le suma b.

® Una ecuacion que relaciona dos variables x y ¥ mediante la ecuacion

y=ax+b.

* Una grafica de todos los puntos de coordenadas (x,ax + b), que es una recta.

* Una tabla de valores que tiene la caracteristica de que las razones entre las dife-
rencias de y y las diferencias de x son constantes e iguales a a.

Sugerencias metodolégicas

¢ El aprendizaje conceptual debe ser tomado en cuenta en todas las actividades de
esta seccion y en las subsiguientes.

* Ademas de presentar los ejemplos del texto (o pedir a sus estudiantes que los
lean), escoja los ejercicios 3, 5y 6 en las paginas 82 y 82 para discutirlos en la
clase.
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* Si f es una funcién lineal definida por
f(x)=ax+Db,

enfatice en la transferencia de informacién y notacién entre el punto de coorde-
nadas (x,y) que pertenece a la recta de ecuacién

y=ax+b

y la funcion f. Por ejemplo: si el punto de coordenadas (2,3) pertenece a la recta,
entonces se verifica la igualdad f(2) = 3.

Para “Cortes”, “Cero”, “Tasa relativa de cambio”
y “Monotonia”

El estudio de funciones lineales es la primera oportunidad que los estudiantes tienen
para comprender y analizar a profundidad una funcién y sus caracteristicas (evalua-
cién, dominio, recorrido, ceros, monotonia y variacién), por lo que constituye un doble
aprendizaje. El primero es el contenido en si mismo; el segundo es metacognitivo.

Por ejemplo: el corte de la recta con el eje horizontal es el cero de la funcion
lineal; con el segundo aprendizaje, el metacongnitivo, los estudiantes comprenderan
progresivamente que el cero de cualquier funcién es el corte de su grafica con el eje
horizontal.

La variacion relativa o tasa relativa de cambio de una funcién lineal demues-
tra que es constante y que es el coeficiente a de la funcion lineal f definida por

fX)=ax+b.

La variacion es, por lo tanto, la pendiente de la recta, que es, a su vez, la grafica de la
funcién lineal f.

La monotonia de la funcién lineal se presenta como consecuencia de los tres posi-
bles valores para la pendiente de la recta.

Sugerencias metodolégicas

* Recuérdele a su clase el problema planteado inicialmente en este capitulo. ;Cémo
varia el uso de celular para el caso de los hombres y para el caso de las mujeres
de un afio a otro?

* Para responder la pregunta, presente una tabla de valores como la expuesta al
inicio del capitulo.

* Analice con sus estudiantes el cambio de los valores en y y el cambio de los va-
lores en x. Los estudiantes que ya han sido expuestos al concepto de pendiente
naturalmente podran sugerir medir la variacién mediante una tasa relativa de
cambio.

* Guie a sus estudiantes a concluir que la tasa relativa de cambio es constante.

* Luego de calcular la tasa relativa de cambio por medio de la tabla de una funcién
lineal, defina de manera precisa la tasa relativa de cambio. Mantenga expuesta
esta definicién en la pizarra o en una cartulina.
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* Una vez que hayan resuelto un ejercicio sobre variaciéon en esta seccién, pidales
a sus estudiantes que verbalicen el resultado o lo escriban en frases completas;
por ejemplo: “la tasa relativa de cambio de la funcién lineal es” o “el cambio de f
cuando x cambia en tres unidades es”, etcétera.

* Dada la grafica de una funcién lineal, pregunte a sus estudiantes cudl es la
preimagen de cero, qué valor de x es tal que f(x) = 0. Luego presente el problema
de encontrar el cero de la funcién sin tener su grafica respectiva.

e Al finalizar esta seccién, resuma la siguiente idea: resolver la ecuaciéon ax+b =0
es lo mismo que encontrar la preimagen de cero de la funcién lineal f definida
por

f(x)=ax+b.

Obtenga la férmula genérica del corte y mantenga esta informacién en una car-
tulina que colgara en la pared del aula.

* Desarrolle el concepto de monotonia a través de ejemplos y contraejemplos. Pre-
sente graficas de funciones lineales que sean crecientes con varias pendientes y
decrecientes con varias pendientes.

Para “Sistemas e intersecciones”

Tradicionalmente, se ha estudiado el Algebra como un antecedente al estudio de las
funciones. Este texto presenta el estudio del Algebra al mismo tiempo que el estudio
de las funciones. En la seccién Sistemas de ecuaciones lineales e interseccion
de rectas, se presenta el problema algebraico de la resolucién de un sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas como el problema geométrico de la interseccién de dos
rectas y como el problema analitico de igualdad de dos funciones lineales. La solucién
de una desigualdad lineal se presenta solo de manera grafica en este capitulo. Puede
encontrar este tema desarrollado de forma més extensa en el capitulo de matematica
discreta.

Sugerencias metodolégicas

¢ Inicie esta seccién estimulando el interés de sus estudiantes con el caso del mejor
costo en la compra de camisetas. Pida a uno de sus estudiantes que abogue por
“Fuatbol y mas” y a otro que abogue por “Si se puede”.

e Al final de esta actividad, sus estudiantes deben identificar la necesidad de en-
contrar el punto comun en la grafica de dos funciones lineales.

* La seccién presenta cuatro métodos para encontrar la solucién de un sistema de
ecuaciones lineales; exponga ejemplos de cada método. Pida a sus estudiantes
que identifiquen en qué ejemplos un método es mejor que otro.

Para “Modelos lineales”

El modelo lineal de un fenémeno es una de las herramientas mas utilizadas en todas las
disciplinas. Esta seccién presenta un caso en el que es necesario encontrar una funcién
de tendencia lineal. Se espera que los estudiantes aprendan a desarrollar destrezas
de modelizacién de manera gradual; por ello, en esta seccién mas bien se enfatiza el
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hecho de encontrar y comparar dos modelos (y no encontrar el mejor modelo, como lo
hariamos en regresion lineal).

El ejercicio de esta seccién busca que los estudiantes aprendan a construir el mo-
delo siguiendo cada uno de los pasos expuestos en el texto: primero, que identifiquen
las variables involucradas; después, que organicen los datos; luego, que utilicen el co-
nocimiento aprendido en este capitulo para determinar la relacién entre las variables
mediante una ecuacion lineal, a fin de establecer un modelo y utilizarlo para predecir
valores; y, finalmente, razonar sobre su validez y sus limitaciones.

Sugerencias metodoldgicas
* Dedique una hora de clase a esta actividad.
* Divida la clase en grupos de trabajo de tres o cuatro personas.
* Asegurese de tener cuerdas y reglas en el aula.
* Guie a sus estudiantes para que lean y comprendan las instrucciones.
* Si queda tiempo al final de la clase, discuta varios de los modelos encontrados.

¢ Si el periodo de clase no es suficiente, asigne el modelo del texto como un proyecto
especial.

Ejercicios propuestos

Los ejercicios de iA practicar!, al final de cada seccién, tienen como objetivo el desa-
rrollo de la fluidez procedimental. Haga seguimiento con ejercicios en la seccion Proce-
dimientos al final del capitulo. Si su clase dispone de tecnologia, utilice este recurso
para facilitar la graficacién de rectas y construir demostraciones graficas que faciliten
la visualizacién de los conceptos de pendiente, cortes o ceros, monotonia y resolucién
grafica de un sistema de ecuaciones lineales.

Tome la lista de destrezas que se encuentra en el documento de “Actualizacion y
fortalecimiento curricular del Bachillerato” como guia para evaluar a sus estudiantes.
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Capitulo 2

Funciones lineales

Todos los dias leemos, en los medios de comunicacién, informacién basada en datos
recopilados de fuentes estadisticas. En el Ecuador, el organismo encargado de recopilar
datos es el Instituto Ecuatoriano de Estadistica y Censos, INEC. En el afno 2011, el
INEC publicé informacién sobre el uso de la tecnologia para la comunicacién (celulares,
Internet, etcétera) por parte de los diversos sectores de la sociedad ecuatoriana.

En este informe, entre otros muchos datos, aparece el porcentaje (clasificado por
sexo) de personas que han usado celular en Ecuador, durante los afios 2008, 2009 y
2010. En el cuadro siguiente, se presentan las cifras para los tres afios mencionados:

Ano | Hombres | Mujeres
2008 | 40,3% | 352%
2009 | 42,9% 37,6%
2010 ‘ 45,1% ‘ 40,6%

Para informar al publico sobre esta estadistica, un periodista observa estos datos
y titula a su articulo: “Mas hombres que mujeres usan celular”. Otro periodista que
analiz6 los datos de manera méas detallada escribe el titular “En el 2010 las mujeres
usaron el celular mas veces que los hombres”. jEs el segundo titular correcto? Si tu
fueras el director editorial del periddico, ;cudl de estos dos titulares escogerias? ;Por
qué? En este capitulo aprenderemos la matematica necesaria para analizar datos que
presentan una tendencia lineal como la que observas en la grafica sobre el uso del
celular en el Ecuador.

50%

— Mujeres
46% ||~ Hombres

42%

38% |-

34% |-

% de la poblacion con celular

30% | | |
2007 2008 2009 2010 2011

Ano
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Preparacion y repaso

1. Resuelve las siguientes ecuaciones:
(a) 2x—1=3.
(b) 83y+3="Ty.
(¢) 0=—2x+3.
(d) 0,25x+0,1=10.
2. Evalda la expresiéon m = % para los valores dados a continuacién:
(a) a=2,b=3,c=—-1yd=4.
(b) a=-1,b=5,c=2yd=0.
(c) a=1/2,b=-1/3,c=4/3y d =3/2.
3. En cada ecuacién:
(a) 3x—2y =0, determina y en términos de x.
(b) 3r—2s =0, determina s en términos de r.

(c) 2x+y =2y, determina x en términos de y.

1 3
(d) Ex + gy =x, determina y en términos de x.

La ecuacion de una recta

En décimo ano de EGB, aprendiste sobre rectas y su representacién a través de ecua-

ciones. Recordemos, con el siguiente ejemplo, algunos de esos conceptos.
@ Dos puntos determinan

univocamente una recta. Ejemplo 1

@ Para trazar una recta, es La ecuacion
suficiente conocer dos de y=3x-1
sus puntos.

es una relacion entre las cantidades o variables x e y que representa algebraicamente una
linea recta (o recta, simplemente) en un plano de coordenadas cartesianas. Por esta razon,
la ecuacién lleva el nombre de lineal.

De manera més precisa, cada par ordenado (x,y) de nimeros que satisfacen la ecuacién
y = 3x—1 representa un punto de esta recta. Por ejemplo: el par ordenado (2,5) representa
un punto de la recta, pues los nimeros 2 y 5 satisfacen la ecuacién y = 3x —1:

3(2)-1=6-1=5.

Podriamos, entonces, dibujar la recta de ecuacion y = 3x — 1, si dibujaramos todos los
puntos de esta recta. Sin embargo, esto no es necesario, pues de la Geometria sabemos
que una recta queda determinada univocamente por cualesquiera de dos de sus puntos. En
otras palabras, para dibujar una recta, basta con dibujar dos de sus puntos.

Entonces, para dibujar la recta de ecuacion y = 3x —1, lo primero que debemos hacer es
obtener dos de sus puntos. Para ello, es suficiente que asignemos dos valores cualesquiera
a la variable x, y calculemos los correspondientes valores para la variable y:

1. six =0, entonces y =3(0)— 1= —1; es decir, la pareja ordenada (0,—1) representa un
punto que pertenece a la recta;

. six=1, entonces y =3(1)—1 = 2; luego, la pareja ordenada (1,2) representa un punto
que también pertenece a la recta.

Por lo tanto, para dibujar la recta de ecuacién y = 3x—1, es suficiente dibujar los puntos

encontrados y unirlos utilizando una regla; obtendras asi la grafica de la recta:

Distribuciéon Gratuita - Prohibida la venta
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y y y=3x—-1
6 | 6 |
4 F 4 F
2 F (1,2 2 F (1,2)
x x
-4 =7 0,-1) 2 4 -4 =7 0,-1) 2 4
i, 9/ L
_4 = _4 -
Ejemplo 2
En la ecuacién
y=2

no aparece la variable x. Y, sin embargo, esta ecuacion si representa una recta: cualquier
par ordenado (x,2), donde x es un nimero real, representa un punto de dicha recta.

Para dibujarla, como ya lo sabes, es suficiente que determines dos puntos de la recta, lo
que puedes lograr si das dos valores cualesquiera a x. Por ejemplo:

1. six=-2, el punto de coordenadas (—2,2) es un punto de la recta;

2. six =3, el punto de coordenadas (3,2) también es un punto de la recta.
Ahora es suficiente que dibujes estos dos puntos y, con la ayuda de una regla, obtengas
la grafica de la recta de ecuacion y = 2:

y y
6 | 6 |
4 4
(=2,2) 3,2)
(-2,2) o 2 | o (3,2 2 y=2
x x
-4 =7 2 4 -4 =7 2 4
-2+ 2}
_4 = _4 -
Ejemplo 3
En la ecuaciéon
x=-2

no aparece la variable y. Sin embargo, esta ecuacién también representa una recta en un
sistema de coordenadas cartesianas: los puntos de esta recta estan representados por cual-
quier par ordenado (—2,y), en el que y es un nimero real.

Para dibujar esta recta, es suficiente con dar dos valores a y, y asi determinar las coor-
denadas de dos puntos de la recta. Por ejemplo: si y = -3 y y =5, dos puntos de la recta

ratuita - Prohibida la venta
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Yy Yy
6 I x=-2 6 |
(=2,5) (=2,5)
4 4
2 2
X X
-4 -2 2 4 -4 -2 2 4
92} 92}
(=2,-3) o (=2,-3)
—4 | —4 |

En un sistema de coordena- Los dos primeros ejemplos son casos particulares de las rectas de ecuacién
das cartesianas:

» y=ax+b.
@ la ecuacién de una recta

ical . . .
no vertical es En el primer ejemplo, a =3 y b = —1; en el segundo ejemplo, a =0 y b = 2. Como

y=ax+b. puedes ver, las rectas de ecuaciéon y = b son rectas horizontales; es decir, paralelas al
eje horizontal del sistema de coordenadas.
Cuando a =0, la recta es El caso general del tercer ejemplo esta constituido por las rectas de ecuacion

horizontal de ecuacion

x=c.
y=5b.

. En el caso del ejemplo, ¢ = —2, todas las rectas que tienen esta ecuacién son verticales;
@ La ecuacién de una recta

. es decir, paralelas al eje vertical del sistema de coordenadas.
vertical es

x=c. iA practicar!

Ahora es tu turno; realiza la grafica de cada una de las rectas cuyas ecuaciones se
indican a continuacién:

1. y=x+2. 6. y=0,5x+0,1.
2. y=—-2x+3.
3 7. 2x—3y=5.
3. y=—-.
YTy
8. x=-2y+1.

4. y:f’—lx—%.

5. x=-3,5. 9. 3x+2y=1.

La pendiente de una recta

La elevacién de una recta es una caracteristica que permite distinguirla de otras rectas.
Mira la figura siguiente:

]
£
=}
o
2
K
<
=
=~
=
<
=}
-
Ay
.
2]
=
=1
2
<
e
S
=)
S
o
=]
2
-
E
iz
[mn]




Capitulo 2 - Funciones lineales

Todas las rectas pasan por el origen, pero tienen elevaciones distintas. Un método para
medir la inclinacién de una recta es a través del angulo que forma la recta con el eje

horizontal:
Y !

a\p X

7

Fijate que mientras maés elevada estd una recta, la medida del angulo que forma

con el eje horizontal es mayor: si a es la medida del &ngulo que forman la recta [ y el
eje horizontal y f es la medida del angulo que forman la recta m y el eje horizontal,
entonces a > f8, pues [ estd mas elevada que m.

Ahora presta atencién a la figura siguiente:

Y /
’ P
Q
A
S R

Hemos determinado dos tridngulos rectdngulos: ASPR y ASQR. En lugar de medir
los 4ngulos entre las rectas y el eje horizontal directamente, gracias al sistema de
coordenadas, vamos a establecer la elevaciéon de cada recta a través de una relacién
entre los catetos de los tridngulos que hemos dibujado.
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Observa el triangulo ASPR. ;Cuél es la longitud del cateto PR? ;Y la del cateto
SR?
Tenemos que:

La longitud del cateto PR es igual a 3-0 y La longitud del cateto SR es igual a 1-0.

Compara ambos catetos entre si:

La longitud del cateto PR 3

la longitud del cateto SR 1

Ahora procedamos de manera similar con el tridngulo ASQR. Tenemos que
La longitud del cateto QR esigual a2—-0 y La longitud del cateto SR es igual a 1—-0.
Compara ambos catetos entre si:

La longitud del cateto QR 2

— =—=2.
La longitud del cateto SR 1

En ambos casos hemos utilizado una razén para comparar los catetos entre si. A
esta razon se le llama pendiente de la recta.

La razon calculada para la primera recta es mayor que la razén para la segunda
recta, pues, aunque en ambos casos el cateto horizontal es el mismo, el vertical de
la primera recta tiene una longitud mayor al cateto vertical en la segunda recta. En
general, una recta mds elevada tiene una pendiente mayor.

Ejemplo 4

Calcula la pendiente de la recta dada en la figura:

Solucion. En primer lugar, elijamos dos puntos en la recta para construir un tridngulo
rectangulo de la siguiente manera:
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En segundo lugar, calculemos la longitud de cada uno de los catetos: AB y CB, y com-
parémoslas a través de su razon:

AB 5

Pendiente de 1 i ==—==,
endiente de larecta = = =2

También podemos usar otro triangulo con el mismo propésito:

7 ARs S~ I

En este caso, tenemos que:

Pendiente de la recta = % = 2

Mira que en ambos tridngulos la relacién entre las longitudes de los catetos es la misma.

Que la relacién entre las longitudes de los catetos en cada tridngulo sea la misma
no es ninguna casualidad. ;jPor qué? Porque los tridngulos son semejantes; es decir,

Teorema de Tales

< . . A
la proporcién que hay entre dos pares de lados de uno de los tridngulos es la misma

que hay entre los dos lados correspondientes del segundo triangulo. Esta propiedad se
conoce con el nombre de teorema de Tales de la proporcionalidad.
Ejemplo 5 D E

Calcula la pendiente de la recta dada en la figura:

y B ©

IS

Si el segmento DE es para-
lelo al lado ﬁ, entonces

Q@

AB _AC _BC
AD  AE  DE’

N

=

H

Solucion. Para construir un tridngulo que nos permita calcular la pendiente de la recta,
escojamos un punto fécil de leer en la grafica dada; por ejemplo: el de coordenadas (3,2).
Este sera uno de los vértices del tridngulo buscado; los otros dos vértices serdn los puntos
de coordenadas (0,0) y (3,0), respectivamente:

ratuita - Prohibida la venta

l
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N

N

H

Ahora medimos las longitudes de los catetos y las comparamos entre si mediante su razon:

La longi 1 RQ 2-
Pendiente de la recta = a longitud de catetoi_g 0

La longitud del cateto
Un ejemplo més:

Ejemplo 6

Calcula la pendiente de la recta dada en la figura:

y

gu

Solucion. Encontremos tres puntos cuyas coordenadas sean faciles de hallar para obtener
el triangulo rectangulo. Por ejemplo: los puntos de coordenadas (0,1), (1,1) y (1,4):

y
4R
3
2
1.
P Q
8%
/1234

Entonces:

- =4
1-0

La longi 1 RQ 4-1
La pendiente de la recta = a longitud del cateto };_g =

La longitud del cateto
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iA practicar!

Ahora es tu turno.
Encuentra la pendiente de las rectas dadas en las siguientes figuras:

Y Y
4 1
X| X
4 4
(a) (b)
y y

4 4

2 2
X X

— ; 4 -2 : 4

(c) (d)

El caso general

Ahora vamos a generalizar el proceso utilizado en el ejemplo anterior. En un siste-
ma de coordenadas cartesianas, cuando una recta no es vertical podemos calcular su
pendiente de la siguiente manera.

En primer lugar, sup6n que la ecuacion de la recta es

y=ax+b

y que (x1,y1)y (x2,y2) representan dos puntos cualesquiera y distintos de la recta. Esto
quiere decir que satisfacen la ecuacién de la recta:

yi=ax1+b y ya=axs+b.

Nombra con P y @ estos puntos, respectivamente, como se muestra en la figura:
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La pendiente de una
recta

La pendiente de una rec-
ta de ecuacién

y=ax+b

es el numero a.

Si (x1,y1) y (x2,y2) repre-
sentan dos puntos distin-
tos de una recta no verti-
cal, la pendiente de la rec-
ta se calcula mediante la
formula

_y2-y
a=——.
X9 —X1

La pendiente de una rec-
ta vertical no estd defini-
da. La recta forma un an-
gulo de 90 grados con el
eje horizontal.

y l
Q = (x2,y2)
|
|
|
|
— -0 S =(x9,y1)
X

El tridngulo APQS es rectangulo, pues los segmentos PS y @S son paralelos a los ejes
horizontal y vertical, respectivamente. Y por esta misma razén, y =9, si y es la medida
del angulo que forma la recta con el eje horizontal y §, 1a medida del dngulo de vértice
pP.

De modo que, para “medir indirectamente” el dngulo que forma la recta con el eje
horizontal, se utiliza el cociente entre las longitudes de los cateto opuesto y cateto
adyacente al angulo ZQPS:

QS y2-y
PS  xg—x1

Este cociente es constante; es decir, no depende de los puntos P y @ que hayas

elegido en la recta, como lo puedes constatar inmediatamente:

(axg +b)—(ax1+b)

X9 —X1
axg —axy

Y2—y1
X2 —X1

X2 —X1
alxg —x1)
2 T -a
X9 —X1

Es decir:

a=22"21 2.1)
X2 —X1
A este numero se lo denomina pendiente de la recta de ecuacion y = ax +b.

Ejemplo 7
No necesitamos realizar ningun célculo para saber que la pendiente de la recta de ecuacién
y=3x—1 es igual a 3. En cambio, para encontrar la pendiente de la recta que pasa por los
puntos de coordenadas (2,3) y (3,6), utilizamos la formula (2.1).

Para ello, podemos asignar los valores x1 =2, y;1 =3, x2 =3 y y9 = 6. Entonces, la
pendiente de esta recta es:
S o=
Si ahora realizas otra vez el cdlculo de la pendiente, pero intercambiando las asignacio-

a 3.

nes,

x1=3, ¥y1=6,x2=2, y2=3,
obtienes el mismo valor de la pendiente, sin importar qué pareja nombres como (x1,y1) 0
(xx2,¥2).

Ahora veamos cudl es la pendiente de una recta vertical. Tal vez te preguntes por
qué no se puede aplicar la formula (2.1) en este caso. Para ello, veamos antes lo que
sucede en el caso de las rectas no verticales. Dos puntos cualesquiera de una recta no
vertical son diferentes; es decir, si (x1,y1) y (x2,y2) se corresponden a dos puntos de una
recta no vertical, los nameros x1 y x2 son diferentes, de modo que si se puede realizar
el cociente en la formula (2.1). En cambio, todos los puntos de una recta vertical tienen
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la misma abscisa.
En efecto, supén que la ecuacion de la recta vertical sea x = ¢. Entonces, todos los
puntos de esta recta estan representados por los pares ordenados de la forma

(c,y).

Como se puede ver, todos tienen la misma abscisa: el nimero c.

Para una recta vertical, se suele decir que su pendiente no existe cuando su pen-
diente no esta definida. En este caso, la recta esta “totalmente elevada” respecto del eje
horizontal y el angulo que forman la recta y este eje mide 90 grados:

y

iA practicar!
Ahora es tu turno.

1. Encuentra la pendiente de las rectas cuyas ecuaciones son:

(a) y=2x+1. (e) y=-2x-5.
(b) y:—%x—Z. (f) x—3y=4.

(c) y=—4. (g) 2x=4y-8.
(d) x=5. (h) y—x+7=0.

2. Halla la pendiente de las rectas que pasan por el siguiente par de puntos:

(a) (-1,0)y (0,1). (e) (-3,-4)y(-1,-1).
(b) (2,-3)y (-2,-3). (H (0,7)y(0,3).

(¢) (1,-3)y (1,3). (g) (6,1)y(3,8).

(d) (-3,2)y (1,4). (h) (5,-2)y (10,3).

3. (Cual es el valor de la pendiente de una recta horizontal? ;Por qué?

El corte de la recta con el eje vertical

El corte de la recta con el eje vertical es el punto donde la recta y el eje vertical se
intersecan. Como todos los puntos del eje vertical tienen abscisa igual a 0, la abscisa
del corte es igual a 0; de alli que el corte de la recta de ecuaciéon y =3x—1 y el eje
vertical se calcule evaluando la ecuacién cuando x = 0:

y=30)-1=-1.
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Por lo tanto, el corte de la recta con el eje vertical es el punto de coordenadas (0,—1).

En general, el corte de la recta de ecuacion y = ax + b con el eje vertical es el punto
de coordenadas (0,b). Una recta vertical, que no sea el propio eje vertical, no corta el
eje vertical, porque todos los puntos de la recta tienen una abscisa distinta de cero. Por
ejemplo: el corte de la recta y = x+5 con el eje vertical es el punto de coordenadas (0,5).

También podemos determinar el corte de la recta con el eje horizontal. Este es el
punto de interseccion de la recta con el eje horizontal. Como la ordenada de todo del eje
horizontal es igual a 0, entonces la ordenada del corte de la recta con el eje horizontal
esigual a 0. De alli que el corte de la recta de ecuacién y = 3x — 1 se obtenga evaluando
la ecuacién en y =0:

0=3x-1,

de donde se obtiene

xXx=—.

3

En consecuencia, el corte de la recta con el eje x es el punto de coordenadas (%,O).
En general, el corte de la recta de ecuacion y = ax + b es el punto de coordenadas

4

si a #0. Cuando a =0, la recta es horizontal y, salvo que sea el propio eje horizontal, la
recta no corta el eje horizontal.

¥y y=ax+b

xX=c

0,b)

iA practicar!
Ahora es tu turno:

1. Encuentra el corte de las rectas dadas con los ejes vertical y horizontal:

(a) y=2x+1.
(b) y=2x+2.
(c) y=2x-5.
(d) y=2x-4.
(e) y=2x—-1.

2. Compara los cortes de las rectas en el item anterior.

3. Grafica las rectas del primer item. ;Qué aspecto tienen en comun las graficas de
las rectas? ;En qué aspecto difieren?
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Ecuacion de una recta

En este capitulo se presentaran situaciones con cierta informacién sobre una recta, de
la que no conocemos su ecuacion. Determinarla es una tarea importante.
Si la informacién que tenemos es:

1. Si conocemos la pendiente a y el corte con el eje vertical (0,b), entonces la ecua-
cion de la recta es:
y=ax+b.

2. En cambio, si lo que conocemos son dos puntos que pertenecen a la recta, para
obtener la ecuaciéon de la recta, primero estableceremos la pendiente y luego el
corte con el eje vertical.

Veamos un ejemplo cuando conoces la pendiente y el corte con el eje vertical.

Ejemplo 8
Determina la ecuacion de la recta con pendiente —4 y corta el eje y en el punto (0,5).

Solucion. Como la pendiente es distinta de 0, la recta buscada no es horizontal ni tampoco
vertical. Si su ecuacién es y = ax+b, entonces el coeficiente a es el numero —4 y el coeficiente
b, el nimero 5. Por lo tanto, la ecuacion de dicha recta es y = —4x +5.

Ahora veamos un ejemplo cuando conoces dos puntos de la recta.

Ejemplo 9
Halla la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1,1) y (0,5).

Solucion. En primer lugar, las abscisas de los puntos que estdn en la recta son diferentes.
Entonces, se trata de una recta que no es vertical. Supongamos que su ecuacion es

y=ax+b.

En segundo lugar, a es la pendiente de la recta; la podemos calcular mediante la formu-
la (2.1) de la pagina 52:
0-1 -1
Y como la recta pasa por el punto (0,5), este es el punto de corte de la recta y el eje vertical,
de modo que el coeficiente b es 5. Entonces, la ecuacién de la recta es y = —4x +5.
El coeficiente & pudo haber sido calculado de otra forma. Como a = —4, entonces la
ecuacion de la recta luce asi:

y=—-4x+b.

Como la recta pasa por el punto (1,1), entonces x =1 y y = 1 satisfacen la ecuacion de la
recta; es decir, se verifica la igualdad:

1=-4(1)+b.

Al resolver esta ecuacion, encontramos que b es igual a 5. Sabemos, entonces, que la ecua-
cion de la recta es y = —4x +5.

Ejemplo 10
(a) Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1,-3) y (2,-3).

(b) Halla la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2,1) y (2,5).
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Solucion.

(a) La recta que pasa por los puntos (1,-3) y (2,—3) es horizontal, pues las ordenadas de
los dos puntos son iguales; luego, la recta es horizontal. Por lo tanto, su ecuacién es
y=-3.

(b) La recta que pasa por los puntos de coordenadas (2,1) y (2,5) es vertical, porque las
abscisas de los dos puntos son iguales. Entonces su ecuacion es x = 2.

Rectas paralelas
Las rectas cuyas ecuaciones Ejemplo 11

son . 33
Encuentra la ecuacion de una recta que sea paralela a la recta de ecuaciéon y =3x—5y que

T T A corte el eje vertical en el punto de coordenadas (0,4).

Solucion. La recta buscada, al ser paralela a la recta de ecuacion y = 3x —5, tiene la
son paralelas. q . . . .

misma pendiente que esta; por lo tanto, si la ecuacién de la recta buscada es
Reciprocamente, dos rectas
paralelas tienen la misma y=ax+b,
pendiente.

entonces a = 3. Y como la ordenada del corte con el eje vertical es 4, entonces debe cumplirse

Y y=ax+by que b = 4. Por lo tanto, la recta buscada tiene ecuacién y = 3x + 4.

Las graficas de ambas rectas ilustran la relaciéon de paralelismo entre ambas:

y
/ / % y=3x+4

15 |
/ 10 | Y= 3x—5
y=ax+by 5
x
Rectas perpendiculares -6 -3 / 3 6
Si las ecuaciones de dos rec- -5
tas son
10 |
y=ai1x+b1 y y=agsx+bg, 15
y satisfacen la condicién
ajag =-1,
Ejemplo 12
entonces las rectas son per-
pendiculares. Dibuja cuidadosamente las rectas con ecuaciones y =3x+1y y = —%x, para que puedas
medir el dngulo que forman las rectas. ;Cudl es la medida de este dngulo?
y
y=ajx+bq Solucion. Las graficas de las dos rectas son:
y
3 I y=3x+1
2
x
2 1
y=—3%
I 5
y=agx+bg 0 n n . .
-2 -1 i 2 3
1k
oL

Si las has dibujado con precisién, podras “ver” que las dos rectas forman un dngulo recto
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(cuya medida es 90 grados); es decir, las rectas son perpendiculares entre si. Nota que el
producto de las dos pendientes es —1:

iA practicar!

Ahora es tu turno.
En todos los casos, determina la ecuacién de la recta.
1. Con pendiente 3 y corte con el eje vertical el punto (0,-5).
2. Con pendiente —% y corte con el gje vertical el punto (0,1/3).
3. Que pase por el origen y tenga pendiente 3.
4. Con pendiente cero y corte con el eje vertical el punto (0,2).
5. Que pase por los puntos de coordenadas (1,2) y (—3,4).

6. Con corte en el gje vertical en el punto de coordenadas (0,4) y corte en el eje x en
el punto (2,0).

7. Que pase por el origen y sea paralela a la recta y = 3x — 1.

Investigacion: diseno de una rampa

La ley para discapacitados desea asegurar que las personas con alguna discapacidad
tengan acceso a edificios y parques publicos. Para ello, el Instituto Ecuatoriano de Nor-
malizacién (INEN) ha establecido una normativa para la construcciéon de una rampa
(NTE INEN 2245:00), la misma que esta ilustrada en el grafico del margen.
Tu curso quiere organizar una kermés que se va a realizar en un salén del colegio. e 6% a8%

. . , Pendie
Para ingresar a este, se deben subir cuatro gradas, con una altura total de 80 centi- _/_

metros por encima del piso. Para cumplir con la norma técnica 2245:00, tu curso debe Hasta 15 m

instalar una rampa.

1. Observa las tres graficas de la norma técnica. ;jPor cudl de las tres rampas la %%a“)%
subida es mas dificil? y
—————
2. ;Como se mide la inclinacién de la rampa? Piensa en el significado de la pala- Hasta 10 m
bra pendiente. Determina el significado de la pendiente en el caso de la segunda
ilustracion. \a
K
3. Una cierta rampa mide 2 metros de base y tiene una altura de 1 metro. ;Cumple ?eﬂ&e‘@e@m
esta rampa con la normativa técnica 2245:00 del INEN? ;Por qué? ;Cuanto mide —

la pendiente? ;Cémo la calculaste? Hasta 3 m
4. Sila pendiente de una rampa es 0,1 y la base mide 3 metros, ;hasta qué altura = Normativa NTE INEN 2245:00

sube la rampa? Si la pendiente es 0,1 y 1la base mide 10 metros, jhasta qué altura

sube la rampa?

5. Observa la primera grafica. ;Cual es el rango para la altura de una rampa en el
caso de la primera ilustracion?
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6. Es tu turno de diseniar la rampa. Calcula la base de manera que la pendiente de
la rampa cumpla con la normativa del INEN.

7. Observa tu entorno. ;Existen rampas en todos los espacios publicos? Discute con
tus comparneros como la inexistencia de rampas impide que personas con disca-
pacidades fisicas realicen muchas de sus actividades.

Funcion lineal

Para la investigacion del disefio de una rampa, tomaste en cuenta la relaciéon que existe
entre la altura y la base de la rampa, relacién que es lineal. Si la variable independiente
x representa la longitud de la base y la dependiente y, la altura, entonces hay una
ecuacion lineal y = ax + b que describe la relacién entre la altura y la base.

La ecuacion lineal y = ax + b representa la siguiente funcién:

fR—R
x — ax+b.

A esta funcion la denominamos lineal.

Ejemplo 13

Consideremos la funcién lineal
f:R— R
x — 2x+3.

La funcién f esta representada por la ecuacion lineal
y=2x+3.
Ahora evaluemos la funcion en f en 0, —2 y 1. Tenemos que:
f(0)=2(0)+3=3, f(-2)=2(-2)+3=-1 y f(1)=2(1)+3=5.
Podemos, entonces, escribir:
0—3, 2—-1y 1—5

y decir que:
e Laimagen de 0 respecto de f es 3 y la preimagen de 3 es 0.

e Laimagen de —2 respecto de / es —1 y la preimagen de —1 es —2.

e Laimagen de 1 respecto de f es 5y la preimagen de 5 es 1.
A partir de las imdgenes y preimdgenes, podemos elaborar la siguiente tabla de valores,
que es la representacion mediante tablas de la funcion lineal f:

x |y
I
2] -1
1|5

Con estos valores, podemos realizar la grafica de la funcién, que es la representacion
mediante una grdfica de la funcién lineal f:
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15

10

-10 -5 5 =10

-15 - -15 +

Esta recta, con ecuacién y = 2x + 3, es, por lo tanto, la representacién gréfica de la funcién
lineal f.
Finalmente, la representacion verbal de la funcion f es la siguiente:

A cada numero real x le corresponde la suma del producto de 2 y x con 3.

A partir de este ejemplo, podemos generalizar que, dada la funcién lineal

f[fR— R
x — ax+b,

esta puede ser representada por:

@ la ecuacion lineal
y=ax+b.

@ Por una tabla, en la que es suficiente consignar dos pares de valores.

@ Por una recta no vertical, que es la grafica de la recta de ecuacién
y=ax+b,

pues la grafica de una funcién es el conjunto de todos los pares ordenados (x, f(x));
es decir, en este caso, por todos los puntos cuyas coordenadas son (x,ax + b).

@ Por la siguiente expresion verbal: a cada ntimero real x le corresponde la suma
del producto de a y x con b.

A diferencia de la ecuacion de una recta no vertical, la de una recta vertical no es
la representacion de una funcién lineal. En efecto, si la ecuacion es x = a, el grafico de
esta recta te muestra claramente que no puede ser el grafico de una funcién, pues el
numero a tiene méas de una imagen.

Dominio y recorrido de una funcion lineal

Considera la funcién lineal
f[fR—R

x — ax+b.

Sin importar el valor de x, f(x) siempre puede ser calculada: es igual al nimero real
ax +b. Esto quiere decir que el dominio de la funcién f es R; es decir, dom f =R.
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El dominio de una funcién lineal es R, el conjunto de todos los nimeros
reales.

Asi como podemos calcular el valor de y cuando sabemos x, también podemos en-
contrar el valor de x cuando sabemos y.
Por ejemplo: supongamos que la funcion lineal f esta representada por la ecuacion

y=3x+1,

y que conocemos que y = 7. Entonces, a partir de esta igualdad puedes encontrar el
valor correspondiente a x, pues
7T=3x+1,

de donde, al despejar x, obtenemos que
6 = 3x,

y de alli, que x = 2. Entonces

f(2)="1.

Luego, el numero 2 es la preimagen de 7, y la imagen de 2 es 7.
Ahora miremos la grafica de la funcion f:

y y

15 L 15 y=3x+1

10 10

—-15 }

De la grafica observamos que para cualquier valor y, siempre podemos encontrar el
valor de x, de manera que y = f(x).
Por ejemplo: si y =4, el punto de coordenadas (1,4), que pertenece a la recta, nos
informa que x = 1; es decir, que la imagen de x = 1 es y = 4; puedes escribir: f(1) =4.
En conclusién, el recorrido de la funcién f es R. Y de manera general:

El recorrido de una funcion lineal es R.

iA practicar!
Es tu turno.
1. Dada la funcién lineal f definida por f(x) = —3x +2:

(a) Evalda fenx=0,x=-1,x=2yx=3.

(b) Describe la funcién mediante una tabla de valores.
(c) Representa la funcién por medio de una grafica.
(d) Describe la funcién de manera verbal.

(e) Encuentra la preimagen de —4.
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2. La funcién f es una funcién lineal tal que f(1)=3y f(3)="1.

(a) Representa la funcién mediante una gréafica.
(b) Utiliza la grafica para encontrar la imagen de 2 y £(0).

(c) Emplea la grafica para hallar x de manera que f(x)=0.

Cambio y variacion de una funcion lineal

Cuando construimos una tabla de valores para graficar una funcién, asignamos dis-
tintos valores a la variable x y, consecuentemente, encontramos los correspondientes
valores para la variable f(x). Por ejemplo: si f: R— R es la funcién lineal definida por

f(x)=2x+3,

podemos construir la tabla de valores siguiente:

f(x)
3
5
7

N = O|R

Es decir: cuando x cambia, entonces también f(x) cambia:

1. Cuando x cambia de 0 a 1, la variable f(x) cambia de 3 a 5. En este caso, decimos
que si x cambia en 1 unidad, f(x) cambia en 2. Entonces decimos que cuando x
cambia en 1 unidad, la funcién f cambia en 2 unidades.

2. Cuando x cambia de 0 a 2, 1a variable f(x) cambia de 3 a 7. En este caso, decimos
que si x cambia en 2 unidades, entonces f(x) cambia en 4. Entonces podemos
decir que cuando x cambia en 2 unidades, la funcién f cambia en 4 unidades.

Cuando x cambia de 1 a 2, jcémo cambia la funcién lineal f?
Ahora miremos estas relaciones entre los cambios de x y f graficamente:

f)=2x+3

©

®

-1

D

(S48

'S

W

e

Utilizamos esta grafica para medir los cambios. Por ejemplo: mediante los puntos de
coordenadas (0,3) y (1,5), vemos que la primera coordenada x cambia en 1 unidad,
mientras que la segunda coordenada y cambia en 2 unidades.
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Si recuerdas el estudio sobre la pendiente de la recta, entonces te parecera natural
que ahora hablemos de la pendiente como una razén de cambios:

cambio en f(x)

La pendiente de la recta = =razo6n de cambio de f(x) relativo a x.

cambio en x

En general, ahora considera la funcién lineal

fR—R
x — ax+b.

Si (x1,y1) y (x2,y2) son dos puntos de la recta de ecuacion
y=ax+b,
entonces siempre se verifican las siguientes igualdades:
yi=ax1+b y ys=axa+b;
es decir, se verifican las igualdades:
yi=fx1) y y2=/[(x2).

Por otro lado, la pendiente de la recta que representa graficamente a la funcién f

es a,y esigual a
g Y2

x2—x1

la cual puede ser expresada de la manera siguiente:

_ flx2)=flx1)
a=—"—""

X2 —X1

Vista de este modo, la pendiente adquiere el siguiente significado en términos de la
funcioén f.
Observemos que si el cambio en x es xg —x1, el cambio en f(x) es

f(x2)—f(x1).

Por lo tanto, la razén
fx2)—f(x1)
X9 — X1
mide el cambio de la funcién relativo al cambio entre x1 y x2. Este cambio relativo,
como hemos visto, es constante, siempre vale lo mismo: jla pendiente de la recta que
representa a la funcion lineal f! Esta propiedad caracteriza a las funciones lineales.
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La tasa de cambio de la funcion lineal f es la relaciéon entre el cambio de
f(x) con respecto al cambio de x:

f(x2) = f(x1)

X9 —X1

tasa de cambio de la funcién lineal f =

Este cociente es constante e igual a la pendiente de la recta que la represen-

ta; es decir, si
R — R
x — ax+b,

entonces:
tasa de cambio de la funcién lineal f = a.

Ejemplo 14
Calcula la tasa de cambio de la funcion lineal si sabes que f(2)=6y f(5)=9.

Soluciéon. Podemos calcular de esta forma:

f(B)-f(2)

tasa de cambio de f =

o de esta otra:

f(2)-f(®)

tasa de cambio de f = 25

(o2}
©

:—:_—3 1

2-5 -3

iA practicar!
Ahora es tu turno.
1. Para cada caso, encuentra la tasa de cambio de la funcion f.
(a) fB) =1y f(-1D=8.
(b) f(=3)=1y f(1)=4.

(c) La siguiente es una tabla que representa a f:

x| flx)

-1 2

1 6
8

(d) La funcién lineal f esta definida por x — 5x + 1.

En una funcién lineal f: x — ax + b, ademads de medir el cambio de la funcién f
cuando x cambia, el coeficiente a nos permite saber si la funcién aumenta o disminuye
cuando x aumenta.

Si f aumenta cuando x también lo hace, diremos que la funcién f crece o que es
creciente. Y si f disminuye cuando x aumenta, entonces diremos que f decrece o que es
decreciente.
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Ejemplo 15

Determina la tasa de cambio (o variacién relativa) de la funcion lineal definida por
5
=—x+4.
f(x) g%

(a) Interpreta la variacion o tasa de cambio de f.

(b) Sila variable x aumenta en dos unidades, ;cudnto cambia (aumenta o disminuye) la
funcion? ;Y si la variable x disminuye en dos unidades?

(¢) Silavariable x aumenta en cuatro unidades, ;cudnto cambia (aumenta o disminuye)
la funcion?

Solucion. La tasa de cambio o variacion de la funcion es el coeficiente de x en
5
=—x+4.
fx) PR

Por lo tanto: 5
tasa de cambio de la funcién lineal f = 2

(a) Que la variacion o tasa de cambio de f sea % significa que cuando x cambia en 2
unidades, f(x) cambia en 5 unidades.

Por ejemplo: si x cambia de 4 a 6, entonces, sin necesidad de realizar ningtin calculo
adicional, podemos afirmar que
f(6)—f(4)=5,

pues

5_[®)-f@) _[®)-f4)

2 6-2 2

En resumen, el aumento de 4 a 6 significa un aumento de f(4) a f(6) en 5 unidades.

(b) Supongamos que x aumenta en 2 unidades. Entonces, f(x) cambiard en 5 unidades,
sin importar el valor de x, ya que la tasa de cambio de una funcién lineal es constante.
Pero, jaumentara o disminuird esas 5 unidades?

Igual que en el punto anterior, hay que realizar un cédlculo adicional para averiguarlo:

Flx+2)— flx) = (g<x+z>+4)— (g(x)+4)

= (§x+5+4)— §x+4)
2 2
5

Como la diferencia es positiva (mayor que 0), para la funcién lineal f, el aumento de x
en dos unidades significa también un aumento de f(x) en 5 unidades.

De manera similar, podemos averiguar si f(x) aumenta o disminuye en 5 unidades, si
x disminuye en dos unidades:

flx—2)—f(x)= (g(x—2)+4)—(gx+4)

oo

=-5.

Como la diferencia es negativa, f(x) disminuye en 5 unidades cuando x disminuye en
2.

(c) Sabemos que por cada 2 unidades que aumenta x, f(x) aumenta en 5 unidades. Luego,
como la tasa de cambio es constante, si duplicamos el nimero de unidades en que
cambia x, debemos duplicar el cambio en f(x); por lo tanto, f(x) debera aumentar en
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10 unidades:

(9}
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Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 16
Determina la tasa de cambio (o variacion relativa) de la funcion lineal
g:R— R
x — —3x+10.

(a) Interpreta la variacién de la funcién lineal g.

(b) Si la variable x aumenta en 1 unidad, ;cudnto cambia (aumenta o disminuye) la
funcion? ;Y si disminuye en una unidad?

(¢) Si la variable x disminuye en 4 unidades, ;cudnto cambia (aumenta o disminuye)
g(x)?

Solucion. La tasa de cambio o variacion relativa de la funcién lineal g es el coeficiente
de x en
g(x)=-3x+10.
Por lo tanto:
tasa de cambio de la funcién lineal g = —3.

(a) Que la variacién o tasa de cambio de g sea —3 quiere decir que cuando x cambia en 1
unidad, g(x) cambia en —3 unidades.
Por ejemplo: si x cambia de 4 a 5, entonces

g(5)—g4)  g(5)-g(4)
5-4 1 :

—3 =tasa de cambio de g =

Por lo tanto:
-3=2g(5)—g(4),

lo que significa que g(5) — g(4) es negativo; es decir, g(5) es menor que g(4). En otras
palabras, el cambio de g es una disminucién.

En resumen, cuando x aumenta en 1 unidad, la funcién g disminuye en 3 unidades.

(b) Supongamos que x aumenta en 1 unidad. Entonces, g(x) cambiara en 3 unidades, sin
importar el valor de x. Pero, ;/g(x) aumentara o disminuira en esas 3 unidades?

Para ello, calculemos la diferencia entre g(x+1) y g(x):

glx+1)—g(x) =[-3(x +1)+10] - [-3x + 10]
=[-8x—3+10]-[-3x+10]
=-3.

Como la diferencia es menor que 0, el aumento de x en una unidad significa una
disminucion de g(x) en 3 unidades.

De manera similar:

glx—1)—g(x)=[-3(x—1)+10] - [-3x +10]
=[-3x+3+10]-[-3x+10]
=3.

Como la diferencia es mayor que 0, g(x) aumenta en 3 unidades cuando x disminuye
en 1.
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(¢) Por cada unidad de cambio en x, g(x) cambia en 3. Por lo tanto, si x cambia en 4
unidades, g(x) cambiara en 12 unidades.

De los ejemplos, podemos ver que:

@ La tasa de cambio de la funcién lineal f es positiva; en este caso, un aumento en
x significa un aumento en f(x), y una disminucién en x, una disminucién en f(x).

e La tasa de cambio de la funcién lineal g es negativa; en este caso, un aumento en
x significa una disminucién en g(x), y una disminucién en x, un aumento en f(x).

Estos hechos también se cumplen en el caso general, lo que podemos verificar con faci-
lidad de la siguiente manera.
Consideremos una funcién lineal cualquiera

h:R— R
x — ax+b.

En primer lugar, supongamos que la tasa de cambio de 4 es positiva; es decir, suponga-
mos que a > 0. Esto quiere decir que si x cambia en una unidad, A(x) debe cambiar en

a unidades.
Variacién de una Ahora supongamos que x aumenta en una unidad; entonces:
funcion lineal
e Si la tasa de cambio de hx+1)—h(x)=lalx+ 1)+ b]—[ax + b]
una funcién lineal 4 es =[lax+a+b]l-[ax+b]

positiva, al aumentar x >0
. =a .
también aumenta f(x); al

disminuir x, f(x) también . . . .
4 Como esta diferencia es mayor que 0, h(x) aumenté a unidades.

disminuye. . .. .
Ahora, si x disminuye una unidad, tenemos que

* Si la tasa de cambio de

una funcién lineal A es hx—1)—h(x) =[alx—1)+b]-[ax +b]
negativa, al aumentar x

disminuye f(x); al dismi- =lax—a+b]-lax+0b]

nuir x, f(x) aumenta. =—-a<0.

Como esta diferencia es menor que 0, A(x) disminuy6 a unidades.
De manera similar, puedes analizar el caso en que la tasa de cambio de la funcién
h es negativa.
Ejemplo 17

Considera la funcion lineal h tal que la imagen de —2 es 1y la imagen de 1 es —5. Si x
disminuye en 3 unidades, ;en cudntas unidades cambia h(x)? ;Aumenta o disminuye?

Solucion. En primer lugar, tienes que averiguar la tasa de cambio de 4. Para ello, vas a
encontrar dos puntos que estén en la recta que representa a la funcién lineal 4.
Como 1 es la imagen de —2,y —5 la de 1, tenemos que

h(-=2)=1 y h(1)=-5.
Entonces, los puntos de coordenadas
(=2,1) y @,-5)

estan en la recta que representa a la funcién 4. Por lo tanto, la tasa de cambio de 4 es la
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pendiente de la recta:
-(=5)
=Z=1

=5 .
-3

tasa de cambio de & =

Como la tasa de cambio es —2, si x aumenta una unidad, A(x) disminuye 2; entonces, al
aumentar 3, disminuird en 6 unidades.

Monotonia de la funcion lineal

Recuerda que la monotonia de una funcién nos dice si una funcién es creciente, decre-
ciente o ni una ni otra.
En el caso de las funciones lineales, la caracterizacién de su variacién a través de la

tasa de cambio de la funcién nos permite determinar facilmente la monotonia de una y e 1
funcién lineal. y=axt
Observa las tres graficas del margen. 5 |
(a) La primera es una recta con pendiente positiva; . ) ) X
-10 -5 5
(b) la segunda tiene pendiente negativa; y
5 |
(c) la tercera tiene pendiente nula. (a)
_10 L
Las tres rectas representan las siguientes funciones lineales, respectivamente: y
ftR— R g R—R h:R — R i
x — 2x+1 x — —2x+1 x — 5
x
Por lo tanto: -10 -5 5
(a) la funcién f es creciente y su tasa de cambio es positiva; ST
. . . . (b) y=—2x+1
(b) la funcién g es decreciente y su tasa de cambio es negativa; y -10 L
y
(¢) la funcién A es constante y su tasa de cambio es igual a 0.
Estos hechos también se cumplen en el caso general, lo que puede ser verificado N
facilmente. . . . *
Consideremos una funcion lineal cualquiera: -10 -5 5
_5 -
f[fR—R
x — ax+b. ()
710 L
Supongamos que la tasa de cambio de f sea positiva; es decir: a > 0. Si x aumenta
desde x1 hasta x2, entonces f(x1) aumentara hasta f(x2), independientemente de x1 y
x2. Entonces, la funcion lineal f sera una funcién creciente.
De manera similar podemos constatar que si la tasa de cambio de f es negativa, f Monotonia de una

serd una funcién decreciente. funcion lineal

@ Si la tasa de cambio de

Ejemplo 18 una funcién lineal es po-
La funcién lineal f definida por f(x) = —3x + 2 es decreciente; en cambio, la funcién lineal 2 sitiva, entonces la fun-
definida por A(x) = %x —1 es creciente. cién es creciente.

@ Si la tasa de cambio de

una funcién lineal es ne-
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Ceros de la funcion lineal

Recuerda que, dada una funcién f, los ceros de f son todos ntimeros x del dominio de
[ para los cuales se verifica

f(x)=0.

Ejemplo 19
Encuentra el cero de la funcion f(x)=4x—5.

Solucion. Para ello, debemos encontrar el nimero x tal que f(x) = 0; es decir, debemos
resolver la ecuacion
4x-5=0.

Al despejar x, obtenemos que x = %. Entonces, el cero de f es el nimero %.

Considera la funcién lineal

fR—R
x — ax+b.

Entonces, los ceros de f seran todos los nimeros reales x tales que
ax+b=0.

Si despejas x de esta igualdad, obtendras que

x=-—,
a
siempre que a # 0. En resumen, una funcién lineal no constante tiene un tinico cero.

El cero de una funcién El cero de una funcién lineal esta relacionado con otro “cero”: el de la recta que

lineal representa la funcién lineal f.
El cero de una funcién lineal
f definida por f(x) =ax+b

es

En efecto, la recta que representa a f tiene por ecuacién
b y=ax+b.

sia#0. Recuerda que el punto de coordenadas (x,0) se obtiene al encontrar x a partir de la
ecuacion, cuando y = 0. Este punto es, justamente, donde la recta y el eje horizontal se
cortan.

Ejemplo 20

Realiza la grdfica de la funcion lineal f, definida por f(x) = 3x — 3, y encuentra:
1. El valor de x donde f(x)=0.

2. El intervalo de valores x para los cuales f(x) > 0.

3. El intervalo de valores de x para los cuales f(x) <0.

Solucion. La gréfica de la funcién f es la de la recta de ecuacién y = 3x —3:
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y=3x-3

= N W A~ W]
T

Observamos que:
(a) f(1)=0;por lo tanto x =1 es el cero de la funcién f.
(b) f(x)>0 cuando x> 1.

(¢) f(x)<0 cuando x < 1.

iA practicar!
Ahora es tu turno.
1. Decide si la funcion lineal f es creciente o decreciente:

(@) fx)=3x+1.
(b) f(x)=—3x+86.
(¢) fx)=2x-8.

2. En cada uno de los ejercicios anteriores, determina en cudanto aumenta o dismi-
nuye f cuando x aumenta en 1 unidad.

3. En cada uno de los ejercicios anteriores, en cudnto aumenta o disminuye [ si x
aumenta en 2 unidades.

4. Encuentra los ceros de las funciones dadas en el primer problema.
5. Realiza la grafica de la funcion lineal f, definida por f(x) = 4x—2. Halla todos los:

(a) x, de manera que f(x)=0.
(b) x, de manera que f(x)> 0.

(c) x, de manera que f(x)<O0.

Interseccion de rectas. Sistemas de ecuaciones
lineales

Actividad para la clase: Igualdad de costos

Tu clase necesita comprar camisetas para participar en el campeonato interno del cole-
gio. Los almacenes “Futbol y mas” y “Si se puede” ofrecen los siguientes presupuestos:

* “Futbol y mas”™: 10 délares por camiseta mas 50 délares, sin importar el tamafio
del pedido.
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* “Sise puede”: 12 délares por camiseta mas 40 délares, sin importar el tamario del
pedido.

1. Determina una funcién lineal que dé el costo total F' al ordenar n camisetas en
la tienda “Fuatbol y mas”.

2. Encuentra una funcién lineal que dé el costo total S al ordenar n camisetas en la
tienda “Si se puede”.

3. Grafica en un mismo plano las dos funciones. Decide qué significa la abscisa x y
la ordenada y para cada funcién.

4. ;A qué tienda deberia encargarse la fabricacion de las camisetas si tu curso orde-
nara Unicamente 4 camisetas?

5. (A qué tienda deberia encargarse la fabricacién de las camisetas si tu curso orde-
nara unicamente 10 camisetas?

6. Mira las graficas que realizaste y contesta: jcudantas camisetas se deben ordenar
para que el costo total de la orden sea el mismo en ambos almacenes?

7. (Hasta cuantas camisetas se podrian pedir al almacén “Si se puede” de tal forma
que la compra resulte mejor que en otro almacén?

8. ;/Cual es el nimero minimo de camisetas que deberan solicitarse al almacén “Fut-
bol y m4s” para que sea una mejor oferta?

En esta actividad queremos encontrar un valor de n para el cual
F(n)=S(n).

La grafica de dos rectas, que son las graficas de las funciones F' y S, se cruzan o
intersecan en un punto. Si trazas dos rectas cualesquiera, ;estas siempre se intersecan?

Graficamente, en general, tenemos las dos siguientes situaciones cuando dibujamos
dos rectas:

1. Las rectas son paralelas; es decir, no hay punto de interseccién. Como ejemplo
tenemos las rectas cuyas ecuaciones son y=2xy y = 2x + 1:

2. Las rectas no son paralelas y tienen un punto de interseccién; por ejemplo: las
rectas de ecuaciones y=2x+1y y=—-x+1:
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y=—-x+1 2

Hay una situacién en la que se tiene una sola recta, aunque parece que se tratara
de dos. Por ejemplo: las ecuaciones y =2x + 1y 2y = 4x + 2 son, en realidad, la misma y,
por lo tanto, representan la misma recta:

y
I y=2x+1
2 -
1
I x
-2 -1 | 1 2
_1 -
_2 L

Algebraicamente, estas tres situaciones se pueden presentar cuando queremos en-
contrar un par de nimeros (x,y) que simultdneamente satisfagan dos ecuaciones.

Ejemplo 21

Encuentra un par de numeros (x,y) que satisfaga simultdneamente las ecuaciones

y=x+1 y y=2x.

Solucion. En primer lugar, dibujamos cuidadosamente las gréficas de las dos ecuaciones,
y buscamos el punto de interseccion:

Y f)=2x
/ fin)=x+1

[V

No

i

H

Como se puede ver, ambas rectas pasan por el punto de coordenadas (1,2); por lo tanto,
el par de nimeros (1,2) satisface ambas ecuaciones. Y esto lo podemos constatar facilmente:

1. Parala ecuacion y=x+1, tenemos que 2=1+1;y
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2. para la ecuacion y = 2x, se verifica 2 = 2(1).

Ejemplo 22

Encuentra un par de niumeros (x,y) que satisfagan simultdneamente las ecuaciones

x—y=-1 y 2x-y=0.

Solucion. Vamos a reescribir ambas ecuaciones. La primera, x — y = —1; si despejamos y,
obtenemos
y=x+1.

La segunda, 2x — y = 0; también si despejamos y, nos da
y=2x.

Por lo tanto, el par de nimeros (x,y) que buscamos, deben satisfacer simultdneamente las
ecuaciones

y=x+1 y y=2x.
Este problema es el que resolvimos en el ejemplo anterior. Y como ya lo sabes, los ntimeros
del par (1,2) satisfacen simultdneamente ambas ecuaciones.

En este dltimo ejemplo, hemos reescrito las dos ecuaciones mediante el despeje de
la incégnita y, puesto que es mas fécil construir una tabla de valores para realizar la
grafica.

En general, un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables (o incégnitas)
se puede escribir de la manera siguiente:

e

f

ax + by
cx + dy

Resolver este sistema de ecuaciones significa encontrar todos los pares de nimeros
(x,y) que satisfagan ambas ecuaciones simultdneamente.

Ejemplo 23

Resuelve el sistema de ecuaciones

I I
HoN

3x - 2y
Ly
3

2

Solucion. En primer lugar, de manera similar a como procedimos en el ejemplo 22, lo que
haremos es reescribir ambas ecuaciones mediante el despeje de y.
La primera, 3x —2y = 2, nos da

2y=3x—-2,
de donde obtenemos la ecuacién 3
y= Ex =1,

La segunda ecuacion, —% + % =1, se transforma en
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de donde obtenemos la ecuacién 3
=—x+3.
Yy 2 X

Por lo tanto, buscamos el par de nimeros (x,y) que satisfagan simultaneamente las
ecuaciones

3 3
y=§x—1 y y=§x+3.

A continuacion, dibujemos las rectas correspondientes a estas ecuaciones, y miremos en
qué punto se cortan:

2
Il
TO[Co
E3
|
fu

y=

Do CO

x+3

LS

Como puedes observar, las rectas son paralelas y no se cortan. En conclusién, ningtn
par de numeros (x, y) satisface el sistema de ecuaciones lineales

3x - 2y = 2
Iy 2o
2 3

En otras palabras, este sistema no tiene solucién.

En este dltimo ejemplo, pudiste haber llegado a la solucién del sistema, sin nece-
sidad de dibujar las rectas. En efecto, si observamos con atencién los coeficientes de x
en ambas ecuaciones, vemos que son iguales. Esto significa que las rectas correspon-
dientes son paralelas. Y como los términos independientes en ambas ecuaciones son
diferentes entre si, quiere decir que las rectas son paralelas y diferentes, pues cada
una corta en puntos diferentes del eje vertical.

Ejemplo 24

Resuelve la ecuacion

Solucion. Podemos ver a esta tinica ecuacién como un sistema de dos ecuaciones iguales:
+ = 1

+

N|R N &®
W[ W[

La grafica de las rectas correspondientes —que, en realidad, es una sola recta— es la si-
guiente, cuya ecuacién es y = — %x + 2 (luego de despejar y):

<
3
[=}
4
=4
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«
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:—%x 2

no

v d

LS

Entonces, todos los puntos de la recta nos proveen una solucién del sistema; es decir,
todo par de nameros (x,y) que satisfacen la ecuaciéon

3
y=—§x+2

es una solucion del sistema. Por ejemplo: el par (0,2) es una solucion, pues
3
—=(0)+2=0+2=2.
2
Otro par que es solucién es (-2,5), pues
3
—5(—2)+2 =3+2=5.

En general, si das un valor a x en la ecuacién, obtenemos el correspondiente y; ese par
ordenado es una solucion del sistema.

En los ejemplos anteriores, hemos aprendido ya un método para resolver el sistema
de dos ecuaciones lineales:

ax + by = e
cx + dy = f

A este método se lo denomina método grdfico. De estos ejemplo, sabemos que hay tres
posibilidades:

1. Posibilidad 1: no hay solucién; es decir, las rectas correspondientes a las ecua-
ciones son paralelas, por lo que no se intersecan.

2. Posibilidad 2: hay un par de nimeros que satisfacen ambas ecuaciones; es decir,
las rectas correspondientes no son paralelas y hay un punto de interseccion.

3. Posibilidad 3: hay infinitos pares de nimeros que satisfacen ambas ecuaciones
simultaneamente; es decir, las dos ecuaciones corresponden a una misma recta.

Ejemplo 25

Resuelve el sistema de ecuaciones

{7x + 2y = 3,

3| &

Solucion. En primer lugar, despejamos y de cada ecuacién para reescribirla. Obtienes
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asi las siguientes ecuaciones:

A continuacién, dibujamos las rectas correspondientes a estas ecuaciones. Para ello,
elaboramos las siguientes tablas:

x y:—%x+% x y:—%x+%
of 3} 0 3

3

7 0 1 0

Entonces, la recta de ecuacion y = — %x+% pasa por los puntos de coordenadas (0, %) y ( % , 0);

en cambio, la recta de ecuacion y = — %x+% pasa por los puntos de coordenadas (0, %) y (1,0).

Sus graficas son las siguientes:

o~

y::—gx+

H

N

N

Q
/

o

1

I
pol~1

)
pojco

'S

Como podemos ver, las rectas se intersecan en un punto. Sin embargo, es dificil saber
exactamente cudles son las coordenadas de este punto, a pesar de que la grafica haya sido
realizada cuidadosamente. Incluso, si hiciéramos un dibujo a una escala mayor, seria com-
plicado saber cuales son las coordenadas del punto en el que se intersecan ambas rectas:
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p

M

=il 0 1

Se puede apreciar que la ordenada es igual a 1; sin embargo, la abscisa estd entre 0 y 0,2;
mas cerca de 0,2, pero nada mas.

En resumen, en este caso el método grafico nos permite conocer que si hay una solucién
al sistema de ecuaciones, pero no nos permite saber con precision cudl es esa solucién.

El método grafico tiene limitaciones en algunos casos, pero hay otras estrategias
de solucién que no requieren de graficas. A continuacién vamos a resolver un mismo
sistema de ecuaciones lineales con tres estrategias distintas entre si y diferentes del
método grafico. Lee cada una con detenimiento. Compara las estrategias de solucién.
Discute en la clase qué ventajas tiene cada una.

Ejemplo 26

Resuelve el sistema de ecuaciones:

X + y

Il
=

—x

Solucion 1. Buscamos una pareja de numeros (x,y) que satisfaga ambas ecuaciones. Para
esta pareja es cierto que simultdneamente la incégnita y cumple dos condiciones:

Yy =-X
y =1l+x.
Es decir:
y=—x=1+x.
Por tanto:

—-x=1+x.

La ecuacion que acabamos de obtener es una ecuacion lineal con una sola incégnita:
—2x=1,

de donde obtenemos que x = —%.
Ahora que hemos obtenido el valor de x, podemos utilizar cualquiera de las dos condi-
ciones que satisface y para obtener el valor de y. Por ejemplo: en la primera reemplazamos
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X por — %:
-[3)=3
M) N
Notemos que mediante la segunda condicién, obtenemos el mismo valor:
1 1
=1+(-=|==.
Y ( 2) 2

En resumen, el par de nimeros que son solucién del sistema de ecuaciones es
1 1
2’ 2)

A la estrategia de esta solucion se la denomina resolucién por igualacién. ;Por qué?

Ejemplo 27

Resuelve el sistema de ecuaciones:
x 4+ y = 0
-x + y 1.

Solucion 2. Para la pareja de nimeros (x,y) que buscamos, la primera ecuacion se re-

escribe de la manera siguiente:
y=-x

es decir, la incégnita y es igual a —x.
Entonces, donde quiera que aparezca y en la segunda ecuacién, tendra el valor igual a
—x. Por lo tanto, podemos sustituir y por —x en la segunda ecuacién:

—-x+y=1

—x+(-x)=1,
con lo que obtenemos una ecuacién con una sola variable:

—2x=1,
de donde x = —%.
Y a partir de este momento, podemos proceder de manera similar a como se hizo en la

primera solucién para obtener que
1

y=5.

Entonces, el par de nimeros que son solucién del sistema de ecuaciones es
( 1 1)
2’ 2)°
La estrategia utilizada en esta segunda solucién es denominada resolucion por sus-
titucion. Explica este nombre.

Ejemplo 28

Resuelve el sistema de ecuaciones:
x 4+ y = 0
—x 4y 1.

Solucion 3. Puesto que buscamos una pareja de nameros (x, y) que satisfaga ambas ecua-

ratuita - Prohibida la venta

l
X!

&)
o
8
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ciones simultdneamente, los valores de las incégnitas x y vy, respectivamente, son los mis-
mos en ambas ecuaciones. Por lo tanto, podemos sumar las partes izquierdas de ambas
ecuaciones entre si y las partes derechas de ambas ecuaciones entre si, y la igualdad se
mantendrd, pero obtendremos una tercera ecuacion:

x + y = 0
-x + y = 1
0 + 2y = 1,
es decir, obtenemos la ecuacion:
2y=-1.

Esta ecuacion puede sustituir a cualesquiera de las dos ecuaciones del sistema, por ejemplo,
a la segunda, de manera que obtenemos un nuevo sistema, pero equivalente al primero (es
decir, el nuevo sistema tiene la misma solucién que el original):

x + y =
2y =

Como puedes ver, la segunda ecuacion solo tiene la incégnita y, por lo que es facil de

|
= o

lver:
resolver 1
y= 9"

Con ayuda de la primera ecuacion, puedes obtener el valor de x:
1
x+y=x+—==0,
YT
1

de donde x = —3.
Entonces, el par de nimeros que son solucion del sistema de ecuaciones es

o

A esta estrategia se le llama resolucién por eliminacion.
Métodos para resolver un
sistema de dos ecuaciones Ejemplo 29

lineales con dos incégnitas: . L L
) Resuelve el sistema dado por eliminacion y por sustitucion:
@ Grafico.

@ Igualacion. 26 -y =
—x + 3y

Il
= o

@ Sustitucion.

@ Eliminacion. SoitreiEm

1. Por eliminacion: En este caso, no podemos sumar directamente ambas ecuaciones para
“eliminar” x; antes, debemos multiplicar por 2 la segunda ecuacién. Entonces, obtenemos
el sistema equivalente:

2 - y = 0
{ —2x + 6y = 2.
Ahora tenemos la ventaja de que, al sumar ambas ecuaciones, podemos eliminar la in-
cognita x:
2c - y = 0
-2x + 6y = 2
0 + 5y = 2

obtenemos, entonces, el siguiente sistema equivalente:

2x - y = 0
5y = 2.
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La segunda ecuacién contiene inicamente la incégnita y, y su valor es facil hallar:
Y= 5
Si reemplazamos este valor de y en la primera ecuacién, obtenemos:
2 2 2 0
x—y=2x——-=0_,
Y 5

de donde x = %

Por lo tanto, la pareja (%, %) es la solucién al sistema.

Para verificar, sustituimos, en ambas ecuaciones, los valores encontrados:

1 2 2_2_
{2(_) _ 2 2_2_,

1 2 -1+6 _ 5

5 + 35 = 5~ =5=1

2. Por sustitucion: De la primera ecuacion, podemos despejar y; obtenemos que y = 2x.
Ahora sustituimos y por 2x en la segunda ecuacién y obtenemos que

—x+3(2x) =1,

de donde:

1
5x=1 =_.
g y x=¢

Ahora, de regreso a la primera ecuacién, en ella sustituimos x por el valor encontrado y

=2(3)=3
Y=2\5/"5

E, igual que antes, podemos concluir que la solucién del sistema es el par de nimeros
(5:8)
5°5)

obtenemos:

iA practicar!

Ahora es tu turno.

1. Resuelve los siguientes sistemas. Utiliza el método de eliminacién y otro de tu
preferencia, segin convenga.

-x + 2y = 2
(a)

3x + 3y = 1.

-2x - y = 5
b
®) { 3x + 3y = -1

2 + b5y = 0
(©)

3x - 4y = -2

2. Sin resolver el sistema directamente, determina si tiene una solucién, si no tie-

2]

ne solucién o si tiene un numero infinito de soluciones. Para ello, encuentra la g
pendiente y el corte de las rectas correspondientes a las ecuaciones dadas: %;
=

2¢ + 8y = 2 =

(a) £
x + 4y = 1 A

s

2c + 8y = 2 5

(b) ’ 2
x - 4y = -1. &

=}

2¢ + 8 = 2 8

C =}
© { x + 4y = -1 E
5
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Modelos lineales

La antropometria es una ciencia que investiga las relaciones que existen entre las di-
mensiones del cuerpo humano: peso, altura, longitud de brazos, etcétera. La antro-
pometria es utilizada en medicina para supervisar el crecimiento de los infantes; en
disefio industrial, para disefiar objetos de uso diario (computadoras, sillas, libros, etcé-
tera). Discute con tus comparieros y con tu familia cémo se emplea la antropometria en
la arquitectura, la industria automotriz y otros campos.

Actividad para la clase

En el libro Los viajes de Gulliver, escrito por el inglés Jonathan Swift en 1726, se men-
ciona una regla que utilizaban los antiguos sastres y costureras: una vez alrededor de
la muneca, dos veces alrededor del pulgar. Vamos a encontrar una funcién que modele
esta observacion siguiendo cinco pasos:

Paso 1: recoger datos.
Paso 2: organizar los datos en una tabla o grafico.
Paso 3: encontrar una funcién lineal que aproxime los datos.
Paso 4: utilizar el modelo para pronosticar valores y verificar su validez.
Paso 5: reflexionar sobre el proceso de modelizacién mediante la comparacion
con otros modelos.
Paso 1: recoger datos

Para este paso, necesitas tener un trozo de cuerda de 15 cm aproximadamente (si no
tienes una, puedes usar el cordén de tu zapato) y una regla con milimetros.

En tu grupo (de cuatro o cinco personas), cada uno debe utilizar la cuerda para
medir su pulgar y la mufieca de su mano. Marca con un ldpiz la cuerda para luego
encontrar la medida utilizando la regla.

Paso 2: organizar los datos

1. Organiza la informacion en la siguiente tabla:

Pulgar (en cm)

Muiieca (en ¢cm)

2. Ubica las parejas de la tabla en un un plano cartesiano, en el que la variable x
sea la medida del pulgar y la variable y, la de la mufieca.

3. Discute en tu grupo cémo realizar el grafico. ;De qué tamano debe ser cada uni-
dad en el eje x, en el eje y?

4. Estos datos, jsiguen algtin patrén?
5. Con una regla, traza una recta que “visualmente” te parezca que pasa maés cerca
de todos los puntos del grafico.
Paso 3: funcion lineal que aproxima los datos

1. Utiliza dos puntos sobre la recta que trazaste en el paso anterior y encuentra su
ecuacion.

2. La ecuacion tiene la forma y = ax + b. Interpreta los parametros a y b.
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Paso 4: utiliza el modelo para pronosticar

1. Utiliza la ecuacion encontrada para pronosticar cudl seria el tamaino del puiio de
una camisa de una persona que tiene un pulgar de 6 cm.

2. Sila mufieca midiera 13 cm, segin tu modelo, jcudl seria la medida de su pulgar?

Paso 5: compara con otro modelo

Compara tu modelo con el siguiente. Un grupo, en la clase del profesor Ortega, obtuvo
los siguientes resultados:

Pulgar (en cm) 1,5 1,4 1,3 1,8
Murieca (en cm) 3,1 3,0 2,7 3,6

40 } 4,0
3,5 | ° 3,5
3,0 | o® 3,0

L]

2,5 | 2,5
2,0 | 2,0
1,5 | 1,5
1,0 | 1,0
05 | 0,5

0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1

0 05 10 15 20 25 0 05 10 15 20 25

Esta recta pasa por los dos puntos de la tabla (1,3;2,7) y (1,5;3,1). Su pendiente es

31-27 04
“T15-13 02

Por lo tanto, la ecuacién de la recta es
y—2,7=2(x-1,3),

que, luego de simplificar, da y = 2x +0,1.

La interpretacién de la pendiente es la siguiente: la muneca cambia en 2 cm por
cada centimetro que cambia el pulgar.

Interpretacion del corte de la recta con el eje y: si el pulgar midiera 0 cm, la muneca
deberia medir 0,1 cm.

1. Discute las conclusiones a las que lleg6 este grupo.
2. /Qué puedes afirmar de la Gltima aseveracion sobre la interpretacion del corte?

3. (A qué conclusiones has llegado luego de comparar tu modelo y el de los estu-
diantes del profesor Ortega?

Ejercicios
Conceptos

1. Con tus propias palabras, explica el concepto de pendiente.

2. Responde a las siguientes preguntas y justifica tu respuesta con frases completas:
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7.

10.

(a) Siuna recta de ecuacién y = f(x) tiene pendiente positiva, jes la funcién f
creciente?

(b) Si una recta de ecuacién y = f(x) tiene pendiente negativa, ;la funcién f es
creciente?

. Roberto desea realizar la gréfica de la recta cuya ecuacién es 2x —3y = 1. Para

ello, realiza la siguiente tabla:

0 1 1/2
-1/3|-2/3| 0

Decide si Roberto estd en lo correcto.

. Mediante una frase completa, explica cémo verificarias que el punto de coorde-

nadas (1,4) pertenece a una recta de ecuacién y = ax +b.

La funcién f es una funcién lineal. Explica en una frase completa qué procedi-
miento utilizarias para realizar su grafica.

En cada caso, explica con frases completas si la grafica o la tabla dada representa
una funcién lineal:

y y
10 |
8 -
6 -
4 -
2 -
X
-10 -5 5
_2 -
,4 -
_6 L L n
(a) -10 -5
x| 2] 3 4 5
(b)
y|7]l10] 13|16
x|2|3]| 4 5
(c)
y|5]9]13]16

La tasa de cambio de una funcién lineal es 3. Si la variable x aumenta en 6
unidades, jcuadl es el cambio de la funcién (aumenta o disminuye)?

. La tasa de cambio de una funcién lineal es —3. Si la variable x aumenta en 2

unidades, ;cudl es el cambio de la funciéon (aumenta o disminuye)?

. Explica con frases completas por qué la interseccion de la recta de ecuacion

y=ax+b
y el eje horizontal es el mismo punto de interseccién entre las rectas de ecuaciones

y=ax+b y y=0.

Si f es una funcién lineal tal que f(0) =1y f(2) =2, jcudles son los cortes de la
gréafica de la funcion f con los ejes?
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11. Identifica la grafica de la funcién f definida por f(x) = —x +4. Con frases comple-
tas justifica tu eleccién. jEs la funcién creciente o decreciente?

y y
Al
5 |
o |
N
. ) ) ) ) ) ) ) X
-5 -4 -3 -2 -1 1 2\ 3 4
_1 |
_2 - _2 -
(a) S (b) S
_47 _4,
y
nl
N
2
n
. ) ) ) X . ) ) ) ) ) ) ) X
— 2 3 4 —5—4—3—2—11 1 2\3 4
Sl Ll
(©) e ) a
_4— _4,

12. Reconoce la grafica de la funcion f definida por f(x) = 3x — 5. Mediante frases
completas justifica tu eleccién. ;Es la funcién creciente o decreciente?

51Y
4 -
3 -
2 -
1} / x
-6-5-4-3-2-1 | 1 2/3 45
_2 -
_3 -
74 |
(a) “5r (b) 5
_6 L _6 L
5 1Y 5FY
4 4/
3+ |
2 b 2 | 4
g
1} x 1f x 2
6-5-4-3-2-1 | 1/2 3 4 5 6-5-4-3-2-3 | 1 2 3 4 _5.5
e
-2} -2 | =
S
=y -3 | &
-4 -4 | =
() -5 r (d) “5r Z
-6 'L -6 L &
§
13. Identifica la grafica de la funcion f definida por f(x) = —3x + 1. Con frases com- E
pletas, justifica tu eleccion. ;Es la funcién creciente o decreciente? 2
A
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51Y
4 -
2 -
x 1\ x
—6-5-4-3-2 - 2 3 45 -6-5-4-3-2-} [\1 2 3 4 5
-2 F
-3 |
—4
(a) (b) -5 |
_6 L
5 1Y 5 1Y
4 4 r
2\ F -
1\ x
~-6-5-4-3-2-3 [\1 2 3 4 5 ~6-5-4-3-2 -}
92}
-3 |
—4 }
(c) S (d)
-6 L

14. Proporciona un ejemplo de una funcién creciente.
15. Da un ejemplo de una funcién decreciente.

16. Propon un ejemplo de una funcién constante.

Procedimientos

1. Para cada uno de los siguientes literales en este ejercicio:

i. Encuentra la pendiente.
ii. Identifica si la pendiente es positiva, negativa, cero o no esta definida.
iii. Indica los cortes de la recta con los ejes.

iv. Indica si y crece o decrece cuando x crece, con y = ax + b. (En qué relacion
estd tu respuesta con la pendiente que determinaste?

v. Indica si y crece o decrece cuando x decrece, con y = ax+b. jEn qué relacion
estd tu respuesta con la pendiente que determinaste?

(a) La recta pasa por los puntos de coordenadas (1,2) y (3,4).
(b) La recta pasa por los puntos de coordenadas (1,0) y (3,—2).
(c) La recta pasa por los puntos de coordenadas (1,3) y (2,3).
(d) La recta pasa por los puntos de coordenadas (1,2) y (—3,5).
(e) La recta pasa por los puntos de coordenadas (1,2) y (1,3).

2. Encuentra la ecuacién de una recta que satisfaga las condiciones siguientes:

(a) La recta tiene pendiente 4 y pasa por el punto (0,3).
(b) La recta tiene pendiente % y pasa por el punto (0,5).

(c) La recta es horizontal y pasa por el punto (5,0).
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10.

(d) La recta tiene pendiente 2 y pasa por el punto (4,12).
(e) La recta pasa por los puntos (-5,4) y (3,1).
(f) La recta es vertical y pasa por el punto (1,2).

(g) La recta es paralela a la recta de ecuacion y = 4x—9 y pasa por el punto de
coordenadas (2,3).

(h) La recta es paralela a la recta de ecuacién y = —3x + 1 y pasa por el origen.

(i) La recta es perpendicular a una recta de ecuacién y = 5x+ 1 y pasa por el
origen.

. En cada caso, determina una funcién lineal f: R — R, definida por f(x) = ax + b.

(a) Sesabe que f(0)=1y f(2)=3.
(b) Se sabe que f(0)=-2y la funcion es constante.

(c) Se sabe que f(0) =1y que si x cambia en tres unidades, el valor de f(x)
cambia en 6 unidades.

. Encuentra la interseccion de las rectas dadas por las ecuaciones siguientes:

(a) y=-x+2yy=4x+5.

. Halla el cero de la funcién lineal f definida por f(x) =3x+ 7.
. Encuentra el cero de la funcién lineal f definida por f(x) = —2x +5.

. En cada caso, determina la tasa de cambio de la funcién lineal f y determina si

la funcion es creciente o decreciente.

(a) f(x)=2x+4.
(b) f(x)=4x-5.
(¢) fx)=—3+3.
(@ f(x)=-0,4x+8

Halla el cero de cada funcion lineal f definida por:

(a) flx)= %x —4.
(b) f(x)=—-4x—-1.
© flo)=-3+3.
(d) f(x)=-0,5x+0,6.
Grafica las funciones lineales f y g definidas por f(x) =2x -1y g(x) = —x + 5.
Luego, completa las siguientes oraciones:
e El valor x para el cual f(x)=g(x) es: ...
¢ Elintervalo de los nimeros reales x tales que f(x) > g(x) es: ...
e El intervalo de los nimeros reales x tales que f(x) < g(x) es: ...

Resuelve el sistema dado. Indica, en cada caso, si el sistema tiene una, ninguna
o infinitas soluciones.

2x  + = 3
(a) Y
-x + 2y = 1.

(b){x+y:5
x + y = 1
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Matematica primer curso de BGU

[2+]
=
=]
o
2
<
<
=
2
<
(=}
-
a9
.
2]
=
=}
2
<
5
&
=]
S
Q
=}
2
g
2
[mn]

© 2u + v = 16
(¢
u + v = 11.
4 + 2 = 9
() D q
5p — 4q = 5.

Aplicaciones y modelizacion

1. Los estudiantes de segundo afio de Bachillerato de un colegio de la Sierra estan
planeando un paseo de fin de afio a la Costa. El costo serd de 120 délares (para
todo el curso) para cada dia de estadia en un hotel. El costo del viaje de ida y
vuelta para todos es de 250 délares.

(a) Encuentra un modelo mediante una funcién lineal que represente el costo
C en términos del nimero de dias n que se queden en la Costa. Decide un
dominio adecuado para la funcién.

(b) Traza el grafico de la funcién costo encontrado.

(c) Interpreta la pendiente de la recta correspondiente. Toma en cuenta las
unidades de C y n.

(d) Interpreta los cortes de la recta con los ejes. (Toma en cuenta el dominio de
la funcion).

(e) Una compaiiia de turismo les ofrece un paquete completo de cuatro dias por
1000 délares. ;Es mejor esta oferta o les conviene organizar el paseo por su
cuenta?

(f) La clase quiere recolectar fondos para realizar su paseo, por lo que va a orga-
nizar una fiesta en el colegio. Dispondran del local gratuitamente. ;Cuantas
entradas de 5 délares deberan vender para recolectar dinero suficiente para
el paseo?

(g) El curso tiene la posibilidad de contratar un bus con amenidades; el costo es
de 300 délares. Reformula el modelo original para incluir este nuevo gasto.
Grafica la nueva funcién de costo y comparala con la grafica de la funcién
de costo de la situacién original. Describe la relacién entre las dos graficas.

2. Maria y Sandra quieren ahorrar para comprar una computadora. Maria puede
ahorrar 2 délares cada semana si no compra nada en el bar del colegio. Su mama
le ha ofrecido una ayuda de 150 délares. Sandra puede ahorrar un délar cada
semana, si va caminando al colegio en lugar de tomar el bus. Ella ya tiene aho-
rrados 160 dédlares.

(a) Elabora dos modelos mediante funciones lineales para el ahorro M de Maria
y el ahorro S de Sandra, en términos del nimero de semanas x, respectiva-
mente. Selecciona un dominio adecuado para cada funcién.

(b) En un mismo sistema de coordenadas, traza el grafico de cada funcién.

(c) Interpreta la pendiente de cada recta (toma en cuenta las unidades de M, S
Y x).

(d) Interpreta los cortes de cada una de las rectas con los ejes. (Toma en cuenta
el dominio de las funciones).

(e) (Quién tiene mas dinero ahorrado después de dos semanas? ;De cinco?

;(Después de veinte semanas?

(f) (En cuantas semanas el total del dinero ahorrado por Maria es mayor al
total del dinero ahorrado por Sandra?
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3. Escribe una historia cuyo modelo grafico sea el siguiente:
Y
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4. Escribe una historia cuyo modelo tenga el siguiente grafico:
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5. El Ecuador ha realizado dos censos de poblacién a nivel nacional en dos oca-
siones en los ultimos 20 anos. El Instituto Ecuatoriano de Estadisticas INEC
(http://www.inec.gov.ec/home/) recoge los resultados de estos censos.

(a) Encuentra los datos de los dos tltimos censos nacionales de poblacion.

(b) Halla un modelo lineal P(¢) = at+b para la poblacién P del pais en términos
del namero de afios a partir de 1990.

(c) Utiliza el modelo para pronosticar la poblaciéon del Ecuador en el afio 2020.

(d) En un parrafo, reflexiona por qué es ttil tener un modelo poblacional.

6. Utiliza los datos dados en la introduccion de este capitulo sobre el uso del celular,
para crear un modelo lineal que represente el porcentaje de hombres que usan
celular como una funcién del tiempo.

7. Emplea los datos dados en la introduccién de este capitulo sobre el uso del celular,
para crear un modelo lineal que represente el porcentaje de mujeres que usan
celular como una funcién del tiempo.

8. Usando los resultados de los dos ejercicios anteriores, responde la pregunta de la
introduccién: jes cierto que en 2010 hubo un mayor incremento en el porcentaje
de mujeres que de hombres en el uso del celular?

9. En el informe del INEC, mencionado en la introduccién, estdn publicadas las ci-
fras de uso de Internet para hombres y mujeres por tres anos consecutivos (2008,
2009, 2010) en porcentaje de la poblacién:
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Ano | Hombres | Mujeres
2008 | 26,6% | 24,9%
2009 | 25,4% 23,9%
2010 ‘ 29,9% ‘ 28,2%

(a) En un mismo sistema de coordenadas, dibuja los puntos dados; asegurate
de usar dos colores diferentes para que puedas distinguir entre los datos
correspondientes a mujeres y hombres.

(b) Sobre la base de lo hecho en el literal anterior, traza rectas que se aproximen
a los puntos dados para cada uno de los casos.

(c) Encuentra las ecuaciones de las rectas que trazaste en la parte anterior.

(d) Escribe el modelo lineal para cada caso. Asumiendo que sigue la misma
tendencia, pronostica aproximadamente en cuantos afios toda la poblacién
utilizaria Internet. ;Es esto realista?

(e) Escribe un parrafo narrando en frases completas los resultados que encon-
traste en este ejercicio. Si fueras un periodista, jqué escribirias como titular
de tu nota de prensa?

Pensamiento critico
1. Elabora la grafica de la funcién f: R — R definida por f(x) = |x — 5].

2. Determina la intersecciéon de las graficas de las funciones f y g definidas por
f)=lx—2]y glx)=|x—4l|.

3. Sean a y b dos nameros reales y f una funcion lineal definida por f(x) = ax +b.
Para cada valor diferente de a y de b se obtiene una funcién lineal particular.
Considerando todos los posibles valores de los coeficientes a y b, a los que se los
denomina pardametros, se dice que se tiene una familia de funciones lineales.

Por ejemplo: laigualdad f(x) = 2x+b representa una familia de funciones lineales
cuando el parametro b cambia; en este caso, se dice que este parametro es libre.
En cambio, laigualdad g(x) = ax—3 representa una familia en la que el parametro
libre es a.

(a) Considera la familia de funciones f(x) = 3x+ b, en la que el parametro b es
libre. Explica cémo se relacionan las graficas de esta familia entre si. Grafica
algunas funciones que pertenecen a esta familia.

(b) Considera la familia de funciones f(x) = ax+5, en la que el parametro a es
libre. Explica cémo se relacionan las graficas de esta familia entre si. Grafica
algunas funciones que pertenecen a esta familia.

4. Decide si las condiciones siguientes podrian ser satisfechas por una funcién li-
neal. Para cada caso, escribe una frase completa con el detalle del razonamiento
realizado.

(a) La tasa de cambio de la funcién es positiva y la grafica de la funcién no corta
el eje horizontal.
(b) Es constante y no corta el eje horizontal.

(c) Es constante y no corta el eje vertical.
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5. Encuentra el intervalo de nimeros reales x tales que satisfacen la desigualdad
2x—3<x+8.

Sugerencia: Grafica dos funciones lineales [ y g.

6. En cada caso, completa el sistema con una segunda ecuacién, de manera que se
cumpla la condicion requerida:

{3x+y=5

(a) El sistema tiene una dnica solucién.
(b) El sistema no tiene solucién.
(¢) El sistema tiene infinitas soluciones.

7. Halla el valor de x para el cual la funciones [, definida por f(x) = —2x+5 es igual
a la funcién g, definida por g(x) =3x — 1.

8. Decide si las siguientes funciones son iguales. Justifica tu respuesta.

2 _
fa)=x+d y gloy=> 16
x—4

9. Angulos entre rectas. Completa.

(a) El angulo entre las rectas de ecuaciones y=0y y=xes...
(b) El angulo entre las rectas perpendiculares es ...

(c) El angulo entre las rectas de ecuaciones y=0yx=0es...
10. Demuestra:

(a) Lasrectas de ecuaciones y =2x+1y y = —1/2x+3 son perpendiculares. (Suge-
rencia: determina un tridngulo de manera que dos de sus vértices estén sobre la primera recta,
y el tercer vértice esté en la segunda recta. Demuestra que se cumple la relacién pitagérica

entre los lados del triangulo).

(b) Las rectas de ecuacion y =a1xy ¥y = agx son perpendiculares si ag = —1/a;.
Puedes utilizar la sugerencia del ejercicio anterior.

(c) Lasrectas y=ai1x+byy=agx+c son perpendiculares si ag = —1/a1. Puedes
usar lo demostrado en el ejercicio anterior.

Uso de tecnologia

1. Utiliza una calculadora gréafica para realizar graficas de las siguientes ecuacio-
nes o funciones dadas. En cada caso, determina si la ecuacién o la funcién es
lineal. Especifica el dominio adecuado para graficar la funcién, de manera que
sus caracteristicas geométricas sean claramente apreciables.

(a) y=0,5x+4,3.

(b) y=200x.
(c) 2x—0,008y =4.
(d) y=x2
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Matematica primer curso de BGU

2. Fausto utiliza una calculadora para realizar la grafica de la funcién f, definida
por f(x) =100(x — 3) + 2 y su calculadora le muestra lo siguiente:

Fausto concluye que la recta es vertical. Decide si Fausto esta en lo correcto. Si
no lo est4, escribe en una frase completa una explicacién que le ayude a Fausto a
corregir su error.

3. Emplea una calculadora grafica o una aplicacién en el Internet para determinar
si las dos ecuaciones son equivalentes.
(a) y=(5x+5)/5, y =x.
(b) y=05Bx+1)/5, y=x.

4. En una calculadora grafica o mediante una aplicacion en Internet, realiza la gra-
ficade y=x%+1.

(a) Utiliza una ventana con rango en x entre —3 y 3. Explica por qué esta grafica
no corresponde a una funcién lineal.

(b) Usa una ventana con rango en x entre 0 y 0,5, el rango en y entre 1 y 1,2.
;Coémo se altera la apariencia de la grafica comparada con la anterior grafi-
ca?

5. Con una calculadora grafica o con una aplicacién de computadora, resuelve los
sistemas siguientes mediante el método grafico:

3x + 8y = 2
(@) {7x ~ 6y = -3.

0,2x + = 05
(b) Y

-x + 04y = 1
© 10T5x + 004y = 005

—0,1x + 07y = 02
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