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PRESENTACION

El Plan Decenal de Educacion, aprobado mediante Consulta Popular el 26 de noviembre 2006 con el 66% del
total de votos, marcd desde entonces la agenda para la Politica Publica en el Ministerio de Educacion.

La estrategia clave para la consecucion de las Politicas del Plan Decenal de Educacidn referentes a la
Universalizacion de la Educacion General Basica de primero a décimo grados, al incremento de la poblacion
estudiantil del Bachillerato hasta alcanzar al menos el 75% de los jovenes en la edad correspondiente (al afio
2013), a la tasa neta de asistencia a Educacion General Basica que alcanzé el 96,1% y a la tasa neta de
asistencia a Bachillerato que ascendié a 65,8% frente al 51,2% (registrado en el afio 2007), esta
necesariamente ligada a la fuerte inversion que el Gobierno Nacional ha realizado los ultimos afios en
educacion.

Con el presupuesto asignado, el Ministerio de Educacion despliega, desde el afio 2007, varios programas
dirigidos a la eliminacion de las barreras econdmicas de acceso a la educacion de los nifios, nifias y
adolescentes. Uno de estos programas es el referente a la entrega gratuita de textos escolares a los
estudiantes y docentes de Educacion General Basica, Bachillerato General Unificado de la oferta intercultural
e intercultural bilingle, que asisten de manera regular a las instituciones fiscales, fiscomisionales y
municipales en todo el pais.

Para los estudiantes, se entrega textos y cuadernos de trabajo; para los docentes, textos y guias docentes; y
para los estudiantes y docentes de Educacion Intercultural Bilingle, los kukayos pedagdgicos (textos
bilingies).

En el afio 2014, se entregara textos a los estudiantes y guias del docente para Bachillerato General Unificado
(BGU) del régimen Sierra y Costa en las materias de Matematica, Lengua y Literatura, Fisica, Quimica,
Desarrollo del Pensamiento, para el primer curso; Biologia, Lengua y Literatura, Fisico-Quimica, para
segundo curso; y Lengua y Literatura, Matemadatica, Educacion para la Ciudadania, para tercer curso.
Adicionalmente, se entregara material para el estudiante (texto y libro de trabajo) y material para el docente
(quia docente y CD de audio) del area de inglés a los tres cursos de BGU.

El libro de texto tiene como principal objetivo brindar apoyo, tanto a los docentes como a los estudiantes y
representantes, en la consecucion de los estandares de aprendizaje, referidos a los minimos que los
estudiantes deben alcanzar al culminar el tercer afio del Bachillerato. Por lo tanto, brinda informacion
cientifica sobre los temas en estudio, propone actividades de investigacion y aplicacion del nuevo
conocimiento, invita al lector a aplicar estrategias de autoevaluacion, coevaluacion y heteroevaluacion,
ensena a citar fuentes de consulta y enlista la bibliografia en la que sustenta la informacion.

Por todo lo anterior, se ha puesto especial cuidado en la seleccion de este texto, aplicando un estricto
proceso de evaluacion del rigor cientifico y curricular que el Ministerio de Educacidn exige en este material.

Siendo un material de apoyo basico, esperamos que los docentes y sobre todo los estudiantes no se sujeten
exclusivamente a la informacion vertida en él, sino que este libro despierte las ganas de investigar, de ampliar

su informacidn, de acudir a otras fuentes que los lleven hacia una mayor comprension y aplicacion en la vida
diaria de lo que aprenden.

Exitos en este nuevo afio y a escribir nuestra nueva historia. ..

Ministerio de Educacion

‘ Ministerio

de Educacion



Conoce tu libro

~

Los mddulos comienzan con una
doble pagina de introduccion que
despierta la curiosidad acerca de
los temas que seran estudiados.

9
9
9

¢ Qué sabes?
. Qué aprenderas?

Objetivos educativos
del médulo

Activacidén de conocimientos
previos

[niciemos

El Buen Vivir

o -

pertura de la unidad |

Blogue: Algebra y geometria

Bs difcl no apreciar I presencia de formas geométricas,y en particular I circunfe-
vencia, a nuestro alrededor. Por ejemplo, la bicicleta es un conjunto de tubos metli-
cos con dos ruedas que aplican Ia geometrfa perfectamente.

Qué sabes?

. Enafios anteriores aprendiste sobre los ele-
mentos del circulo y la circunferencia tales
como el radio, cuerda, diametro, secante y

la tangente. En este médulo vamos a deter-
minar la ecuacién de la circunferencia ca-
nénica y general y a partir de ella vamos a

&Qué aprenderas?
| = Reconocer a la circunferencia a través de.
1a ecuacién que la representa
> Encontrar la ecuacién de la circunferen-

ia conocidos diferentes elementos: centro
3 radio

*% > Hallar la ecuacitn de la circunferencia con
base 2 la descripcién geométrica

> Reconocer una cénica degenerada y el Lu-
é a partir de

{a ecuacion que se

> Representar y analizar conicas con la ayu-
4 identificar los elementos mas importantes - da de las TIC.

-

El Buen Vivir

La matemética esta presente en todas las dis-

ciplinas deportivas, el incorporar la practica de &

algin deporte a nuestras actividades diarias
mejora nuestra salud y calidad de vida

Iniciemos
% Activacién de conocimientos previos

La rapidez de aceleracion de una bicicleta au-
menta si las llantas son més ligeras, por esta
razén las bicicletas de carretera y las de pis-
ta tienen ruedas ligeras y finas y neumiticos
estrechos. En cambio, que las bicicletas de

se utilizan para saltar rocas y

\eumaticos mas robustos.

s geomtricos crees que se utilizan
cion de las ruedas de la bicicleta?

er entre el did-
¥ o capacidad

El Buen Vivir

| matematica esta presente en todas las dis
linas deportivas, el incorporar la practica dg
““\in deporte a nuestras actividades diaria;

(3 Rplicamos SRR :

Coleccion de actividades organizadas
por contenidos. Segln la accion
se clasifican en: Calcula, Entrena,
Resuelve problemas, Refuerza,
Aclara conceptos, Amplia e Interpreta
y resuelve.
Su nivel de complejidad puede ser:
* Basico « Medio ¢ Avanzado
Cada actividad privilegia alguno de los
procesos matematicos: Ejercitacion,
Razonamiento, Comunicacién, Modela-
cion y Resolucion de problemas.

N

Resolvemos problemas i

Etapas en la solucion de problemas

l AcTivioao ResueLTA

Proble

Ponemos a
prueba destrezas

Pagina en la cual se trabajan
las destrezas con criterios de
desempeno, mediante activi-
dades que reflejan situaciones
reales y cotidianas.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
\

\ra nuestra salud y calidad de vida.

Iniciemos

S cimion—

Resolvemos
problemas

Seccién en la cual se expo-
ney se aplica una estrategia
de resolucién de problemas
asociados a los contenidos
de la unidad.

.
[ PR S ———

Ponemos a prueba destrezas

PROBLEMAS PARA APLICAR v




2 Desarrollo de conocimientos
y destrezas con criterios de desempeino

Los contenidos se exponen de
forma estructurada, clara vy

Sablas que. La Teora de Juegos estuia e manera formal y abstracta as decisiones éptimas ® Criterios Maximin y Minimax en juegos de estrategia pura Utliza las TIC . )
e e T Elcriterio Maximins dentiica los minimos por rengliny seleccions el mayor Paraconocermis 1l d t L d
Cetuio Ge modelos matemdticos que describen ol conflctoy s cooperacion enire Etcriteria Minimax: dentiica oz misimos por columns  seloccions e menor teorade e Ssencitla, edliante el uso de un

ingresara.

e lenguaje riguroso.

entes inteligentes que toman decisiones. en el juego actdan teniendo en cuenta
Las acciones que tomarfan los demas.

o el equilbrio de - (Ejemplo1
. Este equilibrio es

sulicientemente general,
permitiendo el ans
juegos no caoperai
ademés de los juegos
cooperativos.

Sielvalor maximin del primer jugador es igual al minimax del entonces
el jusgo es de estrategia pura (existe un punto de ensilladura). EL valor del jusgo para
el primer jugador es su valor maximin.

Dilema del Prisionero ACTIVIDAD RESUELTA

.05 gasalnerss 5o encvrtran s e s i - En recuadros con fondo de

cemencia de 1 3o por pasesion de biense robados. Se Interrogs  cads sospechoss Los consumidores estén pendientes del precio y cada gasalinera debe decidir si cobra un precio alto o uno

BN R Ao vt e R o baf. L matz de recompenss s (s siginte color se destacan las ideas

al que confiese, pero la totalidad de la sentencia de 10 aos al que no confiese. Si
confiesan ambos, cada uno obtiene una sentencia reducida de 5 anos. T

ety s e s s fundamentales de los te-
e i " . mas

Confiesa No Confiesa

e de Se arresta a dos sospechosos por robo, y se les condena, cada uno recibirs una sen-

Gasolinera A

e [ Ncmjﬁ ‘ I . ,y‘ | Resolviendo y aplicando los criterios maximin y minimax:
| | | - Con los ejemplos y activida-
o on L’%::‘Ei;::es de condena en funcién de La decisidn tomada por ambos son las - ::::::: 0171 i ;z : 0« maximin d es resue lta s y p ro p u esta s

Juego asimiricos y

ey | | s i 1 i s K ! se aplican los conocimien-

minimax :[Es‘s{i:‘(“,‘f’zﬂ‘f absolucidn de su condena y el olro pasard en prisidn los 10 afos Dado que el maximin del primer jugador es igual al minimax del segundo jugador, entonces el juego es de to S ex p ue St 0S.
Equilorio de Nash estrategia pura (existe un punto de ensilladura). Ambos jugadores escogen bajar sus precios. EL valor del

SR : = Incluye notas al margen vy
vinculos a paginas web que
enriguecen los contenidos.

rendidens e —————————————————————

Juegos simulténeas y
Secuenciales

Juegos de informacién
perfecta

Juegos de informagy
infiita (s supep

2. Supén el siguiente juego. completa (a tabla, determina el maximin y minimax.

prisioneros, sabemos que nuestra mejor Escribe una conclusisn

Utiliza las TIC

5 asi siempre minimiza-
¢ L0 que el otro haga. ¥ dado que el E=

e la misma manera, (o que al final s
entre rejas (10, 10), mientras que x Precio Bajo \

Para elaborar una tabla
de valores para la funcién
coseno basta con pulsar
la tecla e introducir
un angulo en grados o

en radianes y el valor
correspondiente aparece
en pantalla después de
digitar [ =

dos sslo 1 aio (1, 1) y hubiera 22 43
Juan

3,4 bk ‘ ‘

@ Utiliza las TIC

Permite acceder a recursos
interactivos para profundi-
zar los contenidos.

Matematica

-ogERyy QU

Presenta textos informativos rela- Contiene procedimientos de resolu-
cionados con otras areas dlel_con(_)a— cién de problemas con ayuda de he-
miento a las que la matematica sirve rramientas tecnoldgicas, tales como la

como instrumento para expresar y calculadora y la computadora.
resolver sus propios problemas.

N -

\
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Graphmatica es un software de lit.
que podras graficar distintos tipos
otras aplicaciones.

donde A &5 la amplitud en milimeiros de las on-
das S (medidas en ol sismégrafo, y {, el tiempo
dos, entre s aparicién de

Matematica en contexto

Movimiento de fluidos

o

2 Copia y completa la tabla, calculando las ca-

racteristcas para tres. aierentes.

I Reelh = R*U
#Solo olo !

€ 5clolyl @ Sololy Il
ALy

Bloo? 0 lga
EE R

2 Seag:R > R con g = o, zcuil es el valor de g4

Para graficar la funcion f(x) =
los siguientes pasos:

«19.ELpH mide el cardcter &cido o basico de una sus-
tancia, y se encuentra relacionado con la concen
tracidn de iones de hidrégeno de la misma, x

5. Expresa con un so logaritmo los ndmeros siguientes:
) log6 + logB~ log3
B log?+ b2 - log? - log? que se mide en mal por liro, segin la farmula

2 Representa [a funcisn del pH

16.Siendo a y b dos ndmeros enteros positivos, calcula ) fen v

el valor de: 1) EL pH de un gel de duchs es 55. ;Qué con.
centracién de iones de hidrégeno tiene?

RS,
5 e e 135 17 et oo vl e o

e 1051 o0, N=2 00,625, o el 7
v ws v an ez SO reses ot Rorons s empoens

Sustancia en cada caso?

4 (Custes el valor de xsi(1f = 201

a) ¢ wl ool @l e

20 Explica si puede haber alguna funcion racional
i 8 o

dominio sean tados los nimeros reales y en
casa afirmative, escribe un ejemplo

5. Resuehe el siguiente sistema de ecu

de Richter,

 de velocidad menor. En la
magitug de un terremoto se calcula como 21, Resuelve Las siguientes ecuaciones.

.

M= logh + 3log B) - 292 97log x4 log L

i
Blog x + log (x+ 3) 5 2og (x+ 1)

WHTEWHT:E Qlog d + 2log (x - 3) = log x

un software de libre accesa con el
icar distintos tipos de funciones, enire

ite has fjado, dos vehiculos que viajan a gran

velocidad en direccion contraria, generan una

“atraccién” entre si, por queé sucede esto?
Utlizando Graphmatica se oraficaron (as siguientes

¢Por qué resulta peligroso estar en el borde de funciones en el plano cartesiana,

{a acera mientras pasan los vehiculos, sobre

todo camiones o buses grandes?

Para graficar la funcidn ) = log,x, con a = 10, sigue
los siguientes pasos:

(1) Presiona Opeiones desde ol mend.

(2 Selecciona la apcitn Papel grifico, y visualizaras

un meni en donde podras elegir la base del logarit

0 que quieras graficar on Opeiones logaritmicas.

Razonamiento légico
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Funciones

Bloque: Numeros y funciones.

La cria de aves en nuestro pais estd en aumento, el 78,17% de las aves proviene de
planteles avicolas y apenas el 21,83% son criadas en el campo, esto segin el Insti-
tuto Nacional de Estadistica y Censos INEC.

En forma general, los datos recogidos en los Censos son transtormados en funcio-
nes que permiten una interpretacion clara de los fendmenos investigados para Yy

poderlos analizar, controlar y predecir. ‘< z
Fuente: file:///C:/Users/Personal/Downloads/info-aves.pdf (Adaptacion) _,,;

3 ;“-f.*' 'y
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éQué aprenderas?
i => Recordaras conceptos asociados a relacio-
nes y funciones.

=> Representaras funciones elementales por
medio de tablas, gréficas, formulas y re-

¢Qué sabes? laciones. -
En afios anteriores trabajaste con fun- . = Evaluaras una funcién en valores numéri-
ciones lineales y cuadraticas, ademas cas y slvbelions,

sabes modelar con estas funciones para " => Reconoceras el comportamiento local y
interpretar problemas de Fisica, Biologia, global de funciones elementales de una
Quimica e incluso de Economia. Reconoces y variable, a través de su dominio, recorrido,
cuando una funciéon es creciente, decre- variaciones, simetria.

ciente y puedes interpretar informacion => Determinaras si una funcién posee inversa

que te brindan las funciones para resolver

bl o estableciendo si es biyectiva o no.
problemas cotidianos.



El Buen Vivir

Fuentes de empleo

El sector avicola alcanza alrededor de 25 mil
empleos directos y se calcula que genera 500
mil plazas si se toma en cuenta toda la cade-
na productiva. Ademas, el sector suministra el
100% de la demanda de carne de pollo y de
huevos del mercado nacional, razén por la cual
el pais no importa esos productos.

e ;Qué cantidad de huevos y pollo estimas que
consumen en tu casa semanalmente?

e Elincremento de la produccién agricola, ;en
qué beneficia a la poblacion ecuatoriana?
Fuente: http://www.hoy.com.ec/noticias-ecuador/la-produccion-avicola-

alimenta-a-todo-el-ecuador-351678.html
r ; - '-" i ke r v‘r

% Activacion de conocimientos previos

La distancia que recorre un aviéon que viaja a una
velocidad constante de 500 millas por hora es
una funcién del tiempo de vuelo. Si s representa
la distancia en millas y t es el tiempo en horas,
entonces ;cual es la funcion del desplazamiento
en relacion al tiempo?

g
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Objetivos educativos del modulo

Estudiar el comportamiento localy global de funciones (de una variable) polinomial, racional, con radicales,
trigonométricas, o de una funcion definida a trozos o por casos mediante funciones de los tipos menciona-
dos, a través del analisis de su dominio, recorrido, monotonia, simetria, extremos, asintotas, intersecciones

con los ejes y sus ceros.

Utilizar TIC (Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion)

- Para graficar funciones lineales, cuadraticas, racionales, con radicales y trigonométricas

- Para manipular el dominio y el recorrido para producir gréficas.

- Paraanalizar las caracteristicas geométricas de funciones lineales, cuadréaticas, con radicales, trigono-

métricas (intersecciones con los ejes, monotonia, extremos y asintotas).

X




N Identifica cuando una relacién es una funcion

Indagamos .

@ —— =~ ¥ Producto cartesiano
Mario tiene un pantalén
café y uno azul, ademas Comencemos el andlisis con el caso de Carla, que vende pizzas y maneja tres tipos de
tiene una camisa blanca pasta para la base y cuatro ingredientes. La salsa y el queso es igual para todas. Para
y una negra. ;De cuantas tener un mejor control de los pedidos, ella enumera los ingredientes como se muestra.

maneras puede combinar
su ropa para vestirse dife-

rente?. Elabora una tabla. 1. Pasta clésica 1. Champifiones y peperoni
— 2. Pasta crujiente 2.Camarones y atun
3. Pasta delgada 3. Chorizo y pimiento

4. Carne molida y aceitunas

Carla identifica la pasta y los ingredientes, asi forma parejas con las claves para llevar
el control de los pedidos con esos nimeros y en ese orden.

Si consideramos que cada pasta puede combinarse con cuatro ingredientes distintos,
obtenemos cuatro parejas por pasta. Ahora, como hay tres pastas distintas, entonces

tenemos un total (4 x 3 =12) de 12 posibles combinaciones representadas por las parejas.
Ten en cuenta

Cuando hablamos de (1,1),(1,2),(1,3), (1,4),(2,1),(2,2),(2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,3) y (3,4)
conjuntos, usamos _el
E”;E?tlgn%npc?;aalzzlcar Cada pareja se denomina par ordenado y estd formado por dos elementos llamados
conjunto. coordenadas, es importante el orden en que se escriben. En el ejemplo observamos
que la primera coordenada siempre indica el tipo de pasta, mientras que la segunda se

De esta forma, x & M, refiere a la clase de ingrediente.

significa que x pertenece
o0 es un elemento del
conjunto M.

Si Ay B son dos conjuntos, su producto cartesiano A x B es el conjunto formado por
todas las parejas ordenadas posibles (a, b), donde a€ Ay b € B.

ACTIVIDAD RESUELTA
Considera los conjuntos en cada caso, determina el producto cartesiano. Observa los ejemplos:
1. A={3,-1,0 2} B={1,3, 5

AxB={(-3,1),(-3,3), (-3,5), (-1,1),(-1,3), (-1,5), (0, 1), (0,3), (0,5), (2, 1), (2,3), (2,5)}
2. C ={rosa, café, negro}; N ={1, 2, 3}

C x N={(rosa, 1), (rosa,?2), (rosa,3), (café, 1), (café, 2), (café, 3), (negro, 1), (negro, 2), (negro, 3)}
3. C={a e il F={f k k I}

Cx F={(a,f), (a,k), (a,k), (al, (ef) (ek) (ek), G0k, (k) iDL}

ACTIVIDADES PROPUESTAS

En cada caso, escribe los pares ordenados del producto cartesiano de los conjuntos.

4 A={x vy, 7} B =13, 4, 5, 6}
5. H = {Luis, Gerardo, Pedro, Angel} M = {Verdnica, Itzel, Lucia}
6. C=1{-5 -4, -3, -2} N =10, 1, 2, 3, 4}




® Relaciones y productos cartesianos

Ahora que conocemos el producto cartesiano, podemos entender con claridad la defi-
nicién méas aceptada del concepto relacion.

Una relacion R del conjunto A en el conjunto B, representada por R: A — B es cual-
quier conjunto de parejas tomadas del producto cartesiano A x B.

Al conjunto A se le conoce como el conjunto de salida, y el conjunto B es el conjunto
de llegada.

El dominio de la relacion Dom(r) es un subconjunto del conjunto de salida, formado
Unicamente por los elementos de A que forman parte de la relacién.

Elrecorrido de la relacidn Rec(r) es un subconjunto del conjunto de llegada, formado
Unicamente por los elementos de B que forman parte de la relacién.

Ejemplo
Considera los conjuntos A=1{1, 2, 3}y B={4, 5, 6}. En cada caso, determina:
a) Ax B=A{(1,4),(1,5), (1, 6), (2 4), (2, 5), (2, 6), (3, 4), 3, 5), (3, 6)

b) Establece la relacién de correspondencia: a =b - 2
R=1{(3,5), (2 4)}
¢) Determina el dominio y el recorrido de la relacion.

Dom(R) = {3, 2} Rec(R) = {5, 4}

Ciertas relaciones tienen una regla de correspondencia que puede ser expresada men-
diante una férmula o ecuacidon matematica.

ACTIVIDAD RESUELTA
SeanA4={-2,-1,0,1,2}yB={-3,-1,0, 1,3}

7. Si definimos R: A — B con la regla de correspondencia a < b, escribe todos los pares ordenados que
conforman la relacién R.

La regla de correspondencia nos indica que la relacion estad formada por los pares ordenados de A x B tales que
la primera coordenada es menor que la segunda.

Por ejemplo, como -2 > -3, entonces la pareja (-2,-3) no pertenece a la relacidon, es decir, (-2,-3) € R. Por otro
lado, como -2 < 0, entonces la pareja (-2, 0) si pertenece a la relacion (-2,0) € R.

Al comparar cada elemento de A con todos los elementos de B, podemos comprobar:

R={(-2,-1),(-2,0), (-2,1), (-2,3), (-1,0), (-1,1), (-1,3), (0, 1), (0, 3), (1,3), (2, 3)}

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Resuelve.

8. Encuentra los pares ordenados que pertenecen a la regla de correspondencia que define a: a » b; don-
de A={-1,01,223L5B=1{35 6,7 8.

9. Encuentra la regla de correspondencia que describe la relacién T={(1,2), (3,6), (4,8), (5,10), (6, 12)}. Senala
el domino y el recorrido de T.




Ten en cuenta

Sif:A—Besuna
funcion:

e Aes el dominio de la
funcién A = Dom(f)

e Bes el conjunto de
llegada de la funcion.

e El recorrido de la
funcion se define como
Rec(f)={fa) | ae Dom(f)}.

e Siae Dom(f), entonces
fla) e Rec(f)y decimos
que f(a) es la imagen
de a bajo la funcién f.

¢ Sixe Dom(f), entonces
x es la variable
independiente.

e Siy=flx)e Rec(f),
entonces y es la
variable dependiente.

Funciones

" N Representar funciones elementales por medio de tablas, graficas, formulas y relaciones.

® Funciones y relaciones

La mayor parte de la matematica superior se basa en el concepto funcidn, por eso, sin
su correcta comprension, es imposible entender la matemética a nivel superior.

Una funcioén f es una relacion de A en B, que cumple con las siguientes condiciones:
e FEldominio esigual al conjunto de salida.
e No existen dos pares ordenados diferentes con la misma primera coordenada.

La restriccién de que dos pares ordenados diferentes no puedan tener la misma
primera cordenada asegura que la segunda cordenada es Unica.

Ejemplo 1

Considera los conjuntos A={1, 2,3, 4}y B={1, 2, 3, 4, 5}. En cada caso, determina si la
relacion f: A— Bes una funcién. Explica tu respuesta.

f=1{(1,1), (2,1), (3,3), (4,3)} Si es funcion. Al analizar las cuatro pares ordenados de
la relacion observamos que:

e Todos los elementos de A, es decir: 1, 2, 3y 4, aparecen en la primera coordenada
de alguna de las parejas de f.

e No hay dos pares ordenados de f diferentes que tengan la misma primera coor-
denada. Analiza todos los pares: (1,1),(2,1),(3,3), (4,3); 12 =3 =4

A partir de la definicion anterior, es claro que toda funcién es una relacién, pero no
toda relacion es una funcion.

Analiza los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2

f=1{(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (1,5)}
No es funcién porque no se cumple la segunda condicidn. Al analizar los pares
ordenados (1,1) y (1,5), observamos que tienen la misma primera coordenada.

f={(1,1). (2,2, G, N}
No es funcion, no cumple la primera condicién. Al analizar los pares ordenados
(1,1, (2,2), (3,1), puedes observar que el dominio de f es:

Dom(f) = {1, 2, 3}, el cual es diferente al conjunto A = {1, 2, 3, 4}

Cuando usamos una letra x para representar a cualquier elemento del dominio,
x € Dom(f), decimos que x es la variable independiente de la funcidén f. Por otro
lado, si y € Rec(f), decimos que y es la variable dependiente de la funcion f.

® Notacion de funciones

Sif es una funcién definida del conjunto de salida A al conjunto de llegada B, que toma
un elemento x de Ay lo asocia con un elemento y de B, entonces, lo representamos de
la siguiente manera:
f. A>B

x — f(x)

y = f(x)

Ejemplo 3 donde

Definamos una funcién en la que a cada elemento del conjunto de los nimeros reales
R lo asociamos con el resultado de sumarle tres, que es otro elemento de los nimeros
reales R.



Primero, le ponemos un nombre a la funcién, podemos usar cualquier letra, por ejemplo f.

Segundo, escogemos otro literal para representar a los elementos del dominio, digamos x.
Entonces escribimos:

. R>R
x — f(x)
donde f(x)=x+3

Propiedades de las funciones
e Sif: A— Besuna funcion, xe Dom(f), entonces f(x) € Rec(f).

e Sixe Dom(f), entonces (x, f(x)) representa a cualquiera de los pares ordena-
dos de f.

® Representacion grafica

La gréafica de una relacién o una funcion f: A— B

x>y =fx)

Es la representacion de los pares ordenados en el plano cartesiano, siendo la primera
coordenada la abscisa en el eje Xy la segunda coordenada es la ordenada en el eje Y.

Ejemplo 4

Para trazar la gréafica de f, elegimos y asignamos valores para la variable independiente
X,y con la regla de correspondencia construimos una tabla.

VA
n fo)=x+3=y | (Gy)=(xFx)
-8 y=-8+3=-5 (~8,-5) DA e x 3
-5 y=-5+3=-2 (=5,-2) / L
105710 5 X

0 y=0+3=3 (0,3)

2  y=2+3=5 2,5 P

7 y=7+3=10 (7,10) ~10

En el ejemplo, se unen los puntos que representan los pares ordenados con una linea
recta para simbolizar el resto de pares ordenados que no hemos calculado en la tabla.

Por estar formadas en pares ordenados, todas las relaciones pueden representarse con
una grafica. Cuando conocemos la gréafica de una relacion, el criterio de la recta vertical
nos permite decidir si la relaciéon no es una funcion.

Criterio de la recta vertical

Dada la gréafica de una funcion f, no es posible trazar una recta vertical que la
corte mas de una vez.

Cuando trazamos una recta vertical que corte dos o méas veces a la grafica de la relacién,
la relacién no puede ser funcidn. Observa que en este caso no se cumple la segunda
condicion que define a las funciones. Veamos algunos ejemplos.

Ten en cuenta

El plano cartesiano esta
formado por dos rectas
perpendiculares. La recta
horizontal es el eje de
las abscisas o eje xy la
recta vertical es el eje de
las ordenadas o eje y. El
punto donde se cortan se
(lama origen.




Ejemplo 5

Utiliza el criterio de la recta vertical para determinar si alguna de las siguientes graficas no
podria corresponder a una funcién.

a)

b)

Ten en cuenta

El criterio de la recta
vertical es muy Util para
determinar cuando una
relacién no es funcion,
sin embargo, no es sufi-
ciente para determinar
que si es funcion.

Esta grafica no corresponde a una funcién. Al trazar la recta vertical de color rojo ob-
servamos que corta en dos puntos Py Q a la curva, lo cual indica que no se cumple
la segunda caracteristica de la definicion de funcién. En este caso vemos que hay, por
lo menos, dos pares ordenados diferentes de la relacién que tienen la misma primera
coordenada: (2,-2) y (2,2).

RS

yl
4
//

4N 0

¥
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o

Esta gréfica representa la relacion f: [ -2, 2] = R, y si cumple con el criterio de la recta
vertical. Al trazar cualquier recta vertical que podemos imaginar, esta sélo cortara en
un punto a la gréafica. Asi, observamos que se cumple con la segunda condicién de la
definicion de funcion.

A)d'uu-b‘

<Y

—12—10 1 2
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® Dominio y recorrido de una funcion definida en los nimero reales R

En muchas ocasiones sélo conocemos la regla de correspondencia de una funcién
definida en los reales y no se indica cual es su dominio o recorrido. En estos casos,
tornaremos como dominio al conjunto més grande de nimeros reales para el cual la
regla de correspondencia se pueda aplicar y tenga como resultado otro ndmero real.

Ahora, observemos como, en algunos casos, a partir de la regla de correspondencia,
podemos determinar el dominio de una funcién.

Ejemplo 6
Define el dominio de cada funcidn.

a -1

Para que esta regla de correspondencia cumpla con la definicidén de funcién, debe-
mos evitar que el denominador sea cero. En este caso, basta que x= 0. Entonces, el

dominio es Dom(f) = {xe R | x = 0}.



_ x-4
b) 1) = X+ 4

Debemos evitar que el denominador de la regla de correspondencia sea cero. Ob-
servamos que x + 4 = 0 sélo cuando x = 4.

Entonces, si x = -4 tenemos que x + 4 = 0. Por lo tanto, Dom(f) = {xe R | x = -4}.

o )= L=

Escribimos el denominador de la regla de correspondencia como x* - 4 =0y resol-
vemos X2 =4 — x=+14 .

Entonces, la regla de correspondencia sélo se calcula cuando x =2y x = -2.

Por lo tanto, Dom(f) ={x e R | x= 2y x = -2}.

3

) = e

Factorizamos x* - x - 12 = 0 y obtenemos que (x - 4)(x + 3) = 0, de donde se sigue
que x=4 0 x=-3. Entonces, si x= 4y x= -3, tenemos que X’ - x - 12 = 0.

Por lo tanto, Dom(f) ={xe R | x= 4y x = -3}.

ACTIVIDAD RESUELTA

Analiza la funcion para determinar su dominio.
1. fx)=+x

Observamos que x no puede ser un nimero negativo. Por tanto, si x > 0 se garantiza que la regla de correspon-
dencia es calculable. Por lo tanto, Dom(f) = {xe R | x = 0}.

2. x)=v3x -9
Observamos que 3x — 9 no puede ser un numero negativo. Por lo tanto, 3x - 9 > 0y resolvemos la desigual-
dad: 3x>9 - x> % — x > 3 de donde obtenemos que Dom(f)={xe R | x> 3}.
4x — 5
3. f=—"———
V25 - ¥?

En este caso establecemos la desigualdad 25 - x? > 0, de donde se sigue que x> < 25y por tanto que
IxI <25 =5

Entonces, -5 < x < 5, y obtenemos que Dom(f) = {x e R | -5 < x < 5}.

Sabemos que la raiz cuadrada de un nimero negativo no esta definida en el conjunto de los nimeros reales (R).

Considerando lo anterior, para determinar el dominio de funciones que, en su regla de correspondencia, tienen este
tipo de raices debemos restringir los valores de la variable independiente de forma que el radicando no tome valores
negativos.

Como observamos en los ejemplos anteriores, en la practica para encontrar el dominio de este tipo de funciones, se re-
quiere del uso de desigualdades y de un adecuado conocimiento de las principales técnicas de resolucion de las mismas.



ACTIVIDADES PROPUESTAS

Identifica el dominio, el recorrido y encuentra cinco pares ordenados para las funciones.

4 g(x) = -x? 5. h(x)=1-2x

Traza la gréafica de las siguientes funciones.

6. (X)=x3-4 7. fxX)=x*+2

Determina si las siguientes graficas corresponden o no a funciones. Explica.

8. Vi 9 IA
1-\
A0 1 X
-1

10. f(x)=+5x+ 20 M. fin=2=4 12. fix) = Vex—12
13. fl)=—= 14, fx)=—L 15. fi) = 8=

fx) P fx) o flx) = V8 — 4x
Representa graficamente las funciones.
16. f(x) = bx - 6 17. f(x) = x> -2 18. f(x) = -2x% + 3x 19.6x) = X* - 2

Usa el criterio de la recta vertical y determina si las gréaficas corresponden o no a una funcion:

20. 21. 22. 23.

-2-1 0 1 2%

Determina el dominio de las siguientes funciones.

_ =2x+4 _ X—-14

24. f(x) = T 25. f(x) —~Eird
_ 7 _ 1

26. 0= —"— 27. )= ——

28. f(x) =+2x - 12 29. f(x) =16 - 2x

- |5 - /L
30. f(x) ToTg 31. %) Y+ hx -5

Resuelve y traza las gréaficas correspondientes.
32. El lado de un cuadrado mide xcm. Expresa el perimetro en funcidn de la medida del lado.

33. Una circunferencia tiene un didmetro de xcm. Expresa el drea en funcion del didmetro.




Clasificacion de funciones

Representar funciones elementales por medio de tablas, graficas, formulas y relaciones. §g
Evaluar una funcién en valores numéricos o simbélicos.

El estudio de las funciones, sus caracteristicas y sus propiedades es una de las ramas

mas extensas de la matematica.

POr su COMpPOSICiOn y estructura ;
matemaética algebraicas
Clasificacion

. por su dominio, recorrido y
de funciones

regla de correspondencia

inyectivas, sobreyectivas
y biyectivas

por su comportamiento
grafico,
ya sea general o local

continuas, discontinuas,
— crecientes, decrecientres. ..

® Funciones algebraicas

Las funciones algebraicas se caracterizan porque en su estructura matematica sélo
aparecen las operaciones: suma, resta, multiplicacion, division, elevar a potencias
enteras y la extraccion de raices de cualquier indice natural (+, -, x, +, X, 1/x ).

Segun las operaciones que hayan sido empleadas en su composicién, las funciones
algebraicas se dividen a su vez en polinomiales, racionales y radicales.

® Funciones polinomiales

Recordemos que un monomio en una variable es la estructura algebraica formada
por una constante que multiplica a dicha variable elevada a una potencia entera
mayor o igual a cero. Llamamos polinomio a la estructura formada por la suma de
dos o mas monomios.

Decimos que f(x) es una funcion polinomial cuando en la composicién de su regla
de correspondencia sélo figuran las operaciones suma, resta y multiplicacion.

f(x)=a,+tax'tax’+..+a x"'"+ax" dondea,a..,aeckR
n-1 n 0 1 n

Si n es el mayor entero tal que a, = 0, entonces decimos que la funcion es de
grado n.

Las graficas de las funciones polinomiales se pueden graficar sin levantar el lapiz del
papel; es decir, son funciones continuas que no presentan saltos en la gréfica.

Como las reglas de correspondencia de las funciones polinomiales estan construidas
sélo con sumas, restas y multiplicaciones, el dominio de estas funciones es el conjunto
de todos los numeros reales (R), a menos de que este se restrinja por alguna razon.

Por otro lado, laimagen o recorrido de las funciones polinomiales es variable y depende
tanto del grado como de los valores particulares que tengan los coeficientes del polino-
mio que define a cada funcion.

Las graficas de las funciones polinomiales suelen aumentar de complejidad conforme
aumenta su grado.

Ten en cuenta

Aunque en los
monomios y los
polinomios la variable
x aparece elevada a
alguna potencia, esta
siempre es un nimero
entero positivo.

De esta forma la
notacion exponencial
se usa simplemente
para representar
multiplicaciones con
factores idénticos.




Ten en cuenta

W

Si f(x) es una funcion, )
decimos que x=aes

un cero o una raiz de la
funcién cuando fla) = 0.

Las raices de la funcién
definen los puntos
(a,f(a)=0), los cuales
son los puntos donde la
grafica de fcorta al eje x.

£ raices

-2 0 2'x

-/

Ten en cuenta

Para hallar los valores )
de una funcién,
sustituimos niimeros

o letras para xen la
formula dada.

Asi: si f(X)= x%+ x + 1

entonces:

a. f(-1) =12 +(1)+1
f(-1)=1

b. f(x + h) =
(x+h)?+(x+h)+1
f(x+h)=
X2+ 2hx+h?+x+h+1

Este proceso de
encontrar los valores de
f(x) se le conoce como
evaluacion de la funcion.

-/

Graficas de funciones polinomiales grados: 0, 1y 2

* Grado cero: f(x) = a,x’ = a (1) = a,. Se lla-
man funciones constantes, pues el valor
de y = f (x) siempre es constante (c = a)).

Sus gréficas siempre son rectas horizon-

tales (y = ¢).

* Grado uno: f(x) = a x + a,. Se llaman fun-

ciones lineales. Sus graficas son rectas
y=mx+ b, donde m=a, es la pendientey

b=a,es laordenada en el origen.

e Gradodos: f(x) = ax’ + bx + c. Conocidas como funciones cuadraticas. Sus gréficas

son parabolas, su vértice se localiza en el punto V=(— b (— b )) .Sia>0

23’ 23

abren hacia arriba y si a < 0, hacia abajo.

A partir de grado tres, las gréaficas de las funciones polinomiales pueden presentar

formas muy diversas. Veamos algunos ejemplos sencillos.

a) 1 (x)=x3-x"- 2 (hazlo para x € [-1,2]).

I =2 T

ol (1P = (=1?+2(-1)=0

-0,5 (=0,5)2 — (=0,5)2 + 2(=0,5) = 0,6 (-0,5,0,6)

0 (0 = (0 +2(0)=0 (0,0

1 (1P -0y+200)=-2 (1,2)

2 2P -Q72+22)=0 (2,0)

Y, f(x)
]
N B y 5 X

-] :
BUAN
-3

Traza la gréafica de las siguientes funciones polinomiales y describe sus caracteristicas.

Observamos que la gréfica de esta funcidn de tercer grado o cubica tiene tres raices
o ceros, que son x=-1, x=0y x=2;y corresponden a sus intersecciones con el eje x.



Si el dominio estd determinado por Dom(f) = [-1, 2], entonces el Rec(f) = [-2, 1]

b) f(x) = x* - 5x + 4, (hazlo para x € [-2,2]).

-2 (=2)* = 5(=2)? + 4=0 (=2,0)
—1 (=1 =5(-12+4=0 (-1,0)
0 (0)*—5(02+4=4 (0,4)
1 (1)*=501)y+4=0 (1,0)
2 (2)*=5Q2)2+4=0 (2,0)
y
2
B A OJ N2
,,,,,,,,,,,,,,,,, =2omhe N
—4
Esta funcidn es de cuarto grado y tiene cuatro raices: x=-2, -1, 1, 2.

Ademas, podemos observar que:

Si el dominio esta determinado por Dom(f) = [-2, 2], entonces el Rec(f) = [-2,25, 4].

® Funciones racionales y funciones radicales

Ademas de las funciones polinomiales, debemos considerar a las otras dos grandes
familias de funciones algebraicas: las funciones racionales .

Funciones racionales y radicales
e Decimos que una funcion f(x) es racional si se forma al dividir dos funciones
polinomiales f(x) = %&7; siempre que g(x) = 0.
e Decimos que una funcién f(x) es radical si es de la forma f(x) = p(), n € N

y p(x) es un polinomio cualquiera.

Para muchas de estas funciones, el dominio no es todo R, en esos casos, segun las
caracteristicas de la regla de correspondencia, deberemos restringir los valores de x.

Para las funciones racionales, f(x) = % debemos excluir del dominio aquellos valores

que hacen que el denominador sea 0, es decir, Dom(f) = {x € R | g(x) = 0}.

Sus graficas no siempre son continuas y el comportamiento de las funciones varia de
acuerdo con los polinomios que se dividen.

Respecto al dominio de las funciones radicales, f(x) = /p(x) , todo depende del indice n.

e Para las raices de indice n impar, el dominio son todos nimeros reales, es decir,
Dom(f) = R.

e Para las raices de indice n par, el dominio esta formado por aquellos valores de
x tales que p(x) > 0, es decir, Dom(f) = {x € R | p(x) > 0}.

Ten en cuenta

La técnica para graficar
una funcién polinomial
es tabular algunos
puntos, ubicarlos en

el plano cartesianoy
unirlos con un trazo
suave.

Es importante analizar
el dominio de la
funcion para poder
representarla.

Ten en cuenta

Las asintotas de una
funcion son lineas rectas
verticales, horizontales
u oblicuas, tales que la
curva de la funcion se
acerca por la izquierda

y por la derecha, pero
nunca las cruza o corta.




ACTIVIDAD RESUELTA

Grafica las siguientes funciones y describe sus caracteristicas.

, (hazlo para x € [-3, 6]).
Trazamos la gréafica a partir de una tabla con valores para x = 3 en el intervalo dado.

(x,y)

=y

f (x)

— o~

o~ o~ o~ o~ o~ o~

3 se anula el denominador, por lo que el dominio de la funcién

En primer lugar observamos que para x

={xeRI|x=3}

es Dom(f)

Ademas, observamos que al factorizar el numerador de la regla de correspondencia tenemos que:

(x-3)(x + 2)

x+ 2, donde x = 3.

X -

X + 2 excepto

Es asi que la gréafica de la funcion f(x) es practicamente igual a la gréfica de la recta y

en el punto (3,5).

A partir de lo anterior podemos concluir que el recorrido de esta funcion esta formado por todos los nu-

{yeR]| y=5}

5. Esto es, Rec(f) =

mero reales excepto y

T (hazlo para x € [-6,6)].

6

Para que x> - 4 = 0, es necesario que x = /4 = £2.

{(xERIx=2yx=-2}

Entonces Dom(f)
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Observamos que la gréafica de f(x) no es continua y esta formada por tres ramas que se acercan hacia las asin-
totas verticales x =2y x=-2 (lineas punteadas) y a la asintota horizontal y = 0 (eje x). El recorrido de la funcién
es Rec(f) = (-o0, -1,5] U (0, +o0).

3. f(x) =+/x - 3, (hazlo para x € [3,39]).

Para que la raiz cuadrada tenga sentido en x € R, es necesario que Dom(f) ={x € R | x > 3}.

e e

3 y=0 (3,0 S .
B 4o S R I PSS B A
4 y_1 (4’1) 5 : 1 1 : 1 1 f(X)\ 1 1
7 y=2 (7,2) S0 e S i I S S S
34----- bk e T REbr

12 y=3 (12,3) :
D e et e R CEP

19 y=4 (19,4) :
L T At e EEE EEREEE SRR

28 =15 28,5 ‘
/ (28,5 0 i i i i i i —>
39 y=6 (39,6) 5 10 15 20 25 30 35 40 X

A partir de la grafica podemos concluir que el Rec(f) =[0, 6]

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Grafica las siguientes funciones polinomiales y describe sus caracteristicas.
4 f(x) = x°, (hazlo para x e [-2,2]).

5. f(x) =(x-3)+ 6, (hazlo para x € [-1,7]).

6. f(x)=-2x+ 2x, (hazlo para x e [-2,2]).

7. f(x) =X+ 4x2 - x - 4, (hazlo para x € [-4,2]).

8. f(x :ij 5 (para x € [-4,4))

9. f(x)=Vx+1,(para x € [-1, 24))

10. f(x) = vx — 3, (para x € [0, 25])

:-2X2+X (

11. f(x) ~— (para X € [-4, 4])

En cada ejercicio encuentra el dominio, grafica la funcion y realiza una descripcion de la misma.
2

12. f(x) = Vx" =9

X+H
13. f (x) = Y7
x2—4
14, f (x) = 30

15. f (x) = VX+6




Funciones especiales

Buen Vivir

Cuando conducesenla )
ciudad o en las carrete-
ras de nuestro pais, haz-
lo con responsabilidad
no excedas la velocidad
maxima permitida y asi
evitaras accidentes y

contratiempos.

Ten en cuenta

En el ejemplo del texto,
en lugar de la tradicional
xse uso la letra t para
representar la variable
independiente.

En conjuntos usamos
{a} para representar
al conjunto cuyo Unico
elemento es a.

N Reconocer el comportamiento local y global de funciones elementales de una variable a través de su dominio, recorrido, variaciones y simetria.

B Funcion constante

En las vias a la costa ecuatoriana hay carreteras con largos tramos rectos y planos.
Al viajar por una de ellas en automovil es comun observar que mientras transcurren
los minutos, el velocimetro indica siempre lo mismo, por ejemplo, v = 100 km/h.

En este caso, la velocidad del automovil es una funcidén constante cuya variable inde-
pendiente es el tiempo.

Si trazamos su grafica observamos que se trata de una recta horizontal con pendiente
m = 0. Algunos puntos de la recta son P=(0,100), Q= (1,100) y R =(2,52; 100).

Aunque cada punto tiene distinta abscisa, la ordenada siempre es la misma, v =100, y
como no cambia es constante.

VA
100 °

80
60
40
20

t

0 1 2 3

Con cualquier variacion en la velocidad dejaria de ser constante y se modificaria también
la pendiente. Por ejemplo, si la velocidad comienza a aumentar, siempre al mismo ritmo,
la recta tendria una pendiente positiva. Si disminuye al mismo ritmo, seria negativa; en
tanto se mantenga constante, el valor de la pendiente serd igual a 0.

La regla de correspondencia de esta funcion es v = f(t) = 100. Si ademas, durante 6 mi-
nutos continuos prevalece dicho comportamiento, su dominio serd t € [0, 6], mientras
que el recorrido es v € {100}.

En este ejemplo, el dominio esta restringido porque no tiene sentido pensar en valores
negativos de tiempo y serfa absurdo pensar que el automovil se seguird moviendo in-
definidamente de esa forma.

Sin embargo, si nos salimos de un contexto fisico particular y nos olvidamos del signi-
ficado de las variables en dicho contexto, tales restricciones se eliminan.

Una funcion constante es aquella donde cada elemento del dominio estd asociado con
el mismo y Unico elemento en el recorrido.

Una funcion constante se define como f(x) = k; donde k € R. Su dominio son los
numeros reales, Dom(f) = R, y su recorrido es Rec(f) = {k}.

Ejemplo 1
Yy
a) ‘{ b) A
2 fx) =2 _ S
- X
< > N f(x)=-2
0 X v
]
Dom(f) = R Dom(f) = R
Rec(f) = {2} Rec(f) = {-2}



B Funcion identidad

Como su nombre lo indica, la funcién identidad es aquella donde la regla de corres-
pondencia asocia a cada elemento del dominio con su idéntico en el recorrido.

La funcion identidad se define como f(x) = x. Su dominio y su recorrido son los
numeros reales; es decir, Dom(f) = Ry Rec(f) = R.

Su gréfica es la recta y = 1x + 0, que pasa por el origen O = (0,0) y tiene pendiente
m=1.

Dicha recta es la bisectriz del primer y tercer cuadrantes del plano cartesiano y forma
un angulo de 45° con la parte positiva del eje x.

YA
5 -
x| iwsy | ) o/ =+
-4 -4 A= (-4,-4)
-2 -2 B=(-2,-2) i 04450 . >
=5 5 X
0 0 0=(0,0) B
3 3 C=33) A
=5+

Cada elemento del dominio es idéntico a su ordenada en el recorrido.

® Funcion definida por tramos

Una empresa que suministra conexion a internet ofrece un plan en el cual establece que
la cuenta mensual del cliente dependerd exclusivamente de los minutos de conexion
que utilice. Este plan tiene un costo fijo de 900 UM, por 180 minutos de conexiény por
cada minuto adicional se cobraran 65 UM.

Para representar esto mediante una funcién, considerando que x es la cantidad de
minutos de conexidn, se tiene lo siguiente:

Si x es menor o igual que 180, el costo C por el plan serad de 900 UM.
Si x es mayor que 180, el costo C sera de 900 + 65(x - 180).

Por lo tanto, la funcién C que representa el costo segln los minutos de conexién es:

200 si0<x<180
O=19004650c-180)  six>180

Una funcidn definida por tramos es aquella que utiliza 2 0 mas expresiones para
su definicién y cada una de ellas emplea un determinado subintervalo del dominio
de la funcion principal.

Buen Vivir

-
De manera analoga

con la funcién identi-
dad, todas las personas
tenemos una identidad
que nos caracterizay
que nos dice que somos
Unicos e irrepetibles,
por lo tanto debemos
sentirnos orgullosos de
ser ecuatorianos y de
pertenecer a un pais que

cada dia progresa.
prog

Ten en cuenta

El simbolo > "mayor o
igual que” representa:
azboa>boa=bh.
Andlogamente, el
simbolo < “menor o
igual que” representa:
c<dec<doc=d.




\/

e: representa que el punto (x, y) pertenece al gréafico de f.

o: representa que el punto (x, y) no pertenece al gréafico de f.

ACTIVIDAD RESUELTA

Analiza la informacidn. Luego, calcula el valor de las expresiones. et ] x—1 six<-1
1. Sean fy g dos funciones definidas de la siguiente manera: f(x)= 3 sbet g<x>= 1 si-l<x <1
2x-1 six>0 x+1 sil<x

Calcula: M =7

o0 0} o) 122
f0)=2x-1=2 -0 -1=-1 gl0) 1
g(-N=x-1=-1-1=-2 O+ g(-1) _ 4
9(0)=3x+1=3-0+1=1 9(0)

B Funcion valor absoluto

Entendemos como valor absoluto de un nimero real, la distancia entre dicho nimero
y el 0 en una recta numérica. Dado que las distancias son siempre positivas, entonces
el valor absoluto de -3 es 3. También el valor absoluto de 3 es 3.

Para representar al valor absoluto de un nimero, escribimos al niUmero encerrado entre
barras: [-3] =3y [3] = 3.

Dicho de otro modo, el valor absoluto de un nimero es ese ndmero siempre positivo.

En la tabla se muestra el valor absoluto de algunos nimeros reales.

- 0 1 28 V6 -3 —= -2

PEPE 0 1 28 V6 o —(3)=3 _(_2):2 (2m)=2m




Observa que para 0 y para cada niumero positivo x, el valor absoluto es el mismo
numero; es decir, [x| = x. Por otro lado, para cada nimero negativo x, su valor absoluto
es igual a su inverso aditivo; es decir, |x| = -x.

La funcion valor absoluto se define como sigue.

x, six>0

FO = Ixl = -x,six<0

VA
Observa que para definir esta fun-
cion se necesita usar dos reglas
de correspondencia, las cuales se
aplican en distintos intervalos de
su dominio. Las funciones que se
definen se les llama funciones de- . . - . - e
finidas por tramos.

Aligual que la regla de correspondencia, su grafica esta formada por dos tramos.

La primera parte, en color verde, es propiamente la funcion identidad, en el intervalo
x € [0, %); mientras que la sequnda, en color rojo, es la gréfica de una recta con pendiente
m = -1 que también pasa por el origen.

Podemos observar que en la funcidn valor absoluto, su dominio son los reales, Dom(f) = R,
y su recorrido los reales no negativos; es decir, Rec(f) ={y | y > 0}.

Ejemplo 4
Traza la gréafica de las siguientes funciones.

a) f(x) = |2x - 1| . Para graficar aplicamos la definicién de valor absoluto y construi-
mos una funcién por tramos.

2x-1, si2x-1=0 2x-1, sixz

—(2x-1), si 2x-1 <0

f(x)=12x-1] = esdecir:  f0)=12x-1]=

1
2
—2x+7,six<1
2

Ahora construimos la tabla con algunos Localizamos los puntos y realizamos

valores para x, tanto menores como ma- el trazo.
yores que 1
2
A
fFoo=-2x+1 ll x | Foo=2x-1
-2 -2-2)+1=5 1 2(1)=1=1
-1 2AD+1=3 2 2)-1=3 °
0 200+1=1 3 2(3)-1=5
1 29+1=0 4  24-1=7 >
_5 0 5 X

Sabias que...

e
Generalmente se hace uso

de las funciones reales, en
el manejo de cifras numé-
ricas en correspondencia
con otra, debido a que se
estad usando subconjuntos
de los numeros reales.
Las funciones son de mu-
cho valor y utilidad para
resolver problemas de la
vida diaria, problemas de
finanzas, de economia, de
estadistica, de ingenieria,
de medicina, de quimicay
fisica, de astronomia, de
geologia, y de cualquier
area social donde haya que
relacionar variables.

\—

o




Ten en cuenta

Ala funcién parte ente -
ro también se le conoce

como la funcion piso.

Cada hueco permite sal-
tar al siguiente escalon sin
gue se repitan dos valores
de y para la misma x; de
forma que, aplicando la
prueba de la recta verti-
cal, es claro que se trata
de una funcion.

b) 1) = [2x] -1

2x-1, si2x=0 decit: F9= 2 2x-1, six=0
= -1= es aecir: X)= 12X -1 =
o) =124-1 —2x-1,812x< 0 —2x+1,six<0
Construimos la tabla con valores para x Localizamos los puntos y hacemos el
mayores y menores que 0. trazo.
A
5
-3 2(=3)-1=5 1 2M)-1=1
2 20-2)-1=3 2 2@2)-1=3
-1 2(N-1=1 3 203)-1=5
0 20-1=-1 4 )

X
~
I
Il
~
|
W
=l
U
¥

m Funcion parte entera inferior

La funcién parte entera es una funcion muy importante para modelar fendmenos en
los que la variable independiente se comporta de manera continua.

La funcion parte entera, en simbolos, f(x) = [x|, se define mediante la regla de

correspondencia que a cada x le asigna el mayor entero que sea menor o igual
que x.
En primer lugar, observamos que si x , entonces f{x) = | x| = x. Ahora, supongamos

gue queremos calcular la funcién para un nimero que no sea entero, digamos x = 1,5.
En este caso tenemos que f{(1,5) =(1,5] = 1; lo cual se explica porque de todos los
enteros menores o iguales que x = 1,5 (es decir, -4, -3, -2, -1, 0, 1), el mayor es 1.

0,5 0,99 1 1,75 2 26 -04 =3
0 0 1 1 2 2 =1 =3

Entonces, aunque el dominio de la funcién méaximo entero son todos los nimeros reales,
esto es Dom(f) = ; su recorrido incluye Unicamente a los niimeros enteros; es decir,
Rec(f) =

Ademas, la funcion mayor entero se comporta como una funcion constante en varios
subintervalos de su dominio. Si nos fijamos en cualquier nGmero entero ay en todos los
valores de x tales que a < x< a+ 1; f(x) = (x| = a, de manera que, para estos valores de X,
la funcion tiene comportamiento constante.

Pero como a puede ser cualquier nimero entero, su gréafica no es una sola recta horizontal,
sino que esta formada por una serie de segmentos horizontales a modo de escalones.
Por eso a este tipo de funciones se las llama funciones escalonadas.

Los extremos izquierdos que delimitan a y
r-—a--—r—7 T7’“ T I T r=—"
cada uno de estos escalones corresponden (A M
a los puntos donde f(x) = x; es decir, puntos (R S g (L N G S
enteros de la forma (n, n); donde n . Lol e ]
| | | | | | | | | |
Es importante destacar que ninguno de it L A
estos escalones contiene al ultimo punto T4 3 5 0 ;L* T 5 3 4 X
del extremo derecho. Para representar esta i it et e S o

. . e —O {— e — — b —

ausencia de punto o hueco, en la gréfica S i B el i
. . ~ . e de —@==0 L {34 -
se acostumbra dibujar una pequefa cir- o i T A T
. L, . L &0 - L 44—
cunferencia o circulo agujerado en el lugar NI sl
donde falta el punto. o o




Traza la gréafica de las siguientes funciones para -2 < x < 2.

a) f(x) =10,5x |
Al construir la tabla de valores, debemos estar muy atentos para descubrir el valor de x donde se
da el salto al siguiente escaldn. En este caso el brinco se da cuando x = 0.

ERETEET

2 - 4 y 0 0 0
1,7 0,85 -1 2 0,3 0,15 0
4 07 -1 1 e e L
1,0 -0,55 -1 —o—» 09 045 0
F 05 = 12 X 1 05 0
0,7 0,35 -1 13 0,65 0
04 02 T 16 08 0
-0,1 0,05 -1 1.9 0,95 0
b) f(x)=2x

Al construir la tabla de valores, debemos identificar el valor de x en que se da el salto al siguiente
escalon. En este caso el brinco se da cuando x = 0.

VA
| x| | 2w | ; IEE N Y

B P -4 2l e—0o 0 0 0
17 2 4 : 03 0 0
14 P 4 - . 06 0 0
1,0 2 -4 -2 -1 | 12X 09 0 0

-1 -1 E - 1 1 2
07 -1 =) 5 13 1 2
-04 -1 P D 16 1 2
0,1 -1 2 19 1 2

Resuelve.

Una empresa dedicada al envio de correspondencia cobra segun el peso del envio.

a) Encuentra una funcién C(p) adecuada para repre-

0 Tkg 80 sentar el costo como funcién del peso.
1 kg 2kg 120 b) Traza la gréafica de la funcién C(p). Encuentra su
dominio y su recorrido.
2k >k 160 c) Sia partir de 10 kg se cobran 5 UM por cada 250 g
5 10kg 200 de exceso, calcula el costo por enviar un paquete

de 16,9 kg (por 10 kg ya se cobran 205 UM).

Ten en cuenta

-

La funcidon parte entera
asigna a cada numero
real el menor de los
nimeros enteros

entre los que esta
comprendidos, por
ejemplo[6,3]=6,ya
que el nimero 6,3 esté
comprendido entre los
enteros 6y 7y el menor
de ellos es 6.

D




a)

b)
W}

los puntos de interseccion.

a) !f(x)=x
gl =-2

9 [f(d =12
glx) = x

a) ()= Ix+ 4

b) (x)=Ixl+2

d fl)=12- %xl
d) f(x)=1-3xI-1
2

5. f(x)=1-1[32x]l;

6. f(x)=-lbx - 1l;
sobre el conjunto {xe R |

ACTIVIDADES PROPUESTAS

2. En un mismo sistema de ejes coordenados, traza los siguientes pares de graficas e indica en cada caso

3. Representa graficamente las siguientes funciones:

4 f(x) = x| ; sobre el conjunto {xe R | x> 1} 7. f(x)=|x]-2;

sobre el conjunto {xe R | -4 < x < 3}

-3 <x<3}

Definimos una funcién por tramos. Costo C(p)

y
, 2401
80, si0<pc<1 —_'
120,si1<p<?2 160 ——o0
Clp) = . —b
160,si2<p<5h
200, 5i5<p<10 e

0 2 4 6 8 10
Peso p (kg)

El dominio es Dom (f) ={p € R | 0 < p < 10} y su recorrido Rec(f) = {80, 120, 160, 200}.

Como el costo se incrementa 5 UM por cada cuarto de kilogramo o fraccién,

podemos usar la funcién escalonada: C(x) = 205 + 5 \ X0_2150 = 205 + Hl4x - 40,

para valores x > 10. Con esta funciéon se calcula cuéntas veces caben 250 g en
los kilogramos de exceso. Para calcular el costo total de 16,9 kg, se calcula:

C(16,9) = 205 + 5[4(16,9) - 40] = 200 + 5[27,6] = 205 + 5(28) = 345. El valor de 28

se obtiene tomando la parte entera superior de la funcién, asi, el costo total es
de 345 UM.

b) |f (x) = x|
glx) =1

d |[F0)=-Ixl +1
glx) = Ixl -1

sobre el conjunto {xe R | -4 < x < 4}

8. f(x) = Ixl; sobre el conjunto {xe R| -5 < x < 5}




Trasformaciones graficas. Expansion y contraccion vertical

Reconocer y representar el comportamiento local y global de funciones lineales y cuadréticas, y combinaciones de ellas. g

Encuentra el dominio de las funciones f(x) = VX, g(x) = VX — 1, h(x) =+X + 2, después usa
una tabla de valores para trazar las graficas de f, g, h. A partir de lo observado y sin
emplear las tablas de valores, esboza la gréfica de w(x) = VX — 4.

En la leccién anterior estudiamos distintos tipos de funciones: constante, identidad,
valor absoluto y mayor entero. Ahora, tomando como base estas y otras funciones,
aprenderemos a elaborar transformaciones graficas que sirvan para el uso y analisis
de funciones.

Recuerda que en afios anteriores estudiaste las gréficas de las funciones cuadraticas Utiliza las TICS @
y la relacion que hay entre el aspecto de sus gréficas (parabolas) y los valores de los
coeficientes a, b y ¢ de su regla de correspondencia f(x) = ax?> + bx + c.

El uso de los programas
informéticos como el
Geogebra te permite
graficar funciones de
forma rapida y exacta.

Asi mismo, en diversos bloques de Matematicas I, y en repetidas ocasiones, obser-
vaste la relacién entre los valores de los pardmetros de la ecuacion.

En esta leccién retomaremos todos estos conocimientos y los aplicaremos para es-
tablecer criterios generales que nos facilitaran la comprension y el trazado de las
graficas de una gran cantidad de funciones, a partir del conocimiento de las gréaficas
de tan solo un grupo relativamente reducido de funciones basicas junto con la apli-
cacion de algunas transformaciones gréficas.

1. Expansion y contraccién vertical

2. Expansidn y contraccion horizontal
. . 3. Reflexion con respecto al eje x
Transformaciones graficas - '
4. Reflexion con respecto al eje y

5. Traslacion vertical

6. Traslacion horizontal

Veamos como el uso de estas transformaciones, solas o combinadas, nos permi-
te construir variantes y combinaciones de las propiedades de los distintos tipos de
funciones.

m Expansion y contraccion vertical

Al sufrir una contraccién vertical, la grafica de una funcion se deformara y tendra un
aspecto semejante al efecto visual que tenemos al mirarnos en el espejo de una feria. Ten en cuenta

En algunos casos la gréfica tomara un aspecto alargado, mientras que en otros su Un parametro es un

altura se acortara y su ancho se expandira valor, un elemento o Ln
y p - dato importante desde el

que se examina un tema,

Al igual que en las demas transformaciones, el grado de la deformacion esta direc- v
cuestion o asunto.

tamente relacionado con el valor numérico del parametro que la controla.
Observa, en la siguiente pagina, la familia de graficas construidas a partir de f(x) = [xI.




VA -t

f(x) =2[x] :

_s 0 5 X
{5
7

) =31x] ¢ |

-5 0 5L X
45

Ten en cuenta

Las ventanas

muestran las graficas
correspondientes a la
misma seccion del plano
cartesiano, donde xy y
toman valores de -5 a b.

En las expansiones,

y="2xlyy=3x]

el nimero de escalones
visibles en la ventana
se reduce debido al
estiramiento de la
grafica.

Ten en cuenta

En los casos
considerados en el
recuadro de la derecha,
notamos que a es un
numero real positivo
cualquiera, excepto
porque a = 0.

A XA
F00= x) —o W=7 5
5 4 —O0 L
—o ,_;—o'_:—o -
—o0 —5 ._0..36“ 5 X
—o ,_q-o'_;.o
—0 =15
s o 5 % x| A
——0D ) = ==~ 54
—o
— HHHHHH
— T 50 T X
——0 -5 =L
—o0 45
—o0

Al comparar la grafica central con las de la izquierda, observamos que la distancia o
altura que separa a los escalones aumenté al doble en el caso de f(x) = 2|x], o al triple
en el caso de f(x) = 3xJ, con respecto de la gréfica de la funcion original f(ix) =1xJ, a partir
de la cual fueron generadas.

De esta forma, al trazar las graficas de estas funciones en ventanas del mismo tamano,
podemos apreciar que la cantidad de escalones de fix) = alx], que cabe en la ventana,
disminuye conforme aumenta el valor del pardmetro a, es decir, se presenta una ex-
pansiénsia> 1.

De forma similar, las gréaficas de la derecha nos muestran el efecto de una contraccién
vertical, en la que, los escalones se han acercado entre si a la mitad y la tercera parte
de la distancia que tienen en la grafica del centro.

En este caso apreciamos que mientras mayor sea el valor del pardmetro a, menor serd
. . X

elvalor de Ly mayor seré el nimero de escalones de f(x) =% =1 IxJque caben en ven-

tanas del mismo tamano.

El comportamiento que observa esta familia de gréficas construidas con la funcién mayor
entero, ocurre de manera general si comenzamos con cualquier otro tipo de funcion.

Expansiones y contracciones verticales

e Sia>1 lagraficadey=a-fix) es una expansion vertical de la gréfica de
y =f(x), en razén de a unidades verticales por cada unidad horizontal.

e Si0<a<1,lagraficadey=a-flx)esuna contraccion vertical de la gréfica de
y =f(x), en razén de a unidades verticales por cada unidad horizontal.

Ejemplo 1

Muestra que cuando aplicamos una contraccién o una expansion vertical a una fun-
cion f(x), los Unicos puntos de su gréfica, en caso de que existan, cuyas coordenadas
permanecen invariantes son las raices.



Para mostrar este hecho tomaremos un punto P cualquiera de la grafica de la funcidn,
entonces sus coordenadas son de la forma P = (x,f (X)).

Al aplicar la transformacién y = a - f(x) a cualquier punto P de la gréafica de esta
funcién, obtenemos un nuevo punto Q (|magen de P bajo la transformacion) cuyas
coordenadas son de la forma Q = (x,y) = (x,a - f(x)).

Al comparar las coordenadas del punto P original con las de su correspondiente ima-
gen Q, observamos que Py Q representan al mismo punto, siy sélo si se cumple que

XfX))=P=0=Ka-X)==a-x) =>a=10fx) =

Como sabemos que a = 1, entonces la Unica posibilidad es que f(x) = 0. Entonces, los
Unicos puntos P que permanecen invariantes bajo la transformacion son los de la forma
P = (x,f(x) = (x,0); es decir, las raices o ceros de la funcidn.

Ejemplo 2

A partir de las graficas que se muestran en el plano, traza y explica las gréaficas que
resultan de aplicar las siguientes transformaciones.

)/
a) y=37( o g
b y= bW \/3
c y-=

1 i f(x)
g(x) d.y= ;.b1<) [ o ,—
?
6 /44 e/

Para trazar las nuevas graficas consideramos los siguientes aspectos.

e Al transformar cada grafica, su imagen correspondiente se estira o se encoge
segun si el parametro o factor a, que rige la transformacion y = a - w(x), es mayor
o menor que 1.

e Sabemos que al estirar o encoger una gréfica,
estdn sobre el eje x, permaneceran sin cambios.

los puntos de la forma (x,0), que

e | os puntos ubicados por arriba del eje x se alejaran o se acercaran a él, seguln si
se trata de una expansion o una contraccion.

¢ De manera similar, los puntos que estén ubicados por debajo del eje x se alejaran
0 se acercaran a él, segun si se trata de una expansion o una contraccion.

e Como las graficas estan formadas por segmentos rectos unidos entre si, una forma
répida y practica para trazar las graficas de sus imagenes, es obtener la pendiente
m de cada segmento y después multiplicarla por el factor a correspondiente.

e Finalmente, para trazar las nuevas gréficas ubicamos la imagen Q de cualquier
punto P de la funciéon original y a partir de él, usando las nuevas pendientes y con-
servando las abscisas de cada punto, construimos por tramos la grafica producto
de la transformacion.

Sabias que...

e
La funcion escaldn es

muy importante en mate-
matica aplicada y también
se conoce como “funcién
parte entera inferior” que
se asigna a cada real x

el mayor entero que sea
“menoroiguala” x.

2




a) b)

YA f(x)
2] =
].
N AN L,
— 4 3N 0 1N 4 5 5 X
1=
12
) d)
YA YA
g(x) -
3 Y=o3o e R o ot
652423219 1 2.3 4 56%
2] {-2
.\'/ 1 y:2h(X)
]_
6 152223 2210 1 5 3 4% /_:\.
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m Reflexion respecto del eje x

Si consideramos una funcién fix) cualquiera, por ejemplo, la funcién valor absoluto,
y le aplicamos la transformacién y = a - fix), donde a < 0, observamos, ademas de la
expansion o contraccion vertical, que la grafica se reflejard con respecto del eje x.

f(x)=|x]| A
X f) 5 -
0 0
+2 2
+4 4
+6 6
0 =1/
T T >
_5 0 5 X
X f(x) T T T ™%
0 0 -6 -3 3 6
£ 4
4 -8 ]
% 12 -
1-8
- =12
F(X) = =2/



f(x) = -|x| %
X f(x) >
0 0 I I j(
2 ™ v
4 4
+6 -6
~ -5

() =—[x
x o fl T T T >
0 0 -6 3 0 3 6"
S -1
+4 2 —+-2
+6 -3

4

=6 x|

En general, si fix) es una funcidn y el factor a es negativo (a < 0), tenemos lo siguiente.
Ten en cuenta

Reflexion con respecto del eje x . .,
Funciones de la seccidn

e Sia=-1lagraficadey=-1"1fix)=-f(x) es una reflexién a través del eje x de Actividad resuelta 1, 2y
la grafica de y = fx). 3. Graficar funciones con
. . . . transformacién”
e Sia<-1,lagréficadey=a-flx) es una reflexion a través del eje x; mas una i/ S
expansion vertical de la gréafica de y = f(x). \/3
e Si-1<a<0,lagraficadey=a-fix)esuna reflexion a través del eje x; mas una £
contraccion vertical de la grafica de y = fix). EEN N
P N B L%

ACTIVIDAD RESUELTA

A partir de las gréficas de f(x), g(x) y h(x), graficar funciones con transformacion, construye las gréaficas que
se solicitan.
g(x)

1. y=-4f(x) 2. y=-"r 3. y=-h(x

Estas transformaciones son faciles de hacer. Una vez que se han aplicado los efectos de estiramiento y contrac-
cién vertical, en los casos a) y b) respectivamente, lo Unico que debemos hacer es localizar puntos simétricos
respecto al eje x. En el caso c) se localizan los puntos simétricos sin efecto de estiramiento o contraccion.

b y=-4f(x)




Utiliza las TIC

®

El uso de paquetes infor-
maticos facilita la realiza-
cion de graficos en forma
precisa es el caso de geo-
gebra o maxima.

<Y

YA
4

-
N
o
o
~
<Y

ACTIVIDADES PROPUESTAS

4 f(x)=x
5. f,(x) =
6. f(x) =2¢
3
7. £,() =X?

En un mismo plano, traza las gréficas de las siguientes funciones para -2 < x < 2.

Considera la gréafica de la funcién y = g(x) que se muestra, y resuelve las siguientes
transformaciones. Usa un color distinto en cada grafica.

yA
2
. 9
o 5\ 5
11
12
1-3
8. y=23g(x) 9. y=-3glxl
10. y = 0,8g(x) M.y =— 9129




Trasformaciones graficas. Expansion y contraccion horizontal

Reconocer y representar el comportamiento local y global de funciones lineales y cuadraticas, y combinadas de ellas g lg%

® Expansion y contraccion horizontal

Antes de ilustrar esta transformacion revisemos nuevamente la funcién menor en-
tero, cuya grafica, al igual que en el caso de la funcion mayor entero, esta formada

por escalones.

La funcién menor entero, en simbolos f(x) = [x], se define mediante la regla de
correspondencia que a cada x € R le asigna el menor entero mayor o igual que x.

FO)=xl=minfn € Z | n = x}

e )

4 4
EEE 05
3 | = 1
25 | 15
2 | 2
S5 | - 25
T 3
05 0 35

R
0

A wwnNppN — — O

A o—e
4 o—e
o—e
oO—e
o—e
8 4 o0 i X
o—e
o—e
o—e =44

Ahora veamos como elaborar una expansién o una contraccion horizontal. Si a partir
de una funcién fix) cualquiera, por ejemplo, la funcién menor entero f(x) = x, construi-
mos las gréficas de las funciones (2x), f(4x), f(%) y f(%); observamos que la gréafica de

y = flax) sufre una expansion o contraccion con respecto de la gréafica de f(x).

A e—e
B | x| ax | 1ax |
94 28 -2 A I I 07 28 -2
07 | 14| = 2 | o 03 | =12 | =
02 -04 0 02 -08 O
03 06 1 1 o—e 02 08 1
09 18 2 04 16 2
— T ——1 >
13 26 3 T SR 07 28 3
o—e —{ -1
o—e -2
o—e —
YA
BRI BB
5 | 25| 2 2 o—e 11 |275| =2
ENEEE 6 -15 -
-1 -0,5 0 - g——e ) -0,5 0
105 3075 1
315 2 & >
6 4 10 o L X 7 1,75 2
o—o O -1
o——e -2

Ten en cuenta

En la presentacion

de las gréficas de las
transformaciones de
f(x), se usaron escalas
diferentes para el eje xy
para el eje y.

En cualquier caso,
debemos considerar
que cuando una grafica
se presenta usando
diferentes escalas en
los ejes, esta aparecera
deformada con respecto
de su aspecto real.




Ten en cuenta

Funciones de “Actividad
resueltal, 2y 3.
Graficar funciones con
transformacion®

)/
A

\4V
YA

BA NP N
] N(X)

Expansiones y contracciones horizontales

e Sia>1,lagraficadey=1f(a x)esunacontraccion horizontal de la gréafica de
y = f(x), en razén de a unidades horizontales por cada unidad vertical.

e Si0O<a<l, lagraficadey=1fa x) esunaexpansion horizontal de la gréafica
de y = f (x), en razon de g unidades horizontales por cada unidad vertical.

Ejemplo 1

A partir de las graficas de f(x), g(x) y h(x), del ejemplo 2 de la pagina 31, construye las
gréficas de:

- - X _ X

a) y=12x) b y=g%] o y=h%)

Para trazar las graficas que se obtienen bajo estas transformaciones solo debemos considerar
que cada punto P de las graficas originales se transformard en un punto Q, de tal manera que
las ordenadas de Py Q coinciden, mientras que las abscisas se modificardn segun el valor del

factor a de la transformacién y =w(a  x).

a) Como el factor a =2 > 0, entonces la
gréfica de la funcién transformada
y = f (ax) sufrira una contraccién ho-
rizontal bajo la cual todos los pun- >
tos de la funcion y = f (ax) reducen
su distancia del eje y a la mitad de
la que tenian originalmente.

y=12%

< Y

TR

b) En este caso, como a = 1/2 < 1,
tenemos una expansion. Asi, en la
gréfica de la funcion transformada
los puntos se alejaran del eje y au-
mentando su distancia al doble de
la original.

¢) Como g =1/3 <1, tenemos

una expansion donde los A
puntos aumentan su dis- == 0 AR BB S
tancia del eje y al triplede ——— %~
- 14 - yhlX
la original. y h(3j

m Reflexion con respecto al eje y

Analogo al caso vertical, cuando en la transformacion y = fla  x), el factor a es negativo
(a < 0), entonces la grafica sufrird una reflexion con respecto del eje y.



Reflexion con respecto al eje y
e Siag=-1,lagréficadey=flax) es una reflexion de f(x) a través del eje y.
e Sia<-1,lagraficadey="flax), ademas de la reflexion, presenta una contraccion.

e Si-1<a<0, lagraficadey="fax), ademas de la reflexion presenta una expansion.

Para ilustrar las reflexiones horizontales, presentamos un ejemplo basado en la funcién
raiz cuadrada f(x) = x .

Sabias que...
% 2
Las oberturas de Rossini
Ejemplo 2 son un ejemplo de trasla-
] ) ) cion melddica. Las frases
A partir de las gréficas de f(x) =V x, construye las gréficas de f,(x) = -x, f,(x) =V 2x y se repiten, cada vez con

fa(X) =+-0,5x- mas intensidad (cres-
cendo), provocando la
expectativa de continua-
cion. El climax se alcanza
rompiendo la traslacion.
En una de las partituras
se puede ver como Bach
utiliza una traslacion

en el tiempo ademas de
una reflexion sobre la

\_vertical.

Trazamos la grafica de f(x) =/ x y la reflejamos a través del eje y para obtener y = f,(x).

Ahora, con base en la grafica de y = f,(x), construimos las graficas de f,(x) y f,(x) acer-
cando o alejando los puntos del eje y, segun corresponda.

(0 =+ -05x

T T T T T 0 »
=30 =25 =20 =15 =10 =5 I




Ten en cuenta
En las traslaciones

horizontales y verticales,

la forma de las graficas
es exactamente la
misma.

Las gréficas no se
contraen ni se estiran,
Unicamente se
trasladan.

m Traslaciones

Para concluir con nuestro estudio sobre las transformaciones graficas veremos cdmo
trasladar o desplazar la grafica de una funcién. En particular, aprenderemos a elaborar

traslaciones en las direcciones paralelas con los ejes cartesianos: horizontal y vertical.

B Traslacion horizontal

Observa las gréaficas construidas con base en la funcion f(x) =

EN T nm
- 4

-10 (-10 + 8)2 -2 (8-10)2
-9 (-9 + 8)? -1 1 9 (9-10)
-8 (-8 + 8)? 0 0 10 (10-10)
=7 (-7 +8) 1 1 11 (11-10)
-6 (-6 + 8)? 2 4 12 (12-10)?

(x) =(x-10)
9(x) = (x+ 8y
T T T (o
-10 5 5 10

Cuando aplicamos la transformacion y = fix + ¢), dependiendo del valor de ¢, la gréafica
de f(x) se desplaza hacia la izquierda o derecha. En el ejemplo anterior, observamos que
la grafica de la funcion g(x) = fix + 8) esta desplazada ocho unidades hacia la izquierda,
mientras que la de h(x) = fix - 10) esta desplazada diez unidades hacia la derecha.

Traslaciones horizontales
e Sic>0, latransformaciony =fix + c) desplaza la gréfica de f(x) hacia la izquierda.

e Sic<0,latransformaciony = fix + c) desplaza la gréafica de f(x) hacia la derecha.

® Traslacion vertical

Observa las siguientes graficas construidas con base en la funcién f(x) =V x

HDENTES BEras00°0°0°0

0+5 0-6
1 1+5 1 1 1 1-6
4 2+5 4 2 4 2-6
9 3+5 9 3 9 3-6
16 4+5 16 4 16 4-6

Traslaciones verticales
e Sic>0,latransformacion y = f(x) + c desplaza la gréfica de f(x) hacia arriba.

e Sic<0,latransformaciony = f(x) + c desplaza la gréfica de f(x) hacia abajo.



Al aplicar la trasformacién y = f(x) + ¢, la grafica de fix)
se desplaza verticalmente. En el caso de la funcién
g(x) = f(x) + 5 observamos una traslacion de cinco uni-
dades hacia arriba, mientras que en el caso de h(x) =
fix) - 6, la traslacion es de seis unidades hacia abajo.

ACTIVIDAD RESUETA

A partir de la gréfica de f(x) = |x| construye las gréficas de las siguientes funciones.

a) f(0=Ix-1| b)f,(x) = x| -1 o) f,(x)=Ix-7l d) f(x) = |x+3 -2

f(x)=x—1]

1

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Considera la gréfica de la funcion h(x) que se muestra en la figura y resuelve las siguientes %
transformaciones. Traza las cuatro graficas en el mismo plano usando colores distintos.

<Y

1. y=h(3x 2. y=h(-x

3. y=nh(0,2x 4. y=h(—:23x)

Traza la gréfica de la funcion f(x) = x* para —3 < x < 3. A partir de ella construye las gréficas que resultan de elaborar las si-
guientes transformaciones.

5. y=fx) 6. y = f(3x) 7.y=f(i<3) 8. y=2f15%

Describe los cambios que provoca la transformacion en la grafica de f(x).

9. y=23f(x) 10. y = % f(x) M. y=-f(x 12. y = -4f (x)
13. y = -0,3f (x) 14. y = (10x) 15. y = f0,1x) 16. y = f(-x)
17. y = fix + 8) 18.y = fix - 12) 19. y=flx) + 7 20. y = fix) - 11

21.y = 2f (x - 3) 22. y=f(2x) + 4 23. y=-3f (x) + 1 24.y=05f(x-6)-3




W Reconocer y resolver ecuaciones lineales.

‘ Funciones biyectivas

e

® Funciones inyectivas

A—>8 Otro andlisis de las funciones es por la forma en que se relacionan su dominio y
recorrido.

Decimos que una funcién f. A — B es uno a uno o inyectiva cuando a elementos
distintos del dominio siempre les corresponden imagenes distintas en el recorrido.

Funcién no inyectiva

£ Esto es, cada vez que tomamos x,, X, Dom(f) tales que, x, = X,; entonces tenemos que
A——> B f(x,) = f(x,). Esta definicion es equivalente a decir que f(x) es uno a uno si cada vez que
fix,) = f(x,) € Rec(f) entonces x, = x,& Dom(f).

. Esta Ultima interpretacion nos sugiere que si conocemos la grafica de una funcion,
entonces, a partir de ella, facilmente podemos determinar si la funcién es uno a uno.

Funcion inyectiva Criterio de la recta horizontal

Una funcion f{x) es uno a uno si y s6lo si no es posible trazar una recta horizontal
gue corte a su grafica en mas de un punto.

Ejemplo 1
A partir de su grafica determina si las siguientes funciones son inyectivas.

a) y

A B \7[\\D/ observa que la recta horizontal que trazamos

La funcién no es uno a uno. En la gréfica se

interseca en al menos cuatro puntos: A, B, C,
D a la gréfica. De acuerdo con el criterio de la
recta horizontal, concluimos que:

f{x) no es uno a uno.

b) y La funcion es inyectiva. Observamos que las
rectas horizontales trazadas intersecan una
vez a la funcién. Como es imposible trazar una
recta horizontal que corte a la grafica en méas de
un punto A, entonces, por el criterio de la recta
A horizontal, concluimos que:
[ f(x) es una funcién uno a uno.
A,

01 X

® Funciones sobreyectivas y biyectivas

Ademas de las funciones inyectivas o0 uno a uno, también es importante aprender a
identificar las funciones sobreyectivas y biyectivas.



e Una funcion f es sobreyectiva cuando el conjunto de recorrido es igual al conjunto
de llegada.

e Decimos que una funcién f: A— B, es biyectiva si al mismo tiempo es inyectiva
y sobreyectiva.

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Encuentra una funcién que sea inyectiva pero no
sobreyectiva.

Definimos f: (-0, 0] — R, tal que f(x) = x°.

La gréfica de y = x? es una parabola, pero al restringir el
dominio al intervalo (-eo, 0], obtenemos sdélo una rama.
Al aplicar el criterio de la horizontal, es claro que la
funcién es uno a uno. Por otro lado, como f(a) > 0 para
todo a € Dom(f), tenemos que Rec(f) ={y | y > 0}.

Por tanto, f(x) es inyectiva pero no es sobreyectiva.

2. Encuentra una funcién que sea sobreyectiva pero
que no sea inyectiva.

Definimos la funcion f: R — [0, =), tal que f(x) = x”.

La gréfica de f(x) = x* es paradbola. Al graficarla obser-
vamos que es posible trazar una infinidad de rectas
horizontales que corten a la gréfica en dos puntos, por
tanto f(x) no es una funcién inyectiva. Por otro lado, ob-
servamos que los valores de f(a) = a’ cubren totalmente
al intervalo [0, =) del eje y. Por tanto, la funcién no es
inyectiva, pero si es sobreyectiva.

3. Encuentra una funcion que sea biyectiva.
Definimos la funcién f: [0, %) — [0, o), tal que f(x) = x%.

En este caso, como Dom(f)= [0, =), la gréfica de la fun-
cion es solo la rama positiva de la pardbola y = x?; por lo
que al aplicar el criterio de la recta horizontal conclui-
mos que la funcidn es inyectiva. Ademas, la grafica cubre
en su totalidad al intervalo [0, =) del eje y, tenemos que
Rec(f) = Dom(f), por tanto f(x) es sobreyectiva. Como f
es inyectiva y sobreyectiva, concluimos que se trata de
una funcion biyectiva.




ACTIVIDADES PROPUESTAS

I
-30 —20 =10

Determina si las funciones son biyectivas

6. 1R > R, tal que f(ix) = 3x -1

a) f(x)=-4x+8
b) F(x)=-2x+8
) F(X)=x+2x+2

d) F(X)=x-4x>+x+6

x>+ 10x

e) f(x)= T

9. Grafica e indica si las funciones son uno a uno.

a) f(x)=V4 -x?

o f(x)=(x-23)?
e f(x)=x2-x
g) f(x)=+x+1

a) b)

|
o
Bl

cayé a 5,4 km de distancia.

1
|
bS]
5‘,_
B_
<Y

Aplica el criterio de la recta horizontal y decide si las siguientes funciones son inyectivas.

5.

7. f: (0,00) — R, tal que f(x) = 1_X

8. Traza la gréfica y describe las caracteristicas de las funciones, evalla en el intervalo x € [-5,5].

B f(=2]

) ="
Fx)= X —3x-4

9 2x* - bx

h) f(x)=3x%+2
i) f(x)=(03)x-5

D f(x)=-(25x +4

b) f(x)=4-x
d) f(x)= XX‘*
f) F(x)=x-2

h) f(x)=vV2x+ 4

10. Analiza las gréaficas y en cada caso determina un dominio adecuado para que f(x) sea biyectiva.

c) d)

11. Durante una tormenta se ve el rayo de luz antes de escuchar el trueno, porque la luz viaja a mayor ve-
locidad que el sonido. La distancia a la cual cae el rayo es directamente proporcional al tiempo que hay
entre la aparicién del rayo y el sonido del trueno. Si tardamos 5 s en escuchar el trueno de un rayo que

a) Determina la constante de proporcionalidad y escribe la funcién d(t) que se obtiene.

b) Traza la grafica de la funcién e indica su dominio, recorrido y demas caracteristicas.




Funcion inversa

Calcular la inversa de una funcién f dada resolviendo la ecuacion x = f(y). g

@ Indagamos

En un juego de laberinto, un nino camina diez pasos hacia el este desde la
entrada, después, la mitad de esos pasos hacia el sur, luego hacia el oeste el
cuadrado de los pasos que camind hacia el sur, continud hacia el sur nueve
pasos menos que los que camind hacia el oeste, después, hacia el este el
doble de los pasos que camind por ultima vez al sur vy, al final, llegd a la
salida caminando cuatro pasos hacia el norte.

a) Dibuja un mapa con la trayectoria que siguid el nifo en el laberinto, marcando
el nimero de pasos en cada etapa.

b) Elabora un instructivo para que el nino regrese desde la salida hasta la
entrada, exactamente por el mismo camino.

Considera la siguiente situacién: dos poblaciones cercanas estan comunicadas Unica-
mente por una carretera. Para llegar de la poblacién A a la poblacidn B en automovil,
es necesario avanzar hacia el frente en linea recta 2 km, después hacer una curva a
la izquierda, luego avanzar hacia el frente en linea recta 500 m, entonces hacer una
curva a la derecha, luego otra a la izquierda y por Ultimo avanzar hacia el frente en
linea recta 250 m.

Sial llegar a la poblacién B, ocurriera una averia en la caja de velocidades del automdvil,
y solamente quedara funcionando la reversa, para regresar a B tendria que dar marcha
atrads en linea recta 250 m, después hacer una curva a la derecha y luego otra a la iz-
quierda, luego dar marcha atras 500 m, hacer una curva a la derecha y por Ultimo dar
marcha atrds 2 km. Entonces, la trayectoria de B hacia A es la inversa de la trayectoria
de A hacia B.

Andlogamente, la funcién: y = fix) = 2x + 1 indica que para obtener y debemos duplicar
cada valor de xy después sumarle 1. Su funcién inversa, f -, esté dada por el camino
de reversa: primero debemos restar 1 al Ultimo valor de y, y después dividir a la mitad
lo que quedd, esto es M , para regresar al valor original de x. Se usa esta expresion

para definir la funcion inversa de f(x), esta nueva funcion se denota f ~'(x).

Ahora, si calculamos la funcidn f, por ejemplo para x = 5, tenemos que f(5) =2(5) + 1 =11,

y si a este resultado le aplicamos f -, tenemos f ~(11) = % =5; de manera que

regresamos al valor original, tal y como se muestra en el diagrama.

Regla practica para obtener f-'(x) a partir de f(x)
1. Demuestra que fes biyectiva.

2. Definirfix) =y

3. Intercambiar el nombre de las variables x vy y.
4. Despejar la nueva variable y.
5

Hacer la sustituciony =1 ~(x) .

Ten en cuenta

En todos los contextos
donde frepresenta una
funcion, en la notacion

f -1 el superindice -1 no
es un exponente.

Por lo tanto, si fes
una funcion, entonces
1

fT=-=.

f

Ten en cuenta

La composicion de una
funcién biyectiva con su
inversa cumple con:

f: A— B biyectiva
fT:B—>A
ffl=id,:B—>B
frf=id:A—=A




Ten en cuenta

En el ejemplo 1, obtener

la funcion inversa,
el dominio de fes

recorrido de f~'es

Dom(f)=1{x| x> %}

y por lo tanto, el

Rec(f N={yly> %}

Asimismo, el recorrido

de fes

f-Tes

Rec(f)={yly=> 0}

por lo que el dominio de

Dom(f 1) ={x | x > 0}

Y

f1(x)

f(x)

(=

w=

Sea la funcién f:[% :0) — [0, )

Ejemplo 1

x = f(x) = V3x - 2.

Encuentra su funcidn inversa.

1.

Demuestra que fes biyectiva.
Primero debemos demostrar que f(x) =V3x - 2 es inyectiva y sobreyectiva.

Para demostrar que f(x) =V3x - 2 es inyectiva debemos demostrar que a elementos
distintos del dominio siempre les corresponden imagenes distintas en el recorrido.
Lo cual es equivalente a decir que f(x,) = f(x,) , entonces x, deber serigual a x,.

Reemplazamos usando la regla de correspondencia: f(x,) = f(x,) =

V3x, - 2 =V3x, - 2

(\/3X1 -2 >2= <\/3X2 -2 )2

3x,- 2=3x,- 2

3x,=3x,

x,=x, Porlotanto f{x) =V3x - 2 es inyectiva.

Para demostrar que f(x) = V3x - 2 es sobreyectiva, primero vamos a calcular los
elementos del conjunto Rec(f). Analizaremos su regla de correspondencia V3x - 2;
como se trata de un radical sabemos que recorre todos los nimeros reales positivos
incluidos el 0. Por lo tanto Rec(f)= [ 0; ). Si te fijas en la definicién de la funcion
de fpodras ver que su conjunto de llegada es [ 0; o), por lo tanto Rec(f)= B, lo cual
significa que f(x) =V3x - 2 es sobreyectiva.

Ya que hemos demostrado que la funcion f es inyectiva y sobreyectiva entonces la
funcion es biyectiva.

2. Definirfix) =y y=V3x -2

3. Intercambiamos las variables:
Intercambiar el nombre de las variables x y y.
Despejamos la nueva y: x=V3y - 2

4. Despejar la nueva variable y. Sustituimos f ~'(x) en lugar de y:
X2=3y—-2—3y=x2+2>y-= X—3—2+2

S S iy X2+ 2
5. Hacer la sustituciony=f""(x) f (x)——3—

® Dominio y recorrido de la funcion inversa

Veamos como se relacionan el dominio y el recorrido de una funcién con los de su inversa.

Con la ayuda del diagrama de la izquierda, observamos que la funcién f se aplica a
los elementos del conjunto A, que es su dominio, y su recorrido esta formado por
los elementos del conjunto B.

Inversamente, la funcién ' se aplica a los elementos del conjunto B, que es su do-
minio, y su recorrido estd formado por los elementos del conjunto A.

Sifes una funcion, entonces f - es su funcion (relacién) inversa, donde
e el dominiodef "eselrecorrido def; en simbolos: Dom ! = Recf,

e elrecorridode f-"es el dominio de f; en simbolos: Recf~' = Dom f.



® No cualquier funcion tiene funcion inversa

La funcion £ R - R x — x’-1, no es inyectiva por lo tanto no tiene funcidén inversa. A

Figura A 3

Observa que f no es inyectiva, porque al tomar dos elementos del dominio que sean \ , /

inversos aditivos se obtiene el mismo valor en el recorrido, por ejemplo, f(2) = f(-2) = 3. >
3 2 )\E 1T 2 3

® Grafica de una funcion y su inversa Figura A

Dado que el dominio y el recorrido de una funcién y de su inversa estan intercam-
biados, para trazar una gréafica a partir de la otra, simplemente invertimos sus tablas
de valores.

ACTIVIDAD RESUELTA

1. En un solo plano, traza las gréficas de fix) = % x* + 2y de su inversa f~'(x).

Primero hallamos la funcion inversa: f~'(x) = Yix -8 . Luego, elaboramos la tabla para f(x) y la invertimos
para obtener la tabla de f~'(x).

B - - - o 1 2 3 s o s 2 225 4 87
x|

b9 —4,75 0 1,75 2 2,25 4 8,75 f'(x) IS -2 =1 0 1 2 3

Localizamos los puntos y graficamos:

Al intercambiar los valores de x y y de ambas funciones, el
eje x de una funcion resulta ser el eje y de su inversa. As,
ambas graficas resultan simétricas respecto a la funcion
identidad y = x.

Las gréficas de una funcion fix) y de su inversa f - (x) siempre son simétricas
respecto a la recta y = x; es decir, la funcion identidad fix) = x.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

En cada caso, halla f ~'(x) y determina el dominio y recorrido tanto de f como de .

2. fx) =5 - 3x 3. f) = x + 10 4 fix) = V2x + T 5. fx) = - —2

X + 1

Para cada funcién fix) encuentra su relacién inversa f~'(x) y determina si es funcién.
8. fx) = Ix-1] 9. h(x) = 3x* 10. g(x)=—3/? 1. fx) = 2x - 5

Traza, en un solo plano, las graficas de f(x) y f ~'(x). Verifica que ambas gréaficas son simétricas respecto a le
recta y = x.

12. f(x) = bx 13. flx) = V2 - 4x 14. (x) = - %x3 15. fx) =

X+

1IN
N |—




e Graficas de funciones trigonométricas

Ten en cuenta

Para representar un
angulo B en el plano
cartesiano trazamos el
segmento r,, partiendo del
origen y midiendo a partir
de la direccion positiva del
eje x (0°).

Si B > 0 (positivo), medimos
en sentido contrario al
movimiento

de las manecillas del reloj.

Si B < 0 (negativo),
entonces lo hacemos
en el mismo sentido.

J N Identificar las graficas correspondientes a cada una de las funciones trigonométricas a partir del analisis de sus caracteristicas particulares.

B Funciones circulares

Las funciones circulares surgen al conjuntar la trigonometria de triangulos rectangulos,
el plano cartesiano y las propiedades geométricas de la circunferencia. Si 8 es un an-
gulo cualquieray P, = (x,, y,) es el punto de interseccién del rayo r, con la circunferencia
unitaria, entonces se cumple lo siguiente.

Funciones trigonométricas circulares

1
senB=y, 1yf‘ /fg cscO=y
Yol — Po= 0G0
cos 6 = x, A : secG:X]—e
A 0 >
1 x, ]
% / %
tan 0= % - cotf= 7

Una consecuencia inmediata de estas definiciones es que, cuando 0° < 6 < 90°, entonces
las funciones circulares coinciden con la trigonometria de los triangulos rectangulos.

_co _ Yy _ _ca _ %X _ .
senB——h == =Y cose——h—T—xs,
_co _ Y. _h _ 1.
tanB= % =% cscB= =3

h 1. _ca _ %
secB= 4 = x; cotf=% = 5.

Las funciones circulares y = sen a, y = cos « se calculan, segun el angulo «, tomando
las coordenadas de los puntos que estan sobre la circunferencia unitaria.

Al hacer variar el valor de a sobre todos los ndmeros reales, daremos vueltas sobre la
circunferencia unitaria; en consecuencia, los valores de las funciones (coordenadas)
se repetirdn unay otra vez en cada vuelta. Entonces, las funciones y=sen ay y = cos «
son periddicas; en consecuencia, sus valores se repiten cada 360° = 2p. Entonces, para
trazar las graficas de estas funciones, necesitamos construir sus tablas de valores para
un periodo completo, por ejemplo, para 0 < a < 2.

Primero hacemos una tabla con los valores mas conocidos para0<a <7,

Grados 0° 30° 45° 60° 90°
Radianes 0 % % % %
Cosa=x, 1 0,87 0,71 0,5 0
sena =y, 0 05 0,71 0,87 1

Como la circunferencia tiene su centro en el origen O = (0,
0), al conocer las coordenadas de los puntos que estan en el

primer cuadrante, usamos las propiedades de simetria para
encontrar las coordenadas de los puntos simétricos que estan
en los otros tres cuadrantes.

Puntos simétricos por cuadrante

I Il Il \%

x.y) (=xy) (=x,~y) (x,—y)



Con estas propiedades completamos la tabla para 5 <« < 2.

Periodo de y=sena

1

y=sen (o)
/l \v/w
90° 120° 135° 150° 180° 210°
« ™ w 3w Smo Jm
2 3 4 6 6
COS o 0 -05 -0,71 -087 -1 -0,87
sen a 1 0,87 0,71 0,5 0 -0,5

Periodo de y = cosen a

1 y=cos (@)

U \‘\ir/ 27‘7;

225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
Smo o 4m 3w Sm 7w N
4 3 2 3 4 6
-0,71 =05 0 -087 -0,71 =05 0
-0,71 =087 —1 -05 =071 -087 —1

Ten en cuenta

- Para calcular los valores
de la tablay trazar la
grafica de y = tan(a),
consideramos que
tan(a) = Sigg"‘zx y usamos

los valores de las tablas
de la pagina anterior.

En cualquier caso, es
importante observar
que para a = +90° esta

Determina el periodo y traza la grafica de la funcidn y = tan a.

Sinos fijamos en parejas de puntos simétricos de la circunferencia respecto al origen,
es facil ver que a los dos puntos les corresponde el mismo valor de la funcion tangente.
(figura A)

De esta manera, las tangentes de los dngulos simétricos de los cuadrantes | y Ill coin-
ciden. Lo mismo sucede para los angulos simétricos de los cuadrantes Il y IV. (figura B)

En cualquier caso tenemos que tan a = tan (a + ).

Por tanto, el periodo de la funcién tangente es p = 180° = r, su gréfica se traza a partir
de una tabla con valores para f%SaS I

2
mmmmmnmmmm
Radianes - T o m ™ ™
tan a i —1,73 —14 —0,58 0 0,28 14 1,;3

y=tana

4 N W B 1o SO

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
,
T
|
I

L_J\A(L:‘N_____________
A
E]

/I 73_ ) _ k ) ) o
-m bl ™ 5 ™ b3 3m
I 2 r
I = et S e R £ i S e
| | 14 | | |
I I 1-° | | |
[ [ 16 1 [ [
[ [ 17 [ [
| | 15 1 | |
[ [ 15 ! [ [
[ | T | | |
| | L | |
Para a= 2 ,i;ﬂ,_z .la funcién no estéd definida y presenta asintotas.

___ Portanto, su dominio es Dom(f) = {a € R| oc;t+M ne Ny su Rec(f) =R.

funcion no esta definida.

)

(=x-y)
tan (@) =2 == tan (a + m)
figura B YA
=%
S
\, N @ >
X
o+
j(/—)
tan(oc):iz:_—yztan(a+7r)




® Ondas y funciones senoidales

Las funciones de la forma: f(x) = a sen(bx + ¢) + d, donde a, b, cy d son constantes, reciben
el nombre de funciones senoidales.

Al igual que fla) = sen a, las funciones senoidales son periddicas y sus graficas son
ondulatorias. Para comenzar su estudio conozcamos las partes de una onda.

Al punto mas alto de la onda se le llama cresta y al méas bajo, valle. La distancia ho-
rizontal que hay entre dos crestas (o valles) se le conoce como longitud de onda (\).
La amplitud de onda (A4) es la mitad de la altura que hay entre las crestas y los valles.

® Amplitud y rango

Analicemos las caracteristicas de la onda basica descrita por la funciéon f(x) = sen x.

Bz

0 0 y=senx 1l e
20T
T 0 | >
s I 3 X
EL S B 5 ™ 1 o 21T
2 R=[11] 2
2@ O

Podemos observar que la amplitud de onda es A= 1, el periodo o longitud de onda es
p=A\=2myrespecto a sudominioy surango, tenemos que D =Ry R _ =[-1,1]

ACTIVIDAD RESUELTA
fx) = 4 sen (x) = 1

Construimos una tabla de valores
para 0 < x < 2wy trazamos la grafica.

<

EEETE. P A S S O
0 40)—1=1 m 2m /\
n \ ! »
I 4m)-1=3 - % - N > X
2
mo40)-1=-1 N B S A i

|

3 4-1)-1=-5 R=1-53] :4
m M) -1=-1

?75

Por tanto, la amplitud es A = 4, el periodo es p=\ = 2wy el rango es Rec(f)= [-5, 3].

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Determina si el valor que se indica es o no solucion de la ecuacién,

Investiga si y = 10 es solucién de la ecuacion y - 5 = 3y - 25.

Determina el periodo y traza la gréfica de las siguientes funciones periddicas.

y=sec a 4, y=csca 5. y=cota




Funciones trigonomeétrica inversas

Reconocer y resolver ecuaciones lineales. g

® Funciones inversas y ecuaciones trigonométricas

m —45 —4 =3 = 0 2 3
n =17 =12 -2 3 18 255

Si en la funcién fix) = 4 - 2x sabemos que si f(x) = 10, despejamos para encontrar el

correspondiente valor de x: fix) = 10 =4 - 2x = x = 4_—120— =-3.

En este ejemplo observamos que, al tomar un elemento k cualquiera del rango (k €
Rec), sélo hay un elemento x del dominio (x € Rec(f)) tal que f(x) = k.

Sin embargo, si en la funcidn g(x) = x> + 4, sabemos que si g(x) = 13, al calcular el valor
de x, encontramos que hay dos soluciones posibles:

gx)=13=x*+4=x=+/13 - 4 =2/9 =>x=30x=-3.

Si para cualesquiera a, b € Dom(f) verificamos que la funcion es biyectiva, enton-
ces decimos que fes una funcion invertible.

Mientras que f(x) = 4 - 2x es una funcidon invertible, g(x) = ¥* + 4 no lo es. Hemos mostrado
que hay dos elementos distintos del dominio, -3 = 3, tales que g(-3) = 13 = g(3) y por
tanto, concluimos que la funcién g(x) no es uno a uno.

m Valores principales y definicion de funciones invertibles

En las funciones que no son uno a uno, si conocemos o fijamos el valor de la variable
dependiente, k = f(x) € Rec(f), el valor de la variable independiente, x € Rec(f), no
siempre estard determinado de manera Unica.

Por ejemplo, si en la funcién definida por f(x) = X%, fijamos el valor f(x) = 25 tenemos que
el valor de x no estad determinado de manera Unica, pues existen dos posibles valores:

9(5) = 25 = g(-5).

En términos de operaciones numéricas, rapidamente advertimos que en la funcién
y = x%, las dos operaciones son elevar al cuadrado y extraer raiz cuadrada.

De estas, la extracciéon de la raiz cuadrada es la que no estad Unicamente determinada
ya que hay dos posibles raices: la positiva y la negativa.

Una caracteristica que esperamos de cualquier operacion numérica es que, al calcularla,
su resultado sea Unico. Si usamos una calculadora para extraer la raiz cuadrada de 25,
siempre obtenemos la raiz positiva, es decir x = 5.

Alidentificar las operaciones numéricas con las funciones, observamos lo siguiente.

Para definir funciones inversas a partir de funciones que no son de tipo uno a
uno, es necesario establecer un conjunto de valores principales, que, sin perder
informacion, permita eliminar toda ambigiedad.

Indagamos @

Considera la ecuacion
Sm=n+2.Ahora
completa la tabla de la
izquierda.

Ten en cuenta

Analizaremos
las funciones
trigonométricas
inversasy
aprenderemos a
resolver algunas
ecuaciones
trigonométricas
sencillas.

Ten en cuenta

La gréfica de la funcion
f(x) = x* es una parabola.
Sitomamos f(x) = 25,
entonces

x=50x=-5




Ten en cuenta

Una manera préctica
para identificar
relaciones uno a uno es
mediante el analisis de
su grafica.

Si puedes trazar una
linea horizontal o vertical
que corte a la grafica

en mas de un punto,
entonces la funcién no
€s uno a uno.

Utiliza las TIC

Salvo alguna rara
excepcion, en todos los
textos y dispositivos
electronicos que
contemplan la funcién
arcsen (sen™), utilizan
como valores principales
al intervalo [-90°,90°].

~

En el caso de f(x) = ¥, el conjunto de valores principales es el formado por los nUmeros
positivos, {x € Rl x > 0}. La funcién inversa de f(x) = x* se define como f-'(x) =X , donde
/X siempre representa a la raiz positiva (principal). La otra raiz posible (negativa) se
obtiene a partir del valor principal multiplicando por -1. (= 1)Vx = —/x .

Ejemplo 1

a) Muestra que la funcién f(x) = sen (x) no es invertible (uno a uno).

En general, ninguna funcién periddica es uno a uno. En el caso de la relacién y=sen xes

muy facil comprobarlo. Sitomamos y =1, entonces hay muchos valores posibles para x. Si
- - Y . B B A
y=sen x=1,entonces x = ..., ST T o et

b) La funcion inversa de sen (x) es arcsen (x) (sen™' (x)). Usa una calculadora cientifica
para descubrir cudles son los valores principales que se usaron para definir la
funcion arcsen (sen™).

Como Rec(f)=[-1,1] es el recorrido de la funcién f(x) = sen (x), los valores posibles para

y = f(x) son los nimeros del intervalo [-1, 1], entonces una buena estrategia es usar la

calculadora con el fin de obtener valores correspondientes para x a lo largo de todo el

intervalo.

Determinamos que y = sen (x) — x = arcsen (y), y hacemos una tabla.

y -1 -0,8 -06 -04 02 0 0,22 04 06 038 1
x = arcsen(y) —-90° —=53,1° -36,9° -236° -115° 0 115°  236° 369° 531° 90°

Asi, en la operacion (funcidn) arcoseno (sen”') de la calculadora, los valores principales
programados corresponden al intervalo [-90°,90°] = [;}L. %].

® Funciones trigonométricas inversas

Las funciones trigonométricas basicas no tienen inversas debido a que son funciones
periddicas y por lo tanto no son inyectivas, pero restringiendo los dominios se puede
hallar su inversa.

e Sjiy=sen(x), entonces x = arcsen (y), donde -m/2 < x < /2.
e Sjy=cos (x), entonces x = arccos (y), donde 0° < x < .

e Sjy=tan(x), entonces x = arctan (y), donde -m/2 < x < /2.



ACTIVIDAD RESUELTA
1. Si cos (x) = 0,8, encuentra todas las soluciones posibles entre 0°y 360°.
Despejamos x, y con la calculadora obtenemos su valor principal:
cos (x) = 0,8 = x = arccos (0,8) = 36,9°.

Finalmente, con las propiedades de simetria de la gréfica de y = cos (x), determinamos todas las posibles so-
luciones en el intervalo [0°,360°].

yA

Por tanto las soluciones son
X, =36,9°0x,=-x, =323,1°.

2. Sitan(x) = -7, encuentra todas las soluciones posibles entre 0°y 450°.
Despejamos x, y con la calculadora obtenemos su valor principal.

tan (x) = -7 — x = arctan (-7) = -81,87°
Con la gréfica de y = tan (x) determinamos las soluciones en el intervalo solicitado.

YA
101

LLas soluciones son X, = 98,13° o X, = 278,13°.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Usa una calculadora cientifica para descubrir cudles son los valores principales que se escogen para definir las
funciones.

1. y = arccos (x)

2. y=arctan (x)

Encuentra el valor principal de x, y Usalo para encontrar las soluciones en el intervalo dado.
3. cos (x) = 0,75, para x € [-m, 7]

4 tan (x) = 2,5, para x € [-2 m,0°]

5. 4sen(x) =1, para x € [0°,2 7]

6. 2tan (x) +5 =0, para x € [0°,2 =]




Aplicamos

Relaciones y funciones

P Integra conocimientos

EJERCITACION

o 1. Determina los productos cartesianos de los conjun-
tos.

a)A=1{-5 -4,-3 -2, -1 B={12 3, 4, 5}

b) M = {Alma, Perla, Carolina}; H = {Eduardo,
Luis, Pedro}

o N=1{2,57 9 11}y C = {blanco, verde, azul,
rojo}

RAZONAMIENTO

o 2. Halla las parejas de cada relacién y determina si
es una funcion.

a) A=1{4,5 6,8} B=11,315 7 104
R={(a,b)l(a-1) < b}
b) N={1 4,9 165 M={0, 1, 2, 4}

T={(n,m)In?=m}

o P = {Quito, Ibarra, Guayaquil, Salinas, Manta};
C = {Sichincha, Imbabura, Esmeraldas,
Guayas};

R ={(x,y)| x es capital de y}.

dA={-2-1012:B=1{9 -8 -1,0,1, 8
G=1{(a,b)la = b}

P Calcula

RAZONAMIENTO

3. Encuentra el dominio, el recorrido y la regla de
correspondencia adecuada para definir las si-
guientes relaciones.

a) R=1{(1,4), (2,6), (3,8), (4,10)}
b) T=1{(-1,12), (0,12), (1,12), (2,12)}

RazoNAMIENTO
o Sean D=1{-2,-1,0,1,2yC=1{2,3,4,5,6,7, -1}.
Determina si g: D — C es una funcidn. Justifica tu
respuesta.

d) g =1{(-1,2), (0,3), (1,4), (2,5}
e) g =1{(-22).(-1,3), (0,4), (1.5), (2,6)}

f)g=1(-2.2), (-1,3), (0,4), (1,5), (-1,6), (0, 7)}

P Representa funciones

EJERCITACION

4. Traza la grafica de cada funcion usando tablas de
valores adecuadas. Determina dominio y recorrido.

a) flx) = b) fx) = -m

o flx) = Ix + 3l d) fix) = x| - 2

e) flx) = l4x| f) flx) = 4lx]

g) ) = 151 h) f(x) = l4x] - 1
) ) =~ 4 j) fx) = xsz

k) fx) = x*- 5 ) fx) = x* - 2x + 1
m) (x) = x + 1 n) f(x) = [1.5x

o) ) =+ p) 1) = 20 -

q) () =-3x 1) fx) = 11,2x] + 2

P Resuelve problemas

RESOLUCION DE PROBLEMAS

e5. Resuelve.

a) Traza la grafica de las funciones fix) = x* - 1
y gb) = Ix* = 1| para -3 < x < 3. A partir de lo
observado explica sus similitudes y diferencias.

b) El alquiler de una bicicleta cuesta $30 UM
la primera hora, mas $20 UM por hora o
fraccion adicional. Encuentra la funcion de
costo y traza su gréafica. Determina el total a
pagar por un paseo de 3 horas y 42 minutos.

c) ;Cuanto se deberd pagar por 2 horas y media?

P Calcula

Procesos
6. Para cada funcién halla su inversa. Indica sus
dominios y recorridos respectivos.

a) fx) = 3x + 11

b)f(x)=1—%x
o fx) =2x+ 6
d) v(x) =

(X)=m

g =-J2-x
g) ) =-x+2
h) h() =[x+ 8
) (o) =1

CoMPLEJIDAD: @ Basico Mepio @ AvANZADO



P Comunicacion de ideas

RazoNAMIENTO

o7. Enlas siguientes expresiones, y = f(x) define una
funcién. En cada caso determina si su relacion
inversa es o no una funcidn. Justifica tu respuesta.

a)fix) =x+9
b)x* -bx+9=0
9fx) = 4

d2x+3y-1=0
e)flx)=x*-13
x4 +y=0
g) fx) = x*

h)y =7x

P Modelacion

RazoNAMIENTO
8. Para contestar cada una de las siguientes pregun-
tas considera que fes una funcion biyectiva.

a) Si f-1) = 10, calcula f-'(10).

b) Si f-'(2) = -1, calcula f(-1).

o) Si fix) = 6x + 2, calcula - (0).

d) Si fix) = [2x + 3, calcula f~'(10).

PROCEDIMIENTO Y RAZONAMIENTO
9. Comprueba que fy g son inversas entre si. Hazlo dos
veces usando los siguientes métodos alternativos.

il miTi

| (=
Graphmatica es un software de libre acceso con el
que podras graficar distintos tipos de funciones, entre
otras aplicaciones.

T
|

Pidele ayuda a tu profesor(a) para conseguirlo. Por
ejemplo grafica: f(x) = 4x.

Debes digitar la funcién—

y = 4x y luego presionar
Enter. Visualizaras el grafico

de la funcion ingresada.

Utiliza Graphmatica para representar las siguientes
funciones:

a) f(x) = 2x + 1 b) glx) = 2x° c) h(x) = 2x3 - 1

10.

a) Algebraicamente: (fo g)(x) = (g ° Hx) = x.

b) Graficamente: verifica simetria respecto a la
recta y = x.

Resuelve
a) fx) = sz+ 3,9() =2x-6
b) fx) = ——, gl =

Q) =6 -x° gl =-3x-6
d) fx) = X2+ 1

e) Determina la inversa de f(x) = x

2% + 1
X

-1

-1, Q(X) = 3+1

»Modelacion

RESOLUCION DE PROBLEMAS

eol1.

Resuelve.

a) Si consideramos su dominio implicito (R), la
funcién fix) = x* no es inyectiva. Sin embargo,
con el dominio restringido, la funcion g(x) = x?,
x > 0, si es inyectiva.

b) Explica por qué.
o) Encuentra la funcion inversa g~ '(x).

d) Determina el dominio y el rango de g ~".

RESOLUCION DE PROBLEMAS

Gra
=
[s]

Opdons Herroners e
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e) En el mismo plano traza la gréfica de la funcién
fix) = (x = 3)?, x > 3y la de su inversa f~'(x).
Comprueba que sus graficas son simétricas al
semejar un doblez del plano mediante la fun-
cion identidad f(x).

uuuuuu
ko
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Resolvemos problemas

Etapas en la solucidn de problemas ]

n Comprender el enunciado del problema.

Analizar es descomponer una situacion, un texto o un problema dado en Para resolver ()
sus partes integrantes y determinar cdmo se relacionan unas con otras un problema debes:

. Comprender el enunci
ado
y con una estructura o propdsito general. Proponer un plan

e
n Proponer un plan Jecutar un plan

o _ y Revisar la solucidn
Plantear desde un inicio un plan de trabajo en la resolucién de problemas

te dard el camino para encontrar la solucién.

Ejecutar el plan

Recuerda aplicar o utilizar el procedimiento necesario en la situacion planteada. Interpretar la informacion
entregada en el problema y emplear el procedimiento de manera cuidadosa.

Revisar la solucion

Es muy importante que determines si la respuesta encontrada es solucion del problema y se ajusta al
contexto de la situaciéon modelada.

ACTIVIDAD RESUELTA
Problema

Si un vendedor de una automotora tiene un sueldo base mensual de $ 2 500 y de comisidn por venta
obtiene un 5% del precio del vehiculo, jqué funcién permite calcular el sueldo S del vendedor con
respecto a los automoviles vendidos? ;Qué sueldo obtuvo el vendedor si durante el mes vendié 2 au-
tomoviles que tenian un precio de venta de $ 54 900 cada uno?

Comprender el enunciado del problema.
e ;Qué se quiere dar a conocer una vez resuelto el problema?

La funcidn que permita calcular el sueldo y el sueldo que obtiene luego de vender 2 automdviles de
cierto valor.

e ;Qué informacién entrega el enunciado del problema?

El sueldo base del vendedor, el porcentaje de comisién que obtiene por venta y la venta que hizo un
mes en particular.

Proponer un plan
¢ Organiza la informacion.

Primero, senala que el 5% de un valor se puede representar numéricamente como D - 0,05. Ademas,
otro dato del problema es que se venden 2 automdviles en $ 54 900 cada uno.

e Identifica las partes que la componen.

Puedes identificar que el sueldo del vendedor se compone de un sueldo base de $ 2 500 y por la
venta x de cada auto se le pagara un 5% de esta, es decir, 0,05 - x.

e Determina de qué manera se diferencian las partes.
Como el sueldo base no varia, este no depende de las ventas hechas.
Ejecutar el plan Numero de autos vendidos
La funcién S se puede escribir de la siguiente manera: S(x) = 2 500 + 0,05 XJ
Luego, como vende 2 automdviles de $ 54 900, se tiene: A Comisién por venta

2 - 54 900 = 109 800. Asi, al evaluar en la funcién se tiene que: Sueldo base

S(109 800) = 2 500 + 0,05 (109 800)



=2 500 + 54 900
=7990

Revisar la solucion

Por lo tanto, el sueldo del vendedor en ese mes es de $ 7 990.

Puedes calcular el 5% de 54 900, que equivale a 2 745, y multiplicarlo por 2. Entonces, 2 - 2 745 = 54 900

y a ese valor sumar el sueldo base.

Por lo tanto, 2 500 +54 900 = 7 990.

~ ACTIVIDAD RESUELTA |

Problema

Un hospital cuenta con 30 ambulancias y cada una de ellas recorre aproximadamente 200 km por dia
y gasta en promedio 1 litro de combustible por cada 12 km. Si el precio de un litro de combustible es
de $ 0,60 UM, ;qué funcién podria relacionar los datos para posteriormente calcular el dinero que se

paga en combustible para las ambulancias en el hospital?

Resolucion

e ;Qué se quiere dar a conocer una vez resuelto el problema?

Se quiere dar a conocer la funcién que relaciona los datos, luego calcular la cantidad de dinero que

se paga por combustibles.

e ;Qué informacién entrega el enunciado del problema?

El ndmero de ambulancias, la distancia recorrrida, el consumo de combustible por cada 12 km y el

precio del litro de combustible.

La funcion que relaciona el pago de combustible de acuerdo al nimero de ambulancias es:

Plx) =[ 200

12
——

cantidad de gasolina de una ambulancia

P(x) = 10 x P(30) = 10(30)

060 | x
——
precio litro de gasolina

&
numero de ambulancias

P(30) = 300

Por consumo de combustible de las tres ambulancias se debe cancelar 300 UM.

Aplica la estrategia)

T

En una biblioteca, por cada libro que se presta
se cobran $ 5, y por retraso se cobran $ 2. Si
Leonardo pidié 8 libros, jcémo expresarias la fun-
cion que permite calcular el pago de Leonardo en
funcion de los dias de retraso en su entrega?

En una fabrica de bebidas se determind que
la ganancia mensual en un mes de verano
(21 dic-21 mar) aumentaba en 20% con respecto
a otras estaciones del ano. En el mes de febrero
se invirtid en la elaboracion del producto 40% de

la ganancia obtenida el mes de enero. Si el mes
de enero se obtuvo una ganancia de $ 20 000 y
el precio de venta del producto era $ 1,50, ;qué
funcion permite calcular la ganancia del mes de
febrero dependiendo de la cantidad de unidades
vendidas si se sabe que la ganancia corresponde
a lo vendido menos lo invertido?

Crea un problema que te permita modelar una
funcion para su resolucion. Luego resuélvelo.




Ponemos a prueba destrezas

ACTIVIDADES PARA APLICAR

1. Observa la gréfica y estudia las siguientes propiedades.

Y

4]
U\j01u \_/ X

a) Dominio y recorrido.

b) Crecimiento y decrecimiento.
c¢) Maéaximos y minimos.

d) Simetrias.

2. La tabla relaciona el volumen de los cilindros de
10 cm de altura con el radio de su base.

x (radio base) 1 3 5 10
y [volumen cilindro) | 10w | 90w | 250w | 1000w

a) Halla la ecuacion de la relacion.

b) Construye la grafica de la funciéon que relaciona
el volumen de los cilindros con el radio de la
base.

PROBLEMAS PARA APLICAR

3. Compara las siguientes tablas y determina ;en cual
de ellas se representa una funcion?

4. Los gerentes de un cono-
cido supermercado han
realizado un estudio sobre
el tiempo que tienen que
esperar los clientes en la
cola de caja.

Llegaron a las siguientes
conclusiones:

e £ tiempo en marcar todos los productos de un
cliente es proporcional al nimero de productos
que lleva en el carro.

a)

b)

5.

a)

b)

4}

d)

e El tiempo que tarda la cajera en marcar un pro-
ducto es de 4 segundos.

e Entre cada dos clientes se precisa de 2 min para
imprimir y entregar la factura, cobrar el dineroy
devolver el cambio.

Calcula cuanto tiempo tendrd que esperarse un
cliente si delante tiene tres personas con 20,
15y 25 productos, respectivamente

Escribe una expresion matematica que sirva
para calcular el tiempo que tiene que esperar
un cliente si delante tiene una Unica persona
con x productos en su carro. Dibuja la gréafica
de la funcién correspondiente.

Variacion de la temperatura

La temperatura, en grados centigrados, durante el
21 de mayo en Paris se puede expresar mediante
la funcion:

f(x) = - 9% + 200x + 1000
100

Donde x es la hora comprendida en el intervalo
[0, 24].

Calcula la temperatura que habfa al comenzar y
al terminar el dia.

Calcula la hora en que hubo mayor temperatura
y el valor de esta.

Indica la hora en que hubo menor temperatura y
el valor de esta.

i Cémo varioé la temperatura entre las 12:00 y
las 18:007?




Matematica en contexto

En el campo de la investigacién, modelar significa in-
terpretar y representar fendmenos reales mediante el
lenguaje matematico. La funcion que expresa el compor-
tamiento del fendmeno, en términos de ciertas variables,
se denomina modelo matematico. Este puede describir
la trayectoria eliptica de Mercurio en torno al Sol, el nivel
de la marea cada hora en Santa Elena, la trayectoria de
un misil antiaéreo, el peso ideal de una persona segun
su estatura, el crecimiento de la poblaciéon humana en
los Ultimos cincuenta afos, la oferta y la demanda en el
mercado de consumo para un nuevo producto, el por-
centaje de absorcion de un medicamento en la sangre
segun el tiempo tras haberlo ingerido, la temperatura de
ebullicion del agua segun la altitud, el tiempo récord en
la prueba de los cien metros planos en la historia de los
juegos olimpicos modernos, entre muchos otros.

Algunos modelos son mas confiables que otros. Los fe-
némenos deterministicos, como la energia potencial que
tiene un baldén a 10 metros sobre el nivel del suelo, se pue-
den expresar practicamente libres de error mediante una
funcién cuya validez ya ha sido comprobada cientificamen-
te. Los fendmenos aleatorios, como el comportamiento
de la economia en nuestro pais durante los proximos 20
anos, dependen de decisiones humanas que no siempre
son predecibles. En consecuencia la modelacion de este
tipo de fendmenos es mas compleja.

Una técnica para modelar consiste en recabar datos sobre
las variables que intervienen en un fendmeno, graficarlos
y comparar la tendencia de los puntos con las de una fun-
cién conocida, aplicando las transformaciones adecuadas.

9 Las dos mechas

Se dispone de dos mechas, cada una de

las cuales tarda una hora en consumirse
completamente. Esto quiere decir que, una vez
que se le prendio fuego por cualquiera de sus
extremos, la mecha se termina exactamente
en una hora. Ademas, ambas mechas no se
consumen al mismo ritmo.

., Como se pueden medir 45 min de tiempo,
usando Unicamente estas dos mechas?

Razonamien

Asi, para predecir el peso que tendra un bebé al cumplir
ocho meses de edad se puede usar un modelo lineal
(transformaciones de la funcién identidad) mientras que
para predecir cuantos millones de habitantes seremos
en el planeta para el ano 2030 se usan transformaciones
de la funcién exponencial, que dan lugar a un modelo
conocido como logistico.

En la grafica se muestra el modelo de crecimiento de Von
Bertalanffy (1901-1972), bidlogo austriaco fundador de la
teoria general de sistemas. La curva es el resultado de
varias transformaciones sobre la gréafica de una funcion
exponencial. Por medio de ella se puede estimar la talla
de un pez (eje y) como funcidn de su edad (eje x).

A

En la actualidad se utiliza software especializado para
graficar datos aislados (diagramas de dispersion)y ajus-
tarlos a transformaciones de funciones.

Reflexiona con tus companeros y responde.

» ;Qué relevancia tendra un modelo matematico para
predecir la poblacion mundial en el futuro? ;Qué otras
situaciones se pueden modelar a partir de la graficacion
de datos de la vida real? ;Se podria desarrollar un mo-
delo matematico para medir la emocién que se siente al
escuchar una nueva pieza musical?

Determino el dominio, recorrido,
monotonia y comportamiento de
funciones (1)

Construyo graficas de funciones a
partir de tablas (2)

Identifico los maximos y minimos
dadas ciertas condiciones de la
funcion (3)

Resuelvo problemas mediante
funciones de varios tipos (4 y 5)




Funcion exponencial
y logaritmica

Bloque: Numeros y funciones.

El andlisis y el estudio de la funcion exponencial sirven para describir cualquier
proceso que evolucione de modo que el aumento o disminucion en un pequefio
intervalo de tiempo sea proporcional a lo que habia al comienzo del mismo. Por
ejemplo: el crecimiento de poblaciones, el interés del dinero acumulado o el pro-
ceso de la desintegracion radioactiva.

¢Qué sabes?

En el mddulo anterior aprendiste a iden- = Aprenderas sobre la funcién exponencial
tificar a una funcidn, obtener su dominio, su grafica, dominio y recorrido

recorrido y también a encontrar la funcién .
inversa de una funcién uno a uno. Sabes
ademas resolver ecuaciones de primer
y de segundo grado. Ahora vamos a am-
pliar nuestro conocimiento al estudio de
las funciones exponenciales y logaritmicas. 1 Resolveras ecuaciones e inecuaciones ex-

ponenciales y logaritmicas

Conoceras la funcion logaritmica como la
funcion inversa de la exponencial

Aplicaras las propiedades fundamentales
de los logaritmos
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El Buen Vivir

Sexualidad con responsabilidad

Segun la pagina web del INEC, en Ecuador se
contabilizan mas de 15 millones de habitantes,
cifra que va en aumento. Uno de los factores de
este crecimiento es el embarazo en las jovenes,
cuya tasa es de 23%, una de las mas altas de
la region; mientras que a escala mundial, el
25% de los mas de 7 000 millones de habitantes
proviene de partos de adolescentes.

En la actualidad existen adolescentes que lle-
gan a esta etapa con falta de informacion sobre
el tema, es hora de que la sexualidad deje de
ser manejada como un tabu o algo misterioso.

e ;Quésignifica la tasa de crecimiento en embara-
zos de jovenes?

e ;Qué implicaciones tiene un embarazo durante
la adolescencia?

Fuente: http://hechoschimborazo.com/index.php/546-sequn-la-pagina-
web-del-inec-en-ecuador-se-contabilizan-mas-de- 15-millones-de-
habitantes (Adaptacion)

Iniciemos

% Activacion de conocimientos previos

Un pueblo tiene 600 habitantes y su poblacion
crece anualmente un 3%. ;Cuantos habitantes
habra al cabo de 8 afios?

Recuerda: el crecimiento vegetativo de una po-
blacién viene dado por la diferencia entre naci-
mientos y defunciones. Si Po es la poblacion ini-
cial, i es el indice de crecimiento al cabo t anos,
entonces la nueva poblacion es: P = Po.(1 + i)

vos educativos del modulo

Objeti

* |dentificar, formulary resolver problemas que se modelan utilizando una funcién exponencial o logaritmica.

e Utilizar diferentes representaciones de funciones exponenciales y logaritmicas: tabla, grafica y relacion
matematica.

» Estudiar el comportamiento local y global de funciones (de una variable] exponenciales y logaritmicas a tra-
vés del analisis de su dominio, recorrido, monotonia, simetria, extremos, asintotas, intersecciones con los

ejes y sus ceros.
o Utilizar TIC (Tecnologias de la Informacién y la Comunicacion)

- Para graficar funciones exponenciales y logaritmicas.

- Para analizar las caracteristicas geométricas de funciones exponenciales y logaritmicas.

g
{



Ten en cuenta

No se escribe el indice
en el caso de la raiz
cuadrada.

Ya - va

Funcion exponencial

@ Determinar el comportamiento local y global de las funciones exponenciales.

Sabemos que 22 =4y 2°=8. Sin hacer uso de la calculadora, ;cuadnto estimas que
valga 22°7 Usa la calculadora para obtener el valor. Reflexiona qué tan buena fue
tu estimacién respecto al valor real.

Muchos fendmenos tienen un comportamiento semejante al de las funciones exponen-
ciales, antes de adentrarnos en su estudio repasaremos algunos conceptos previos.

® Exponentes

Aprendimos a usar los exponentes enteros, positivos y negativos, daremos un repaso a
todos y definiremos los exponentes fraccionarios e irracionales.

Exponentes enteros

e Siaescualquier nimero realy nes un nimero natural, entonces la enésima
potencia de a se define como se muestra a continuacion.
a" = (a)a)...(a)
n factores
e Sjademas a =0, entonces:
a=1,
a-n=1

Por ejemplo: (-5)% = (-5)( -5)( -5) = -125; (377})0 =1,37= 312 = %

Para definir los exponentes fraccionarios, es necesario hacer uso de los radicales.

Raiz enésima

e Sinescualquier entero positivo, entonces la raiz enésima de a (Q/E) es un
numero b tal que b" = a.

Notemos que las raices impares estan definidas para todos los niUmeros reales, pero las
. . , . , - , 4
raices pares s6lo estan definidas para nimeros positivos. Asi, tenemos que V81 =3 pues

3¢ =81,y i- 216 = -6 pues (-6)° = 216.

Veamos a continuacion como |nterpretar expresiones como a-.

Exponentes fraccionarios
e Sin>0, entonces definimos ar =Ya .

e Engeneral, para cualquier racional &t escrito en forma simplificada, con
m

my nenteros,y n>0, definimos a==%¥a" o, equivalentemente, a*© =(WVa)"

e Sinespar, entonces a necesariamente debe ser positiva.



ir, ia I S| iz s [ . Asi, segu
Es decir, la potencia 7% de a es la enésima raiz de la emésima potencia de a. Asi, segin
2

esta definicion:
5 =115 -
27 27 3

45 =43 = V64=8;
Notemos que si un nUmero racional estd expresado en forma decimal, por ejemplo
1.3, entonces a'® = ah = ¥ak. Si a > 0.
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Finalmente, para el caso de los exponentes irracionales, ;cémo calculamos el valor
de 3727 Sabemos que /2 es irracional y que tiene una representacion decimal infinita.

V2 =1,414213562...

Consideremos la sucesion de numeros que se aproxima a v 2 al agregar cifras de
su expansion decimal.

{1, 1,4, V41, 1,414, 1,4142, 141421, 1,414213...}
Formemos otra sucesion a partir de la anterior.

{31 314 3L41 31414 314142 3141421 3W.4MZ13___}

Sabemos cémo calcular cada nimero de esta sucesion, pues el exponente de cada término es
un numero racional. Mediante técnicas de célculo, se demuestra que existe un Unico nimero real
al cual se aproximan cada vez mas los nimeros de la sucesion. Definimos dicho nimero como
32 Usemos esta idea para aproximar el valor de 377 a seis decimales.

3'7 = £4,728804

De manera andloga se define &' si y es cualquier niumero irracional. Si a > 0.

Las leyes que conocemos de los exponentes son validas para cualquier exponente real.

Leyes de los exponentes

1. aman = gm * " 2, & =am-" 3. (gm)n = g™ 4. (ab)" = a"b"
a|n_ @ 6 (2" -(b)" 7. @ o
b b" b a pmn "
Ejemplo 1
Usa las leyes de los exponentes para evaluar o simplificar las expresiones.
a) 125% b) (9x%y¢)7"
o = ot
125 e (9>a s ) C
T __1 1 _
1255 Y125 (9xye o Fox7y?
11 Ty
7125 5 Tty 3K
4 1
c 1 1 411 3
) Vat+ 154 d)( 723)
e %) =[]
2 4
(16a2)t 3
o ) ey
(16): (a)e 4
2 as (4= 1) = 43=-1 = 7380,77

Utiliza las TIC

r

Puedes usar cualquier
calculadora cientifica
para determianar la
potencia de una base,
basta usar la tecla ["]y
poner el exponente al
que hay que elevar la
base.

®
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Sabias que...

En los enunciados de Eucli-
des aparece un enunciado
que hace referencia a los
exponentes.

En la Edad Media, en el
siglo XIV, Nicolle Oresme
demuestra todas las reglas
necesarias para trabajar
con exponentes positivos.
Un siglo después N. Cho-
quet retoma este trabajo
y agrega los exponentes
negativos.

Es en esta época cuando
se trabajan con mayor
fuerza las funciones expo-
nenciales.

Este trabajo lo comple-
ta el matematico alemén
Michael Stiefel, en el Si-
glo XVI sobre exponentes
racionales.

—

~\

e) Encuentra el valor de m. f) Encuentra el valor de n.

3
% =27 xxvx =X
i 3 131
% :§ xlxvx = (x(xx2)7 )7
g2 -2 (o) = () )
m.oo=- %1 (x(x2)7)r = (xxi)
(xx?)? = (xt)r = Xt
n A
8

® Funcion exponencial

Hasta aqui hemos visto expresiones de la forma a” donde la base es una variable y el
exponente, un numero fijo. Si intercambiamos estos papeles, es decir, dejamos fija a la
base y variamos el exponente, obtenemos una funcién exponencial, cuyo estudio resulta
importante para la resolucién de diversos problemas.

Funcion exponencial
Si a > 0y diferente de 1, entonces la funcion exponencial de base a se define
como f(x) = &%, donde x es cualquier nimero real.

Por ejemplo las funciones f(x) = 2%, g(x) =( 27 )Xy h(x) = (2,35)* son funciones exponenciales,
mientras que f(x) = X2, g(x) = x7 y h(x) = x2% no lo son.

La funcidon f(x) = a* tiene diferente comportamiento segin sea O<a <1,

Ejemplo 2

Grafica las funciones f(x) = 2y g(x) = 3* en un mismo plano.
Tabulamos para distintos valores de xy graficamos.

La gréafica hace evidente que a medida que x aumenta, los valores de 2*y 3*también lo
hacen. Conforme x disminuye, los valores de las funciones se aproximan cada vez mas a 0.

También apreciamos que la funcion 3*crece mas rapidamente que 2%, esto se refleja en
que la grafica de 3" se pega mas al eje y que la gréfica de 2~.

1 1
-3 3 5

1 1
-2 7 3

1 1
-1 = T
0 1 1
1 2 3
3
2 283 52
2 4 9
3 8 27

< Y



A continuacién se muestran las graficas de una familia de funciones f(x) = ax para Ten en cuenta
diferentes valores de a; a partir de estas se concluye la informacion del recuadro.
e El punto (0, 1)

pertenece a todas las
graficas, esto sucede

. ! A 10 5%
{l) (l) 3] 35 porque &’ = 1 para
3 5 a=0.

e Silabaseesa=1,
se obtiene la funcidn
constante y=1.

: 3/
2
“X
-3 -2 -1 0 1 2 3X

Caracteristicas de la funcion exponencial a*
e Eldominio de la funcion f(x) = @ es el intervalo (-0, o).
e f(x) > 0 para todo x, es decir, el rango de la funcién es el conjunto (0, «).
e Nocruza al eje x, corta al eje y en el punto (0, 1) y pasa por el punto (1, a).

e Sia>1, lafuncion siempre es creciente; si0 < a< 1, la funcién es siempre
decreciente.

e Lafunciéon crece mas rapido si a es cada vez mayor y decrece mas rapido
conforme a es menor.

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Estudiay representa la funcion f(x) = 4*

B o 2 a5 a9 w05 0 05 1 15 2 25
. 0,031125 0,0625 0,125 0,25 0,5 1 2 4 8 16 32
e
2,5 Es una funcién exponencial de base a = 4.
2 El dominio es los reales. R.
15 El recorrido es (0, +)
R Es una funcién creciente.
0.5 La funcién es continua en los reales R.
: ——— —> X

25 2 15 -1 050 05 1 15 2 25




ACTIVIDAD RESUELTA

2. Grafica la funcién h(x) = ( % )X.

En este caso también localizariamos los puntos en el plano y los uniriamos, pero

optamos por obtener la gréfica a partir de la funcién de 2%, ya que ( % )X=21x =2

4 3 2

Entonces, la grafica de h(x) = 2~ es una reflexion respecto al eje y de la grafica de
fix) = 2~.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Usa las leyes de los exponentes para evaluar o simplificar las siguientes expresiones.
3. (@

4. 57 25%

o

2 |

b4

( X3 yZ)A ( Xt y)fs
Xy?

7. Encuentra elvalor de m. ¥¥/2=2m

8. Encuentra los primeros cinco términos de la sucesién que se aproxima a 5.

Traza la gréafica de las funciones exponenciales.

9. fx)=4
10. g(x) =8~
n (1




|
Funcion exponencial e* :
P nd

Determinar la variacién y la gréfica de una funcién exponencial R

® Funcién exponencial natural e* y mas graficas

Cualquier nimero no negativo se puede usar como base para una funcion exponencial.
Sin embargo uno de los mas utilizados es el nimero irracional e (constante de Euler),
cuyo valor aproximado a 14 decimales es e = 2,71828182845905.

La funcion exponencial natural es la funcién exponencial con base e: f(x) = e,

Tracemos la gréafica de f(x) = e*y g(x) = e~ *y tabulemos para la primera gréfica.

YA
| x| e | 7]
2 0,13 |
4 037 ° e
b 3
1 2,72
1,5 448 41
2 7,39 34
22 9,03 2

L

3210 1 2 "x

\J

2 3X

3-2-10

Una vez trazada la gréfica de e, reflejamos en el eje y para obtener la de y = e ~*

Usa la calculadora para evaluar la funcién f(x) = e*en cada caso.

a) f5)

5~ 148,41316
b) 2f(})

2e"% = 2,56805
¢) f-0,48)

e-048=0,61878

ACTIVIDAD RESUELTA

Traza la gréafica de f(x). ()6/“
a) f(x) = 2e05
5 2e05x
flx) = 2605 4
-2 0,74 3
-1 1,21
1 3.3 1
2 5,44 . . >
X

=

Ten en cuenta
- O

US

N W A

P
-

e
-2 -10 12X

Como 2 < e < 3, la gréfica
de e* esta entre las
funciones 2xy 3%

—




yA YA / YA
6 eX 6 e*/ 6
A /
f. — / >»
-2 10 12X = T8_1 2 X
1-2 -2
—4 4
_6 6l ¢
Partimos de la grafica Reflejamos sobre el eje Finalmente la despla-
de e, x para obtener la grafica zamos hacia arriba tres
de —e~. unidades.
Consolida
Calcula o simplifica.
1. [.27}* XY\ (X 15. h(x) = (3)" 16. r(x)= ()"
8 XyZ X3
. 28" V4 17. f(x)=(0,7) 18. f(x)=(2,3)*
3. e 4. |- 81/2 b1/6
5. 38—2b2/3)2 5. 30 19. (x)=2¢e* 20. g(x) = 0,3¢*
8b1/3

|dentifica cual es la funcién de cada grafica. Grafica usando transformaciones de otras gréaficas.

7. 8. 21. h(x) = -8~ 22. g(x) =65 -4
4 6“ 23. ) = (4] 24. s(x) =[]+ 5
14
lé 25. fix)=1 - ex 26 h(x)=-e*3-4
8
j " (1,05) : ;

— 2 — — 0\7\2r Aplica lo aprendido.

27. EL nGimero de bacterias (millones), en un cultivo
1 en el tiempo t (horas), estd dado por f(t) = 20e5.

Evalua cada funcién para x=27 x=-3,x=7 x=¢, ) o ,
o .Cudl es la poblacién en dos horas? ; Cuél era la
L poblacion al inicio del experimento?
9. f(x)=5 10. (0 = ()"
1. fix) = e 12. )= e Grafica las siguientes funciones.
28. f(x)=4e™
Traza la gréafica de las siguientes funciones 29. h(x) = e¥+3
exponenciales
13. f(x) = & 14, g(x) = & 30. gl =% e




Funcion logaritmo como inversa de la exponencial

Determinar el comportamiento local y global de las funciones logaritmicas a través de sus caracteristicas R

Otro tipo de funciones que aparecen con mucha frecuencia en el momento de modelar
fendmenos es el de las funciones logaritmicas. Analicemos su estudio.

Toda funcién exponencial de la forma f(x) = @ cona> 0y a=1es una relacion biyectiva
de R — (0, + «). Es facil convencernos de eso mediante el criterio de la recta horizon-
tal, visto anteriormente. De tal manera que la inversa de una funcién exponencial es
también una funcién.

Funcion logaritmo

Una funcién logaritmica es la inversa de una funcién exponencial. Seaa >0y a= 1,
la funcion logaritmo con base a, que denotamos por log, se define como

log. x=y<= @ =x.

En consecuencia, log,x es el exponente al cual hay que elevar la base a para obtener
x. En el bloque 2, aprendimos cémo obtener la grafica de la funcién inversa de otra
funcion. De acuerdo con eso, la grafica de una funcién logaritmica es una reflexion de
y = a*respectoa larecta y=x.

Recordemos también que una funcién fy su inversa ' intercambian dominio y rango.
Asi, dado que una funcién exponencial fix) = a*con a> 0y a= 1tiene dominio Ry rango
R*, su inversa, la funcion f'(x) = Loga x, tiene dominio R*y rango R*, como se aprecia en
la grafica. El rango de la funcién inversa debe ser igual al dominio de f(x).

Caracteristicas de la funcion logaritmica log, x
e Eldominio de la funcién f(x) = log, x es el intervalo (0, ).
e Elrecorrido de la funcion es Rec(f) = (- o, ).
e Pasa porel punto(a,1). Cruza el eje xen el punto (1,0); no corta al eje y.
e Siempre es creciente si a > 1; siempre es decreciente cuando 0 < a < 1.

e Lafuncion crece mas lentamente si aaumenta y decrece mas lento conforme
a disminuye.

Indagamos

r

Encuentra el valor del
exponente n que satisfa-
ga cada ecuacion.
2"=16—=n=

n

1 1 _
|§ =97 N=

5"=25—=n=

Sabias que... Q

r

Inventor
de los logaritmos

John Napier (1550-1617)
inventd los logaritmos
para simplificar calculos
con cantidades grandes
en astronomia. Dicho
trabajo le llevo mas de 20
anos.

—




La siguiente figura muestra las gréficas de funciones del tipo fix) = log, x para diferentes valores
de a. Las caracteristicas de estas funciones se resumen en el recuadro.

Caracteristicas de la funcion logaritmica log,x

e Eldominio de la funcidn fix) = log,(x) es e Siempre es creciente si a > 1; siempre

el intervalo Dom(f) = (0, o). es decreciente cuando O <a< 1.
e FElrecorrido de la funcién es e Lafuncion crece mas lentamente si a
Rec(f) = (-0, ). aumentay decrece mas lento conforme
a disminuye.

e Cruzaeleje xenelpunto(1,0); no corta
alejey.
ACTIVIDAD RESUELTA
Grafica la funcion f(x) = log, x.

1. De acuerdo con la definicion, la ecuacion y = log, x es equivalente a x = 2. Tabulamos
valores para y = 2*y luego intercambiamos x con .

y
Xy x .y
2 1 1 9 :
A A S SR bR
1 1 .
_1 7 z _1 : :
0 1 1 0 f—— X
1 2 2 1
2 4 4 2 i
Lo
L7
/ [ ]
ACTIVIDADES PROPUESTAS
Grafica las siguientes funciones logaritmicas: 2. f(x) = logs x 3. fix) = loge x




Relacion entre las funciones logaritmicas y las exponenciales

Calcular el logaritmo de un nimero utilizando la definicién de funcion logaritmo como la funcién inversa de la funcion exponencial. g

m Relacion entre las funciones logaritmicas y las exponenciales

Hemos visto que las funciones logaritmicas y las exponenciales son funciones inversas,
por lo que cada ecuacion en forma logaritmica tiene su equivalente en forma exponencial.
Veamos cémo pasar de una forma a otra.

Ejemplo 1
Convierte las siguientes ecuaciones a su forma logaritmica.
a) 2°=32 b) 4= 64 Ten en cuenta
2°=32 « 5=log, 32 4¥= b4 < x=log, b4 Equivalencia
Forma
c) 10°=1000 d yv'=6 .
logaritmica
10° = 1000 < 3 = log;, 1000 y'=6<«-1=log, 6 Exponente
log, x=y
Ejemplo 2 e
Base
Convierte las siguientes ecuaciones a su forma exponencial.
F
e log i): -3 f) logy 4 =L orme
8 2 exponencial
log, %)=—3© 2’3=% logi 4 = %@ 167 =4 Exponente
a'=x
g) logs 9=y h) log, z=w Bagz
logs 9=y =9 log.z=we a“=2z

La base y el exponente
son el mismo.

® Logaritmos comunes y naturales

Las funciones logaritmicas mas usadas son las de base 10 y base e. La primera es
relevante por tener la misma base que nuestro sistema de numeracion.

Ten en cuenta

Logaritmo comin Notacion
La funcion logaritmo con base 10 se llama logaritmo comun y se denota por log x. log x = logms X
log x = logyp x Es decir, se omite
la base.

El nimero e es otra base muy usada para funciones logaritmicas.

Logaritmo natural
La funcioén logaritmo con base e se conoce como logaritmo natural y se denota por ln x.

n x = loge x

Notemos que por la definicién tenemos que ln x=y < e/ = x.




Sabias que...

2,

Los logaritmos se inven-
taron alrededor de 1590
por John Napier, era un
lord escocés, de caracter
muy reservado cuyos ve-
cinos pensaban que tenia
un pacto con el diablo. Su
enfoque de los logarit-
mos era muy diferente al
nuestro; se basaba en la
relacion entre secuencias
aritméticas y geométricas
y no en la actual como
funcién inversa (reci-
proca) de las funciones
exponenciales. La tablas
de Napier, publicadas

en 1614, contenian los
lamados logaritmos
naturales y eran algo
dificiles de usar.

—/

i)

Grafica en un mismo plano cartesiano las funciones e*, In x.

Usamos calculadora para elaborar las tablas.

)

k)

)

X y X y
2 0,14 0,14 -2
=f 0,37 0,37 =f
0 1 1 0
1 2,72 2,72 1
2 7,39 7,39 2
12 2,48
20 3
75 S S U U S S S U O SO (O O N A S S
b alnx T 1 1
4 5 9 1?0 1?1 1:2 1?3 1?4 1?5 1?6 1f7 1?8 1?9 2?0;

Simplifica las siguientes expresiones.

log, &

Sea f(x) = &, entonces f(x) = log, x. Sabemos que cualesquiera dos funciones inversas

cumplen que f'(f(x)) = x, por tanto,
’L1(f(X)) = f<f4(X) = f(LOga X) = glog:x = x.
logs 37

De acuerdo con el ejercicio anterior, log; 37 =7y a partir de la definicién de logaritmo
se verifica la igualdad anterior, pues log; 37=7 < 37=3".

Hlogs 2

En este caso como f(f'(x)) = x, entonces 5992 = 2.

Para todo nimero positivo a = 1, se tiene que

g = x; log. a* = x.



® Transformaciones de funciones logaritmicas

Veamos cdémo obtener nuevas graficas de funciones a partir de las graficas que ya
conocemos.

Ejemplo 5

m) Grafica la funcidon y = -log; (-x)

Algunas calculadoras carecen de una tecla logs, partimos de la definicién.
1

Notemos que y = -log, (-x) = -y =1log, (-x) = -x=37 = x =~ =5
y=-2 = x=—l_=-32=-9 y=1 — x=-+=-033

32 3
y=-1 = x=--l_ =-31=-3 y=2 — x=-t=-011

3 3

y:O e X:—1:—1

30
y =-log; (-x)
X Y

-9 -2

-3 -1

-2 -0,64

-1 0 -

> X
-0,33 1
-0,11 2 064
-1

Las inversas de las funciones exponenciales se llaman funciones logaritmicas. Como
la notacién f'se utiliza para denotar una funcidn inversa, entonces se utiliza otra no-
tacion para este tipo de inversas. Si flx) = b* en lugar de usar la notacién f'(x), se
escribe log, (x) para la inversa de la funcién con base b. Leemos la notacion log,(x)
como el “logaritmo de x con base b", y llamamos a la expresién log,(x) un logaritmo.

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Grafica la funcion f(x) = (-logs x) - 1.

y Y Y
A
2 2 21
| / 1 1
0 > x Q0 > X 0
1 2 3 4 1 2 3 4
ol -1 -1
-2 -2 -2
Comenzamos con la grafica La reflejamos en el eje y. La desplazamos hacia abajo

de la funcion logs x. una unidad.




ACTIVIDAD RESUELTA

2. Grafica la funcion f(x) = logs (x - 2).

Trazamos la gréfica de la funcién g(x) = logs x y la des-

plazamos tres unidades a la derecha. - |
log, x

ACTIVIDADES PROPUESTAS N

Convierte, segln el caso, de la forma logaritmica a la exponencial o viceversa.

3. logy0,1=-1 4. 3*=38]1 5. log43=2 6. xX0=1
Traza la gréafica de las siguientes funciones.

7. f(x) = log, (-x) 8. g(x) =logip(x+2)-3

Consolida

Grafica las siguientes funciones.
9. logy x 10. logy x 1. log; x 12.log, x
13. logis x 14. logsy x 15.logy, x 16. logs x

Pasa la ecuacion de logaritmica a exponencial o viceversa.

17. 5 = 148,41 18. ¢4 =0018 19.e5 = 1,396 20. e = 0,607
21. 1255 =5 22. 81, =3 23.log; 49 = 2 24. logs 625 = 4
25. log1o 0,01 = -2 26. log, 0,0046 = -3 27.1n 0,0498 = -3 28. 1095 0,2 = -1

Simplifica las siguientes expresiones.

29. log 1000 30. log 0,00001 31.ln ¢’ 32.ln et
33. 10% 34, 8loa: 2 35. ey 36. en*
37. log, 64 38. log, 32% % 39. Qlog: 3 40. ehnx-2

Grafica las siguientes funciones.
41. f(x) = 3 log, x 42. g(x) = 2 logs x 43. f(x) = -logs x 44, g(x) =8 - log, x
45. h(x) = log (x - 7) 46. r(s) = -logs (x + 4) - 2 47. () =12 - log, (t - 1) 48. g(w) = logs (x + 4) - 5

Resuelve las siguientes ecuaciones.

49. logs x = 13 50. logys x = JZ

51. Si una sustancia radiactiva se desintegra segun la formula s() = e, jen cuanto tiempo habra la tercera

parte de la cantidad inicial?




Leyes de los logaritmos

Calcular el logaritmo de un nimero utilizando la definicién de logaritmo. g b

® Leyes de los logaritmos
Como los logaritmos son exponentes, las leyes de los exponentes son la base para las
leyes de los logaritmos.

Sea a un numero positivo con a = 1. Sean x> 0, y > 0y ¢ nUmeros reales cuales-

quiera, entonces

1. log, (xy) = log, x + log, y

2. log, (%) =log.x - log. y

3. log, x = c(log, x)

Para justificar la primera ley, supongamos que log, x = uy log, y = v. Escribimos ambas
ecuaciones en forma exponencial x = a¥; y = &, por tanto:

log. (xy) = log, (aa")

loga (au+v)

u+v

log, x + log, vy

Las otras leyes se demuestran de manera similar. Veamos como usarlas.

Ejemplo 1
Silog, 5 = 2,32, aproxima el valor de las siguientes expresiones.
a) logy, 10 b) log, /5
log, 10 = log, (2 - 5) log, V5 = log, 5%
log, (2 - 5) =logy; 2 + log, 5 log, 5%= (%) log, 5
log, 2 + log, 5= 1 + 2,32 = 3.32 (% log, 5= 1,16
Ejemplo 2

Usa las leyes de los logaritmos para evaluar las siguientes expresiones.

l 4.8 d) L 9

c) log;(4-8) ) logs 243
log, (4 - 8) = log 4 + log, 8 logs %: logs 9 - logs 243
logy 4 +log, 8=2+3=5 logs 9 - log; 243=2-5=-3

r

Utiliza las TIC @

Las calculadoras cienti-
ficas tienen la tecla log
para calcular el logarit-
mo en base diez de un
numero real positivo.




Sabias que...

2,

Uso de los logaritmos en h

la tasa de crecimiento.

Un caso de uso de los lo-
garitmos es por ejemplo,
si conoces la tasa de cre-
cimiento promedio de una
poblacién, y quieres saber
cuantos anos tardara en
llegar a cierta cantidad
(por ejemplo duplicarse)
necesitas el logaritmo.
Para que entiendas este
ejemplo, dada una pobla-
cién [base) y otra cantidad
a la que hay que llegar
(potencial, cuantas veces
hay que aplicar la tasa de
crecimiento (exponente)
para llegar a esa canti-
dad; lo que necesitas ob-
tener es el exponente, por
lo que usas logaritmos.

—

e) logs 1252 f)
logs 12572 = 2logs 125

2logs 125=2-3=56

g) l0g; 27 +log,b h)
logs 21 + log, 5 = log, (21 - 5)
logs (21 - 5) = log, 105

i) 3logs %) j)
3logs % = logs %)3
log5<17)3 = logs 3173)

k) logy (x* y*) )
log7(x* y#) = logy x* + logy y*
logy x* + logy y* = 4logy x + 6logy y
m) In |2
x4 2 _n3
n - n xy In iz

Lnxyz—tni/;=mx+lny2—%tnz

0) 5Lnx+%ln(x+3)
5[nx+%[n(x+3)=[nx5+Ln«/X+3

Inx®+nVx+3=1In(xVx+3)

logs 36 - log, 216 = log, (3¢ )

lnx+lny2—%lnz=[nx+2lny—%lnz

log 121
1
log ¥127 = log 1213

1
log 1213= 1 log 121 = 0,6943

Reescribe como un Unico logaritmo y evalla las siguientes expresiones.
log, 36 - log, 216

6
216

l09s 5] = logs [ ) = -1

%logg 16

1
%logg 16 = logs (16)

logs (1 6)7 = logs V16

logs Y16 = logs 2

Expresa, en términos de logaritmos de x, y, z, las siguientes expresiones.

logs A/X3yz
logs Z‘w/x3y = ‘15 logs X® y?
loge X° 2 = 12 (logs x* + logs y?)

3
% (logs x® + logs y?) = % logs x + lz logs y

s[xy

Ve

n) log,

S

log, = —15 log, ny5

i
= —15 (log, xy - log, 2°)

= % (log, x + log, y - 5 log, 2)

Escribe como un solo logaritmo las siguientes expresiones.



p) 1 log, x - 4 log, y- log, z

3

% log, x — 4 log. y - log, z = log, ¥x - (log, y* + log, 2)

log, ¥x - (log, y* + log, 2) = log, ¥x - log, y*z

Ix
log. ¥x - log, y*z = log, (yAZ )

q) 3[nx+§lny—5[n(y2+1)
3 x+2iny -5+ N=tnx s in ¥y -7+ 1

lnx3+an—ln(y2+1)5=ln(x3%7)—ln(y2+1)5

x*3y?
In (@ W )= ln (2 + 10 =1In 2+ 1)5)

® Cambios de base
En ocasiones es Util cambiar logaritmos en una base, a logaritmos en otra base distinta.
Supongamos que conocemos log, x, pero queremos calcular log, x. Llamemos u a este
Ultimo logaritmo, es decir,

u= logy x

bv = x Reescribimos la ecuacion en forma exponencial.
Formamos una nueva ecuacion con los logaritmos en

log, b¥= log, x
base a de ambos miembros.

ulog, b= log, x Simplificamos con la ley para el logaritmo de potencias.

logs x Despejamos u.

loga b

Formula de cambio de base
Para cualesquiera bases ay b, y cualquier nimero positivo x,

log, x =

ACTIVIDAD RESUELTA

Calcula los siguientes logaritmos.

1. logy 21
_log21
logy 21 = g7 ~ 1,5646
2. logs8

_n8 _
logs 8 = g~ 1,292

Ten en cuenta

El logaritmo de una suma
no es la suma de los
logaritmos

log, [x + y) = logax + log, y.
Por ejemplo,

log; 8 + log, 8

=3+3=6,

pero log; (8 + 8)

=logy 16 = 4.

Simplificacién incorrecta
de un cociente

log, x X
g,y = log, ( v )

Por ejemplo,

logs 27
logs 9

[Ogalgg—l=l0933=1

= % pero




Un caso particular de la formula de cambio de base se presenta entre los logaritmos
naturales y comunes, asi tenemos

_loga
~ loge’

(n A
In 10

lna log A =

0 Ten en cuenta

Las calculadoras )

cientificas sélo calculan )
logaritmos comunes y 3. Silog 270 = 2,4314, calcula n 270.

ACTIVIDAD RESUELTA

naturales; por ello, para Como log e = 0,4343, usamos la formula de cambio de base para lny log, y
calcular logaritmos obtenemos:

con distinta base,
cambiamos la base a 10

0 e, y usamos log o ln. _ 270 _ 24314 _
n 270 = log bge ~ 04343 5,5984

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Considerando que logy 4 = 0,71, aproxima el valor de las siguientes expresiones.
4.logy 28
5. logy 16

Usa las propiedades de los logaritmos para evaluar las siguientes expresiones.
6.log; (9 - 81)

7.1 logs (37)

8.(3log 5) -4 log 3

Expresa, en términos de logaritmos de x, y, z, las siguientes expresiones.
9. log, X’ ti’/?‘r

\/Tr’?)
10. log ( —

11.1n (V3™

Expresa como un solo logaritmo y simplifica las siguientes expresiones.
12.8 log, x + % log, (x - 5)
13.2 logx - 4 log y + % log (x - 1)

Encuentra los siguientes logaritmos.
14. logy, 1000

15. Loglz18

16. Considera que ln 902 = 6,8 y aproxima el valor de log 902




Ecuaciones exponenciales y logaritmicas [ g,

Resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas utilizando las propiedades de los exponentes y los logaritmos. R \ .

| N

® Ecuaciones exponenciales

Estas ecuaciones se resuelven usando leyes de exponentes o de logaritmos. Una ecua-
cién exponencial es aquella en la cual la incognita aparece en el exponente, es decir,
contiene términos como a*.

Ejemplo 1

Resuelve las ecuaciones para x.

a) 4L '=064 b) 84 =322
Lol=bb < 8 ¢=32""<
K=k e x-1=3 (234 = (22 =
< Xx=4 3x+12=5x-10 <
22=2x< x=11
Ten en cuenta 4
Un método para resolver ecuaciones exponenciales Sia=0,

S -, o o o 2 a'=a's u=v
1. Reescribir la ecuacion para que uno de sus lados tenga una Unica expresion ex-

ponencial con la variable como parte del exponente.

2. Formar una nueva ecuacién cuyos miembros izquierdo y derecho sean los loga-
ritmos de los respectivos miembros de la ecuacion anterior.

3. Usar las leyes de los logaritmos para bajar el exponente.

4. Despejar la incdgnita.

Ejemplo 2

o ' Ten en cuenta
Resuelve las siguientes ecuaciones para x.
Para reescribir la

) 5= d) 4e¥ =30 ecuacién en la forma
log (5%+%) = log 11 e¥=75 av = a', usamos las leyes
de los logaritmos.
(x+3)loghb=log 11 3x=Iln75
_logM _In75
X+3= S5 X= "3
x= 14899 -3 x=0,6716
x=-15101
e) e»+3e-10=0 f) 4 = 52+
(€97 +3ex-10=0 log (4%) = log (5%+7)
<i7 2)(e* +{)‘= 0 xlog 4 =(2x+ 1)log 5
9.0 es5-0 0,602x = (2x + 1)(0,699)
=72 e = -5 0,602x=1,398x + 0,699
¢ ) » -0,796x=10,699
x=In2 sinsolucién
x=0,878

Solucidon Unica: x=1n 2 = 0,6931.




Ten en cuenta

Un principio fundamental
para resolver ecuaciones
logaritmicas

es g%t =y

Ten en cuenta

No existen logaritmos de
numeros negativos.

® Ecuaciones logaritmicas

En las ecuaciones logaritmicas la variable aparece dentro del argumento de un logaritmo.
Para resolverlas, las convertimos en ecuaciones exponenciales equivalentes.

Ejemplo 3
g) Resuelve, para x, la ecuacion logs (2x - b) = 2.
Formamos una ecuacion exponencial con la base del logaritmo
logs (2x - 5) = 2; 3929 = 32 (forma exponencial) 2x-5=9 x=7

Para comprobar la solucidn, sustituimos el valor de x en el lado izquierdo de la ecuacion
original.

logs (2x - 5) = log; (2(7) - 5) = logs (14 - 5) = log; 9 = 2

Como resolver ecuaciones logaritmicas
1. Obtener una Unica expresion logaritmica de un lado de la igualdad.
2. Escribir la ecuacién como su equivalente en forma exponencial.

3. Despejar la variable.

Ejemplo 4

Resuelve las ecuaciones para x.
h) logs(x+4)+logs (x-3)="1
logs (x + 4) + logs (x - 3) = 1
logs (x + 4)(x - 3) =1
(x+4)(x-3)=8"
X +x-12=8
X +x-20=0
(x-4)x+5)=0

Aunque la Ultima ecuacion tiene dos soluciones, x; =4y x, = -5, la Unica solucidn
para la ecuacién original es x = 4, pues logg (-5 -3) no esta definido.

i) log (X - 8x2 +25) - log x=1
log (x® - 8x2 + 25) - log x =1

log X -8x+25 |4

X
log (x* - 8x+25) =1
X2 - 8x+25=10
x2-8x+15=0
(x-3)x-5=0

Hay dos soluciones: x;=3; x, =5



) logsx-loggx=56 Ten en cuenta

_ B Enelejemploj) es

log, x - logs x = 6 necesario cambiar de
l B log; x B log; x base para obtener un

pero como t0gs X = Tog, 8 ~ 3 Gnico logaritmo.

entonces, logy x - % logy x=6

% log, x=06

log, x=9

x=27=512

k) log;(logs x) =1

logs (logs x2) =1

logs x? = 3
x2=53=125
x=+ V125

xi =125 ; x, = 125

x1=11,18; x,=-11,18

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Resuelve la ecuacion para x

logy 216
log, X + 49[‘(’)96)( =_72

log, 216 7 ), 7 B
logéx+m—§(logbx) §L096x+l096216—0

2 (logs x)? -7 logs x+ 6 =0

Hacemos un cambio de variable, sea u = log, x
entonces 2u2 - 7u+ 6 =20
Al resolver la ecuacion de segundo grado obtenemos

U1=2;U2= 3

2

Al sustituir u tenemos que logs x = 2 x; = 36 y loge x = gXQ = 6% = 14,7




ACTIVIDADES PROPUESTAS

Consolida

Considera que log, 3 = 0,61, para calcular lo siguiente.

1. log, 18 2. log; 2 3. log, 27 4.log, V3
Evalla las siguientes expresiones.
5. logs 8 + logs ? 6. l0g;30-1logy b 7.log, V7 +logs VI 8. l0g749-logy 16
9.log; Y2 10. logs /729
Expresa en términos de logaritmos de x, y, z.
X-2
11.[09% %537 12. log, Z3A/X3y 13. logs (x° y)° 14. 5 T
z X’ +3
15. log, W) 16. log X2+ 1) (X’ - 5)
Usa la formula de cambio de base para evaluar los logaritmos.
17. logs 120 18. logy, 690 19. 109%34 20. logy 60
Expresa como un solo logaritmo y simplifica.
21. log, 6 + 3 l0g,3 22.3Inx-2lny 23.log (x+y) +log(x-y) -3 log z
26. % 10gs 49 - % l0gs 8 + 13 logs | 25. ln(iy)un 17—2 In %
26.1QT ln (2x+ 1)+ 17 [In (x-4)-log (x* - x2=1)]
Resuelve las siguientes ecuaciones.
27.e%+1 =260 28. 4>+3 =64 29. b2 =16x+7 30. 90 =271
31.2xz+zxz15 32, 204+ 2% = 144 R N 34, 3 - 4(3+) = -27
35. 3r=57 36. 7%= 9% 37. 4+ =5 38. 2%+ 1 =32
39. ex-3ex+2=0 40, e+ 4bex-21=0 41. logs 4x =2 42, log; Sx =4
43. logx+log(x-3)=1 44. logx+log(x+9)=1 45. logs (x + 1) = logs (x + 1) = 2
46.log; (4x-5)-logs (2x+ 1) =0 47.In (10 + x)=n (3 + 4x)
48. logx=1+logvx 49. log; (9x - 5) = log; (bx - 7)
50. log, (log; x) = 2 51. logs (logs x) = 1 52. log x* + log x° + log x* - log x* = log 16
53. logy (x-3)-log, (2x+ 1) =-log, 4 54. 3 log, x - 2 log, x =2
2x+1 _ 2x-1) — 2+ 2% _ 5
55. 521 -3(25%-1) =550 56. —— =7
50 log. 8 1 2 _ _
57. W—A 58. logz%_7 59. 2 (log, x)2 - 10 logy x + 8 =0

60. Lavelocidad de un paracaidista t seqgundos después de saltar, esta dada por \t) =80(e%%-") ; Después de cuantos
segundos la velocidad es 90 m/s?




Inecuaciones exponenciales y logaritmicas

Resolver inecuaciones exponenciales y logaritmicas.. R

® Inecuaciones exponenciales y logaritmicas

Se llaman inecuaciones exponenciales a aquellas que contienen la incognita en el expo-
nente y se denominan inecuaciones logaritmicas a aquellas que contienen la incognita
bajo el signo del logaritmo.

En la mayoria de los casos estas desigualdades se reducen a inecuaciones algebraicas.
Ejemplo 1

a) Resuelve la desigualdad:
33)(—2 S 3)(—5
3x -2>x-5

3X-x>-5+2
Ten en cuenta

2x > -3 4

-3 Para una base mayor
X> = que 1 se mantiene
el sentido de las
desigualdades en los
exponentes.
Para una base menor
que 1 seinvierte
el sentido de las
desigualdades en los
exponentes.

La solucién de la inecuacién es:

N 10D
3

Ejemplo 2

b) Resuelve la desigualdad:
(i)éx—5> 1
3 27
)
3
e
3 3

Invertimos el sentido de la desigualdad: 4x-5<3  4x<8  x<?2

l\)l;
~

La solucién de la desigualdad es: ]-o, 2]

Ejemplo 3
¢) Resuelve la desigualdad:
(2) -3-2+250
(2 -3(2)+2>0
Si u =2 entonces
v -3u+2>0 /\/\ ’

u-2)w-"N">0 ! 2

Resolvemos la desigualdad por regiones

u<lou>?2

2°<16 2°>2

log,2" <log,1 & 2">2
log,2* <0 &6 x>1

x<0 0 x>1

La solucién de la desigualdad es: ]-e, 0[U] 1, + o]




ACTIVIDAD RESUELTA

1.

2,

ACTIVIDADES PROPUESTAS

4. ln(

Resuelve la inecuacién: log.(2x + 1) < log,(8)

Como el logaritmo esta dado para nimeros positivos se tiene:

2x+1>0

Para cualquier base mayor que 1, se conserva el sentido de la desigualdad, entonces:
2x+1<8

El sistema que debemos resolver es:
2x+1>0 y 2x+1<8

e 2x+1>0; x>-1/2
o 2x+1<8; X < 7/2

La solucién de la inecuacion logaritmica es la interseccién de las dos soluciones:

NI~

N I—

Resuelve la siguiente inecuacion logaritmica:

(n(2x-1)+ In(x+1) < 0

Para resolver este ejercicio primero determinemos el dominio de y = n(2x-1),
Entonces x > 1/2, por lo tanto el dominio es (1/2,+0),

Y paray = [n(x+1), tenemos x > -1, por lo tanto su dominio es (-1, +oo)
Hacemos una interseccidn y obtenemos el intervalo de la solucién (1/2,+c0).
Ahora procedemos a resolver la inecuacion

(n(2x-1) + In(x+1) > 0

Aplicando propiedades de logaritmos lna + Inb = [n(a-b)

(n(2x-1)(x+1) > 0

Ahora transformamos a notacion exponencial, el sentido de la inecuacion no cambia ya que la funcidén expo-
nencial es creciente. e®-Mx+1 > g0

2x - NHx+1)>1 2%+ x - 1> 1 2X2+ X > 2 2x2+x-2>0
Entonces tenemos que (x - 0,78)(x + 1,28) > 0
Haciendo la interseccion nos queda (x>2)v (x < 1/2)

Resolviendo la inecuacién queda: (- infinito, -1,28] U [0,78, + infinito)

Resolver las siguientes inecuaciones. 6. 3x+5 o 20k
e(éx-1)>’|
7_ X _ X
%x— H)<0 9% -23"<3
X + S
)¢ » 353 8. log,(2x+5) <2

A

log,(5x +4) < log,27




Sistemas de ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Resolver sistemas de ecuaciones exponenciales y logaritmicas Rg

27+ 3=5

1y €S UN sistema de ecuaciones exponenciales.

El sistema de la forma: {

Ten en cuenta

Los sistemas de ecuaciones exponenciales estan formados por un conjunto de ecua-

: . Los niimeros negativos no
ciones, alguna de las cuales es exponencial. g

tienen logaritmos reales

. . . . o, sino complejos.
Para resolver este tipo de sistemas resulta Util cambiar las incoégnitas para transfor-

mar el sistema en uno mas sencillo que pueda resolverse por sustitucién o reduccion.

En este caso, si u=2"y v=13’, entonces:
{u+ v="5
u—v="7
La solucidn del sistema es: u=4, v=1

Deshaciendo el cambio:
{u ==h=x=2

v=3=15y=0

m Sistemas de ecuaciones logaritmicas

Los sistemas de ecuaciones logaritmicas estan formados por un conjunto de ecua-
ciones, alguna de las cuales es logaritmica.

Los numeros que intervienen en logaritmos deben ser positivos.

Para resolver estos sistemas se utilizan los mismos métodos que se aplican a los
sistemas de ecuaciones lineales y las propiedades de los logaritmos.

ACTIVIDADES RESUELTAS

3-5+ 26" 1=807

1. Resuelve el sistema: ‘{15. - 1_ 4y =339

Solucion:

1 Se factori l tenci {3-5X+12-6y=807 5. Se divide entre 13. v=36=46"

. Se factorizan las potencias. ., _
3-5"=6"=339 6. Resolviendo. y=2

2. Se hace el cambio de variable. u=5", v=¢ 7. Se sustituye en la segunda. 3u— 36 =339
3u+ 12v=2807 _ _Ex

3. El sistema resultante es { 8. Se opera. u=125=5
3u—v=2339

9. Se resuelve. x=3
4. Se restan las ecuaciones. 13v =468

_ , o 2logx — 3logy =7
2. Resuelve el sistema de ecuaciones logaritmicas:
logx + logy =1
Solucion:
Se aplica el método de reduccion.
2logx — 3logy =7
2logx + 2logy =2

—Slogy=5=logy=—1=y=0.1

Si logy=—1, entonces se sustituye en la segunda ecuacidn:

logx— 1=1=logx=2=x=100




ACTIVIDAD RESUELTA

3. Resuelve el sistema de ecuaciones: {
., bx=y—29
Solucion:

log(2x — 4)+ logy =2

Solucion:

Se escribe la primera ecuacion en forma algebraica. log(2x — 4)+ logy = 2 = log[(2x — 4)y]|=2 = (2x — 4)y = 100
Ahora se resuelve por sustitucion el sistema obtenido.
{(ZX— 4)y =100

Sy=b4x+ 9=2x— 4)hx+ 9)=100= 4x’+ x— 68 =0
bx=y—9

Xx=b=y=25
De esta ecuacidon se obtienen estas dos soluciones: . 17 _
X——T=>y——8

La segunda debemos desecharla, porque no satisface la ecuaciéon logaritmica inicial; de hecho, no se
puede calcular el logaritmo real de un ndmero negativo.

x—y=21
4. Resuelve el sistema de ecuaciones: v
logx + logy =2

Se aplican las propiedades de los logaritmos para que las dos ecuaciones del sistema sean algebraicas.
x—y=21 x—y=21 x—y=21
= =
logx + logy=2 " [log(x- y)=10og100 " |x-y=100
Se resuelve el sistema de segundo grado obtenido.

Xx=25
x=—A4
La solucién x=—4 no es valida ya que no existen los logaritmos reales de nimeros negativos.

y=x—21=x(x—21)=100=x*— 21x— 1OU=O=>‘{

Si x=25, entonces: y=4

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones
exponenciales.

24 5 =9 3+ 7 =16
2x+2+ 5y+1=4 3X*1_7y+2=_340

Resuelve las siguientes ecuaciones.
7. 3FE4+2-37"=2205
8. 7HI—7H 47— 43=0
9. 5+ 5+ 5 7=15]
Resuelve estas ecuaciones:
M. 527"+ 9.5-2=0
12 9= 2372+ 81=0
13 777°=8- 74+ 1=0
14, 4°—3- 271+ 8=0

_ 24+ 5=9
15. Resuelve el sistema: {2X+2+ S+ = 41
Resuelve los siguientes sistemas.
16, {Logx+ 3logy =5 17.{3x+ 2y = 64

logx — logy =3 logx — logy =1

siguiente sistema de ecua-

18. Encuentra la solucién del {x+y=70
ciones logaritmicas.

logx + logy =3

Resuelve los siguientes sistemas.

19 logx + logy =3 20 2logx — 3logy =7
" logx — logy =1 " {logx + logy =1
Resuelve los siguientes sistemas.
logx + Slogy =7 {2[ogx+ logy =5
21. X 22
l097= 1 logxy =4

23. Se sabe que la suma de dos nUmeros es 502 y que
la suma de sus logaritmos decimales es 3. Halla
dichos nimeros.

Encuentra las soluciones de estos sistemas:

{2*— 5'=3 leX“— 3+ =—1
2. L-2"=5-5=7 274+8-3=32
logi® + logy = 6 logx? = 2 — 2logy
. 27. X
log(xy)=4 log<y> =—1




Modelos de crecimiento poblacional

e e
Resolver problemas mediante modelos que utilizan funciones exponenciales y logaritmicas. R h P g

Un automoévil que costd $12 500, pierde 13,5% de su valor cada afio. Calcula su valor
dentro de 1, 2, 3, 4y 5 anos. jPuedes establecer una expresién para el valor del carro
enelano n?

Las funciones exponenciales resultan muy efectivas para la representacion de feno-
menos bioldgicos, financieros o quimicos, de crecimiento o decrecimiento a través
del tiempo.

® Biologia: crecimiento de poblaciones

Mediante la experimentacidn, los bidlogos y otros cientificos han comprobado que la
poblacion de algunas especies tiene crecimiento exponencial.

Ejemplo 1

a) En condiciones ideales una poblacidn de cierta bacteria duplica su tamano cada
hora. Si el cultivo inicia con 500 bacterias, determina una expresion para el niUmero
de bacterias n(t) después de t horas.

Siel cultivo inicia con 500 bacterias, entonces n(0) = 500; después de una hora tendremos
1000 bacterias, luego de dos horas, 2000, y asi sucesivamente.

n(0) = 500
n(1) =500 -2
n(2) = (500 - 2) - 2 = 500(2?)

n(3) = (500 - 29) - 2 = 500(2°)

n(4) = (500 - 29 - 2 = 500(29) 33 %

Concluimos que el nimero de bacterias después de t horas es n(t) = 500(29).

Ejemplo 2

b) ;Cuantas bacterias habra después de cuatro horas y media?
Evaluamos la funcidn anterior en 4,5: n(4,5) = 500(24°) = 11 314.

En general, para medir el crecimiento poblacional se usa como base el nimero ey el
modelo es la expresion n(t) = Ce¥, donde k es la tasa relativa de crecimiento de la pobla-
cién para el tiempo t. Por ejemplo, si k= 0,03 y el tiempo t se mide en afnos, la tasa de
crecimiento de la poblacion es de 3% anual; es decir, la poblacién aumenta 3% cada ano.

El modelo exponencial es un modelo demogréfico y ecoldgico para representar el
crecimiento de las poblaciones y la difusion epidémica de un rasgo entre una pobla-
cién, basado en el crecimiento exponencial.




Sabias que...

(2

Vida media de algunas
sustancias radiactivas

Uranio U?®4510000000 anos
Plutonio Pu®’ 24360 afios

Carbono C™ 5730 a

Radio Ra?* 1620 anos

Einstenio Es?® 270 dias

Nobelio No®” 23 s

N\

nos

—

Ejemplo 3

Supdn que una poblacion experimental de moscas crece de manera exponencial. Si dos
dias después de iniciar el experimento hay 100 moscas y después de cuatro dias, 300
moscas, jcuantas habia originalmente?

Sea n(t) = Ce* la cantidad de moscas en el tiempo t, donde t se mide en dias. Como
n(2) = 100 y n(4) = 300, entonces 100 = Ce? y 300 = Ce*. Despejamos C en la primera
ecuacion: C = 100e-?. Sustituimos esta expresién de C en la sequnda ecuacién para
obtener 300 = 100e-%*e**, resolvemos para k y obtenemos

k=1ns =0,5493.

Asi, el modelo de crecimiento exponencial es y = Ce'™' = Ce®5%_Calculamos C a partir
de la condicion inicial n(2) = 100; 100 = Ce*" = Ce =3¢ — €= 190 = 33,333333...

Por consiguiente, la poblacidn original (cuando t = 0) consté de 33 moscas. Y por tanto,
el modelo matematico para la poblacién de moscas en el tiempo tes

n(t) = 3305991

B Decaimiento radiactivo

Los elementos radiactivos tienen dtomos inestables que, al perder energia, se transforman
en atomos con caracteristicas distintas a las de los originales (pueden ser estables o
inestables); asi, la cantidad de cualquier substancia radiactiva (numero de atomos ines-
tables) decrece con el tiempo. Este fendmeno se conoce como decaimiento radiactivo.

El modelo matematico del decaimiento radiactivo es semejante al del crecimiento
poblacional, aunque en este caso la cantidad de materia radiactiva disminuye con el
tiempo, mientras que en el caso del crecimiento poblacional la cantidad de individuos
en la poblacién aumenta con el tiempo. La funcién exponencial que asocia al tiempo (%)
la cantidad restante de sustancia radiactiva (m) es

m(t) = moe k.

donde k es la tasa de decaimiento (k > 0) y mp es la masa inicial.

La constante k de decaimiento de un elemento se calcula a partir de su vida media, es
decir, el tiempo que se requiere para que se desintegre la mitad de los &tomos radiactivos.

Ejemplo 4

Durante un accidente en una planta nuclear, se liberaron 10 g del isotopo de plutonio-239.
.En cuanto tiempo quedara Unicamente 1 g de material radiactivo?

Sea mla masa, en gramos, de plutonio-239 en el tiempo t; en este caso la masa inicial
(mo) es 10 g, trabajaremos con la funcidon m = mee ™, donde t se mide en afos, con el fin
de determinar el tiempo necesario para que quede 1 g de sustancia radiactiva.



A partir de la vida media del plutonio, sabemos que m =5 cuando t= 24360, entonces:

y (Gramos)
A

5 = ] 0ek24360)

1 _ A24360k
_2' - e

1 1
e (N 7 = K

k=-2,8454 x 1075,

0 50000 100000 150000  t(Afos)
Asi, el modelo matematico particular de este ejemplo es m(t) = 10000002845t

Eltiempo para que de los 10 g originales s6lo quede 1 g de sustancia radiactiva se calcula
al despejar ten la ecuacion 1 = 10e0000028454¢ | 3 solucidn es aproximadamente 80922 anos.

® Actividad de aplicacion. Escala de Richter

La escala de Richter mide la energfa liberada en un terremoto. La magnitud R de un
terremoto de intensidad I se define como:

donde Ij es la intensidad minima de la escala y se usa como punto de referencia.

El sismo ocurrido en México en 1957, que provoco la caida de varios edificios, tuvo
magnitud R =7,7 en la escala de Richter; sin embargo, el terremoto que sacudit a la
Ciudad de México el 19 de septiembre de 1985, con magnitud R =8,1, superé al de 1957
en intensidad y danos.

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Los terremotos de 1957 y 1985 tuvieron magnitudes de 7,7 y 8,1 en la escala de Richter, respectivamente.
i Cuantas veces fue mas intenso el sismo de 1985 que el de 19577

Sean Isy e Igs las intensidades de ambos terremotos, para determinar la razdén -=consideremos la diferencia de

Is7
las magnitudes en escala de Richter. De acuerdo con la definicién, R = log Iiu entonces Rgs — Rs7 = log Ili; - log Ili; =

log 2= /% =log 1= —8.1-7.7 = log £

Por tanto Ili;= 10°¢ =5, lo cual significa que fue 250% mas intenso.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Resuelve los siguientes problemas.

1. Elnumero de bacterias en t horas en un cultivo esta dado por n(f) = (3000)2".
a) ; Cuantas bacterias habra en seis horas?
b) ; En cuantas horas el nimero de bacterias sera 30720007

2. Cierta sustancia radiactiva decae conforme la ecuacion A = Ce %%t donde t se mide en afios. Determina la vida
media de dicho isotopo.




Aplicamos

Funcion exponencial
y logaritmica

»Usa la tecnologia

GRAFICA

o 1. Halla el dominio de las siguientes funciones, utiliza
un dispositivo o programa para graficar.
a) f(x) = In(x?+ 2) b) f(x) = In(x? — 1)

0 fX) =2x+ 1 d) fx) = 5¢* — Jx

2. Dadas las funciones logaritmicas:
fix) = log(x — 1), glx) = log(x? + 1)

hx) = log(x? — 1)
a) Calcula sus dominios.

b) Utilizando el resultado del literal anterior, cal-
cula el dominio de las siguientes funciones:

Fx) = (f + g0, 6(x) = (f = h)x),
HO) = (f+ g — h)(x)

c) Utiliza las propiedades de los logaritmos para
dar una expresién reducida de las funciones
anteriores.

P Calcula

MOoDELACION

3. Con ayuda de la calculadora, completa las tablas
de valores y representa los puntos en unos ejes
de coordenadas. Traza una curva suave que una
los puntos para obtener una gréafica aproximada
de las funciones.

Estudia el dominio y el recorrido, los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, y la tendencia de las
funciones obtenidas.

a)
x 1 0.001]0.1 110100 1,000 10,000
log x

b)
X —10 —3|—2/—1/ 01,2 10/100
lX
2

» Comunica tus ideas

RazoNAMIENTO

o 4. Escribe verdadero o falso y justifica tu respuesta:
a) log2 + log3 = logb b) log2 + log3 = logé

c) log15—logb=1log3 d) log15— logb=1log10

5. Completa los huecos utilizando la definicién de
logaritmo mentalmente:

a) log,8=[] b) log, [J=4 ¢ log™ 125=3
EJERCITACION
e 6. Aplicando la definicidn, calcula el valor de los lo-
garitmos siguientes:

a) log, % 1

b) logJ;g

e) logv@ (Zﬁ)

1
1,000

0 o1

c) log
d) log%x/ﬁ

RAzONAMIENTO

»7. Calcula, si es posible, el valor de x en cada una
de las expresiones siguientes:
a) log, 8=-3 b) log ,x=9

¢) log,81 d) log, x=-2
V2

»8. Sabiendo que log2 = 0,301 y que log3 = 0,477,
calcula los logaritmos decimales de los nUmeros

siguientes:

a) 250 b) 0,72 c) 54

d) /18 e) /6 f) 2,4
MoDELACION

9. Toma logaritmos decimales en las igualdades si-
guientes y desarrolla las expresiones:

2

a) P=10x°y7’ b) Q= lO_E);
3/2
o x=a‘ b’ c? d)yZQ,/Z(

CoMUNICACION

#10. Expresa el valor de E en cada caso sin que apa-
rezcan logaritmos:
a) logE =2~ 3logx + logy — 5logz
b) logE = 3log2 — 4logx + 3logy — 2logz

EJERCITACION

#11.Con la ayuda de la calculadora, obtén aproxima-

ciones decimales hasta las milésimas de los lo-
garitmos siguientes:

a) log, 20 b) log% % c) log, 60
d) log; 3 e) log; V3 f) Log% V2
MobELacion

12. Utilizando las propiedades de los logaritmos y sien-
do, logx = 0,70 y logy = 1,18calcula:

b) log(;—i) 0 log(yx V")

13. Transforma estas expresiones algebraicas en lo-
garitmicas:

a) log(x’y)

COMPLEJIDAD: @ Bisico Mebio @ AvANZADO




XoyR 20 \/;yzz
A= b) C=
2 th ) 0
100x° Yyl 2t
9 B=—3" d)Dzlzé;L
ts5

14. Emplea la formula del cambio de base y los datos
log2 = 0,301 y log3 = 0,477 para calcular los loga-
ritmos siguientes:

a) log, 2 b) log, ? ¢) log, 32
d) log, 10 e) log, 30 f) log, 2
CoMUNICACION

» 15. Expresa con un solo logaritmo los nimeros siguientes:
a) logb + log8 - log3
b) log9+ log28 - log7 - log?

RAzoNAMIENTO

#16.Siendo a 'y b dos nimeros enteros positivos, calcula
el valor de:

Loga%+ log% b

©17.Si log, N=2 y log,(32- N)=5, jcuanto vale a?
i Qué propiedad utilizas? Razona la respuesta.

»Resuelve problemas

MobELACION

e 18.En un terremoto aparecen dos tipos de ondas
sismicas: las P, longitudinales y de velocidad de

propagacion rapida, y las ondas S, transversales

y de velocidad menor. En la escala de Richter, la
magnitud de un terremoto se calcula como:

M =logA + 3log (8t) - 2,92

Graphmatica es un software de libre acceso con el
que podras graficar distintos tipos de funciones, entre
otras aplicaciones.

Utilizando Graphmatica se graficaron las siguientes
funciones en el plano cartesiano.

Para graficar la funcién f(x) = log_x, con a = 10, sigue
los siguientes pasos:

(1) Presiona Opciones desde el mend.

(2) Selecciona la opcién Papel grafico, y visualizaras
un menu en donde podras elegir la base del logarit-
mo que quieras graficar en Opciones logaritmicas.

Base Logaritmica
OBase 10

O Logaiitmo Nepeiiano
@0vabase: [ |

donde A es la amplitud en milimetros de las on-
das S (medidas en el sismografo), y t, el tiempo
transcurrido, en segundos, entre la aparicién de
las ondas Py las S.

a) Copia y completa la tabla, calculando las ca-
racteristicas para tres sismos diferentes:

t(s) A(mm) M

1 8 15
2 15 4
3 45

e 19. El pH mide el caracter acido o basico de una sus-
tancia, y se encuentra relacionado con la concen-
tracién de iones de hidrégeno de la misma, x,
que se mide en mol por litro, segun la formula
pH = —log x.

a) Representa la funcion del pH.

b) El pH de un gel de ducha es 5,5. ;Qué con-
centracion de iones de hidrégeno tiene?

c) Para valores de pH menores que 7, la sus-
tancia es acida y, en caso contrario, basica.
. Cuantos moles por litro de iones de hidrégeno
puede contener una sustancia en cada caso?

COMUNICACION

20. Explica si puede haber alguna funcion racional
cuyo dominio sean todos los nimeros reales y, en
caso afirmativo, escribe un ejemplo.

EJERCITACION

21. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) 2log x = 3 + log =

b) log x + log (x + 31)U= 2log (x + 1)

c)log 4 + 2log (x - 3) = log x

10

h(x) = log,(x)
EEERS e

— . It
w(x) = Iogs(x)_j

)= logx) |

Colores | Fuentes

| Etiquetas
3 Opciones logariticas Uepeniaa

Tipo de Papel Grdfico
© Diagrama Bode (s6lo eje X)
® Semiogaritnico (s6lo eje Y)
© LogLog (ambos ejes)




Resolvemos problemas

Etapas en la solucidn de problemas

Comprender el enunciado del problema.

Analizar es descomponer una situacion, un texto o un problema dado en
sus partes integrantes y determinar como se relacionan unas con otras
y con una estructura o propdsito general.

a Proponer un plan

Tener un plan para resolver el problema matematico o en tu vida, te
ahorra tiempo y esfuerzo.

Ejecutar el plan

Para resolver .
un problema debes:
Comprender el enunciado
Proponer un plan

Ejecutar un plan

Revisar la soluci¢n

Recuerda aplicar o utilizar el procedimiento necesario en la situacion planteada. Interpretar la informacion
entregada en el problema y emplear el procedimiento de manera cuidadosa.

Revisar la solucion

Es muy importante que determines si la respuesta encontrada es solucidén del problema y se ajusta al

contexto de la situacidon modelada.

— ACTIVIDAD RESUELTA |

Problema

Cierta poblacion de bacterias, que inicialmente tenia 1 800 microorganismos, aumenta a 3 000 bacte-
rias en tres horas. Suponiendo que el crecimiento de esta poblacion es exponencial, ;cuantos de estos

microorganismos habra al cabo de 15 horas?

Comprender el enunciado del problema.
e ;Qué datos son necesarios para responder la pregunta?

Conocer la férmula que permitird calcular la cantidad de bacterias después de 15 horas.

e ;Qué informacion entrega el enunciado del problema?

La cantidad inicial de bacterias y el tipo de crecimiento que experimenta la poblacidn de microorganismos

al transcurrir el tiempo.

Proponer un plan
e Interpreta los datos del problema.

Como la poblacidn de bacterias crece exponencialmente es posible utilizar la siguiente férmula para mo-

delar la situacion:
N(t) = N,e* (N,: poblacidn inicial)

Por otro lado, se sabe que el nimero de bacterias aumenta de 1 800 a 3 000 en tres horas. De lo cual es

posible deducir que: ~ N(0]=1800= N,’=1800= N,= 1800
Luego de las tres horas, se tiene que: :
5
N(3) = 3 000 =1 800e% = 3 000 = e*= (5) (3)

Entonces, de (1], (2] y (3] se tiene que: N(t] = N,=> "' = 1 800 -

3

Ejecutar el plan

e Emplea el procedimiento. .

Como N(t] = 1 800e* = 1 800(e¥)t = 1 800 (%)3 entonces al cabo de 15 horas,

la cantidad de bacterias se calcula de la siguiente manera:

5\3 516
N(15) = 1800 | 2 =1800| 2| =23 148,148 18.

Por lo tanto, la poblacidon sera aproximadamente de 23 148 bacterias después de 15 horas.

(% 3)‘ (3]

Y
A

3x10¢

2x10%

10¢




Revisa la solucion \

Utilizando Graphmatica u otro sotware puedes graficar la funcién N(t] = 1 800 ( E)ay comprobar que el punto (15,
N(15)] = (15, =23 148] pertenece al gréfico de N. 3

2 ~ ACTIVIDAD RESUELTA |

Problema

Una poblacion inicial de 10 000 bacterias que se duplica cada dia, jcuantas bacterias habré al cabo de
2 0 3 dias. En estas condiciones y considerando que hubieran pasado t dias, ;cudl es la expresidn que
relaciona el crecimiento poblacional después de t periodos?

Comprende el enunciado del problema y resuelve

e Al cabo de un dia habrd 10 000 - 2 = 20 000

e Al cabo de 2 dias habrd 20 000 - 2 = 40 000 = 10,000 - 2% .

e Al cabo de 3 dias habra 40 000 - 2 = 80 000 = 10 000 - 23 .

En estas condiciones y considerando que hubieran pasado t dias, el numero de bacterias vendria dado
por la expresion: P =10 000 - 2

Si el crecimiento de una poblacion inicial de Pg individuos verifica que en cada periodo de tiempo la po-
blacién se multiplica por una constante k, entonces, el nimero de individuos en la poblacién después de
t periodos de tiempo es: P = Py - k!

3 — ACTIVIDAD RESUELTA |

Problema

Las sustancias radiactivas se desintegran a mayor o menor velocidad segln sus caracteristicas. Esta
velocidad se puede medir mediante el denominado periodo de semidesintegracion, es decir, mediante
el tiempo que una cierta masa inicial de dicha sustancia tarda en reducirse a la mitad.

De esta forma, si se cuenta con m gramos de una sustancia radiactiva que tiene un periodo de semi-
desintegracion de d afos, al cabo de t afios su masa se habra reducido a - m =0, 5 t/d gramos de
dicha sustancia.

Calcula el tiempo que tardard una muestra radiactiva en reducirse a la centésima parte si su periodo
de semidesintegracion es de 14 anos.

Comprende el enunciado del problema y resuelve

Aplicando la ecuacidn a la unidad de masa, sera: m=0,5" 0,01=05 1"
_ 14-(2) ~ 03 aF
t= log (05) t=93 anos
Aplica la estrategia) ~
Resuelve el siguiente problema. Para ello, guiate por tiempo en minutos y wz(é) , ;cudl es el valor
los pasos estudiados anteriormente. N,

de n si de una poblacion inicial (N,) de 1 000 indi-

1. Resuelve el siguiente problema en tu cuaderno. . .
viduos a los 3 minutos aumenta a 3 3757

Si el crecimiento de una poblacién estd modelado . ) )
) 2. Propdén un problema que implique el plantea-
3

por la funcién N(9 =N, [2] , donde t representa el miento de ecuaciones exponenciales o logarit-
o\ 2 micas y resuélvelo.

N

J




Ponemos a prueba destrezas

PROBLEMAS PARA APLICAR

1. En cierta ciudad, con 20 000 habitantes, 275 perso-
nas estan enfermas el dia domingo y se reportan
57 nuevos casos el lunes.

a) ;Cual es la constante de proporcionalidad para
este caso?

b) ;Cuél serd la cantidad de nuevos casos diarios
hasta el domingo siguiente?

c) Realiza la gréfica de los casos reportados de
domingo a domingo.

d) ;Qué acciones se deben realizar para evitar la
propagacion de una enfermedad?

Mamiferos en cautiverio

Los mamiferos son aquellos animales que alimentan a
sus crias recién nacidas con leche, los cuidan y ense-
fian a vivir. Hoy en dia se encuentran muchas de estas
especies en los zooldgicos.

Estudios empiricos indican que el periodo de vida de un
mamifero en cautiverio esta relacionado con el tamano
de su cuerpo por medio de la funcion L(M) = (11,8)M020
donde L es el periodo de vida en anos y M es la masa
del cuerpo en kilogramos.

2. De acuerdo con la informacion anterior:
a) Realiza la grafica de L(M).
b) ;Qué tipo de funcidn representa la grafica?

c) ;Cudl es el maximo y minimo valor de L(M)?
Explica tu respuesta.

d) ;Cual es el dominio de L(M)?

e) ;Cuél es el codominio?

4. En zooldgico se encuentran diferentes mamiferos
en cautiverio. Por ejemplo, hay elefantes con un
peso aproximado de 4 100 kg, tigres con un peso
promedio de 220 kg y orangutanes con un peso de
200 kg aproximadamente.

a) ;Qué periodo de vida pueden tener los elefan-
tes los orangutanes y los tigres en el Zooldgico,
segun la funcion L(M)?

b) Investiga el peso promedio de otros animales en
cautiverio y calcula el periodo de vida de cada
uno de ellos.

3. Para el ano 2011 se calculaba que la poblacion
de una region era de aproximadamente 250 000
habitantes, con un crecimiento anual del 1,5 %.
Determina la formula de crecimiento poblacional
y la cantidad de habitantes esperados para el ano
2018.

4. En un cultivo de bacterias, el nUmero se duplica cada
dos dias. Un dia se contabilizan 3 000 bacterias.

a) Calcula el nimero de bacterias que habra 15
dias después.

b) ;Cuantos dias han de pasar para que haya el
triple de bacterias?

¢) Si el ndmero inicial fuera de 6 000, jcuantos
dias tendrian que transcurrir para que hubiera
el triple?

d) Se supone que la poblacion se estabiliza al al-
canzar las 20 000 bacterias. ;Cuanto tiempo ha
de pasar?

5. El elemento radiactivo carbono 14 se utiliza para
determinar la antigiiedad de ciertos fésiles. Si el
carbono 14 decae a un velocidad de 0,012% anual,
y un hueso animal tenia originalmente 20 gramos
de carbono 14 hace 2000 anos, ¢cual es la cantidad
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Razonamiento |

Matematica en contexto

Movimiento de fluidos

El principio de Bernoulli describe el comportamiento de
un fluido; este principio afirma que donde la velocidad de
un fluido es alta, la presion es baja, y donde la velocidad
es baja, la presidn es alta, en forma matematica se tiene:

1 m

27 vim+p+ v gy=5k
Donde m es la masa de una
unidad de volumen V, v es
su rapidez, p su presién, g
es la aceleraciéon causada
por la gravedad, y es la ele-
vacion y k es una constante.
Elvuelo de un avidén es expli-
cado por dicho principio, ob-
serva la siguiente ilustracion:

sustentacion

“La inclinaciéon hacia arriba, asi como la superficie su-
perior redondeada del ala, provoca que las lineas de
corriente se fuercen hacia arriba y se apilen sobre el
ala, la rapidez del aire aumenta sobre el ala donde las
lineas de corriente estdn mdés juntas. Puesto que la
rapidez del aire es mayor sobre el ala que debajo de
ella, la presiéon sobre el ala es menor que la presién
debajo de esta. De esta forma, existe una fuerza as-
cendente neta sobre el ala llamada sustentacién dina-
mica” (Tomado de Fisica: principios con aplicaciones,
Volumen 2, de Douglas C. Giancoli y Victor Campos
Olguin, pagina 272).

e Investiga como se presenta el principio de Bernoulli,
en otras situaciones.

Atraccion

Si te has fijado, dos vehiculos que viajan a gran
velocidad en direccion contraria, generan una
"atraccion” entre si, jpor qué sucede esto?

. Por qué resulta peligroso estar en el borde de
la acera mientras pasan los vehiculos, sobre
todo camiones o buses grandes?

1. Si f es una funcidon exponencial, ;jcual(es) de las
siguientes afirmaciones es(son) verdadera(s)?

[. Dom(f)=R
Il. fessiempre creciente.
. Rec(f) = R* U {0}

a) Solo I b) Solo Il.
c) Solo Iy Il d) Solo Iy IIl.
e)l 1yl

2. Seag:R = R cong(x) =a*, ;cudl es el valor de g(4)?

(Ma=0
(2) (5, 243) pertenece al grafico de g.

a) (1) por si sola.

b) (2) por si sola.

¢) Ambas juntas (1) y (2).

d) Cada una por si sola, (1) 6 (2).

e) Se requiere informacion adicional.

3. En la ecuacion 13 - 3*= 117, jcudl es el valor de x?

a)?2 b)3 )9 d)13  e)27
4. ;Cudl es el valor de x si (%)BX = 212x+99

a) -9 -2 ol d2 el7

: ) 17 )17 ) )

5. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
20x+x= 512
logvyx = 1 + log2

Autoevaluacion

- Valoracion
Descripcion

Aveces | Nunca

Siempre

Determinar el dominio, recorrido,
monotonia de funciones
exponenciales. (1 - 2)

Reconocer las funciones
logaritmicas como funciones
inversas de lsa exponenciales.
(3-4)

Evaluar una funcion logaritmica
mediante la funcion exponencial
inversa. (3 - 4)

Resolver ecuaciones
exponenciales y logaritmicas
(3-4-5)
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Sucesiones, teoria de juegos
y teoria de numeros

Bloque: Matematica Discretas

Bloque: Numeros y funciones

En la naturaleza hay muchos de elementos y sistemas como las nubes, nuestro apa-
rato circulatorio, los helechos, los rayos, las cuencas hidrograficas, las costas, los
romanescus y los copos de nieve, que tienen una curiosa propiedad: si se obtiene
una imagen de ellos y se aumenta una parte, se observa que reproduce a una escala
menor la forma del sistema completo, estas reproducciones periodicas se les cono-
cen como fractales.

éQué aprenderas?

Identificar una funcién recursiva a partir de
las férmulas que la definen.

=> Calcular varios pardmetros de una progre-
sién aritmética o geométrica.

| => Reconocer parametros que pueden ser mo-
delados mediante progresiones aritméticas
0 geomeétricas.

¢Qué sabes?

=> Resolver problemas utilizando modelos que
utilicen progresiones aritméticas asi como
geomeétricas.

En anos anteriores aprendiste a trabajar
con series y patrones numéricos y alfanu-
meéricos, sabes identificar la formacién de
una sucesién o serie y puedes identificar
el elemento que continla en una sucesion.
En este modulo vamos a conocer clara-
mente sobre las sucesiones aritméticas y
geomeétricas.

=> Identificar problemas sencillos que se pue-
den resolver mediante teoria de juegos.

| => Comprender el uso de nimeros de identi-
ficacion en el mundo cotidiano.




El Buen Vivir

La naturaleza

El término naturaleza hace referencia al mundo
fisico y también a la vida en general no incluye
los objetos artificiales ni la intervencion huma-
na, en ella encontramos objetos cuya estruc-
tura basica esta fragmentada o es irregular y
se repite a diferentes escalas, tal es el caso
de los fractales . Muchas estructuras naturales
son de tipo fractal cuya propiedad matematica
clave es que su dimension métrica fractal es
un numero entero.

e ;Cudles son los nUmeros enteros?

e ;Qué ejemplos de fractales puedes encontrar en
la naturaleza?

¢ De qué manera ayudas tU a cuidar la naturaleza?

Iniciemos

% Activacion de conocimientos previos

Analiza la siguiente situacion: Juan decide
ahorrar parte de lo que gana durante un ano,

empieza con $ 20. ‘

Si cada mes agrega “ '

$ 30 a su cuenta de ,

ahorro. ;Cuanto habra

ahorrado hasta el Ul- '\ ~ ’
’ .

timo mes?

“

Objetivos educativos del modulo

Reconocer sucesiones definidas en forma recursiva.

Resolver problemas de economia y finanzas, principalmente, mediante las sucesiones aritméticas y
geométricas.

Utilizar la teorfa de juegos y de numeros para resolver problemas en la administracion de recursos, de
decision y de codificacion.




Ten en cuenta

Las sucesiones tienen
primer término pero no Ulti-
mo, es decir, tienen infinitos
términos.

quinto indice
término

Una secuencia es una lista de niUmeros u objetos que estadn en un orden especial,
por ejemplo: 2, 6, 18, b4, ... es una secuencia geométrica, cada nimero es 3 veces
el nimero anterior.

Ejemplo 1 En (5 figura de la izquierda aparece una secuencia de tridngulos cons-
truidos con palillos. Para determinar cudntos palillos se necesitaran para construir
una figura que tenga diez tridngulos y una con n tridngulos, se forma la tabla.

NUmeros de triangulos 1 2 3 4 5 10 n
Numero de palillos 3 5 7 9 11 ?

Se observa que el nimero de palillos sigue una cierta secuencia. Para afadir un nuevo
triangulo se necesitan dos palillos més. Asi, para construir diez triangulos se necesitan
tres palillos para el tridngulo inicial y luego dos palillos por cada uno de los nueve
tridangulos restantes, es decir:

3+2-9=21
Si se colocan n tridngulos, se necesitaradn tres palillos para el tridngulo inicial y luego
dos palillos por cada uno de los n — 1 tridngulos restantes, es decir:

34+2(n—1)=3+2n—-2=2n+1

B Sucesiones de numeros reales

N — R

Una sucesion es una funcion a:
a—aln)=a

n
Las secuencias infinitas de nimeros reales se llaman sucesiones.
Una sucesion de nimeros reales se representa por: (a,, a,, a,, ..., a,, ...) 0 también (a )

Cada numero se llama término y se designa por una letra y un nimero llamado
indice que indica el lugar que ocupa en la sucesion. Asi, a, es el primer término, a,,
el segundo, etc.; a a_ se le llama enésimo término o término general y representa
un término cualquiera de la sucesion.

Ejemplo 2 Observa como se halla el siguiente término en las cadenas de nu-
meros reales dadas a continuacién.
a) {10,7, 4,1, =2 .} b) {64, 32, 16, 8, 4, ..}

en a) Cada término se obtiene sustrayendo 3 al anterior, el siguiente es —5.
en b) Cada término se halla dividiendo el anterior entre 2, el siguiente es 2.

Dependiendo del comportamiento de sus términos, las sucesiones infinitas pueden
ser: crecientes, decrecientes, oscilantes, alternadas o constantes.

Una sucesion es creciente si cada término es mayor o igual que el anterior.

Ejemplo 3 Son sucesiones crecientes:
{4,8,8, 12,12, 12, 16, 16, 16, 16, ..} {1,3,5 7,9, 11,13, ..}

Una sucesion es decreciente si cada término es menor o igual que el anterior.

Ejemplo 4 Los siguientes son ejemplos de sucesiones decrecientes:
115, 14,12, 9, 5,0, =6, =13, ..} Tt 5]



Una sucesidn es oscilante si sus términos alternan de mayor a menor o viceversa.

La sucesion {2, 1, 4, 2, 3, 2, 5, ..} es oscilante, pues al comparar
sus términos se observa que el segundo es menor que el primero pero el tercero
es mayor que el segundo, etc.

Una sucesién es alternada si se alternan los signos de sus términos.

Observa los términos de la sucesion:
{-1, 2, -3, 4, -5, ..}

Esta sucesion es alternada, pues el primer término es negativo, el segundo, positivo,
el tercero negativo, etcétera.

Una sucesion es constante cuando todos sus términos tienen el mismo valor.

La siguiente es una sucesion constante.
{-3,-3,-3 -3 -3 ..}

ACTIVIDADES RESUELTAS

1. Halla los dos términos siguientes de las sucesiones.
7 7 7 7
a) 4—, 8, 16, 32, 64, b) 7, 5, Z, E, W,
Solucion:

a) Son 128y 256, ya que cada término se obtiene multiplicando por 2 el anterior.

b) Son % y 6_74 ya que cada término se halla multiplicando por % el anterior.

2. Clasifica cada sucesion segun sea creciente, decreciente, oscilante, alternada o constante.

_ _ 1 2 3 4 2 1
a){1,2,3 4 .}  b){-5 10, 15,20, ..} c) {7 23 5} d) {5, % o}
Solucidn:
a) Creciente b) Alternada ¢) Constante d) Decreciente

ACTIVIDADES PROPUESTAS

3. Con cerillas se construyeron las figuras. 4. Halla los tres términos siguientes de
cada sucesion.
a) 12,12,12,12,12, ... b) 21,23,25,27,29, ...
117
c) 80,70,60,50,40,... d) A 1,2, ...
a) ;Cuantas cerillas se necesitan para formar una 5. Encuentra el término en cada sucesién.
figura con 15 hexagonos?
2 17,1513, 9.7, b ~ov &
b) ;Cuéntas cerillas se necesitan para formar una T 9'5'5" " h
. . A
figura con n hexagonos? o) 60.56, | 48,44, .. d) 16,8 21




|
~ ! ermino general de una sucesion. Sucesiones recurrentes

Sabias que...

Los numeros triangulares

y los niimeros cuadrados

son algunos ejemplos de
las sucesiones mas co-
nocidas y estudiadas por
los pitagoéricos en el siglo
VI a. C.

—

W Identificar una funcién recursiva a partir de las férmulas que la definen.

El término general de una sucesion es la expresion algebraica que permite calcular
cualquier término en funcién del indice.

Observa el término general de algunas sucesiones.
+ 2 -5
++3) I
n+3 n+5

Para determinar los términos de una sucesion a partir del término general, basta
con reemplazar a n por el nUmero natural que indica la posicion de cada término
en la sucesion.

- Encuentra los cuatro primeros términos de las sucesiones:
n+?2 n—>5
Jbss o153
n+3 n+5

se sustituye n sucesivamente por 1, 2, 3y 4 en cada término general, asi:

{n + (_‘])n+4}

b) {n + (=1 "4}

» n+?2 )
a) Para la sucesion { } se tiene:
n+3

_1+2 3 242 _ 4

a, =——== a,="—"==
1+3 4 2+3 5
+

5 =3¥2-3 s =it2_6
3+3 6 L+3 7

+
Luego, la sucesion estd dada por: {n_2} = {§ é 5 é }
n+3 45 67

b) En la sucesion {n + (=1)"*“}, los cuatro primeros términos son:

a=1+(N*"%=0 a, =2+ (=)=

3+ (—1pH =2 a, =4+ (m1) =

4

4

Por tanto, {n + (=1)"*4} =10, 3, 2,5, ..}

n—>5
c) Dada la sucesion {—} se obtiene que:
+5
_1=5_ 4 _2-5_ 3
a=——="- a,=——=—=
1+5 6 2+5 7
o 8-5__2 o= b=5__1
3+5 8 4L+5 9

Luego, la sucesion es: {n — 5} = {—é _§‘ _2‘ _l, }
- n+3 6 7 8 9



B Sucesiones recurrentes

Una sucesion es recurrente si sus términos, a partir de uno dado, se definen en
funcion de los términos anteriores de acuerdo con una expresion algebraica conocida,
denominada férmula de recurrencia.

Ejemplo 3 Observa como se encuentran los primeros términos de la sucesion

que cumple: a, =5ya =a , + 3.

Con la expresién anterior se deduce que, en esta sucesion, cada término se obtiene
a partir del anterior suméandole 3 unidades. De esta forma:

a,=a +3=50+3=8 a,=a,+3=8+3=11

Por tanto, la sucesién es {5, 8, 11, 14, ..}

® La sucesion de Fibonacci

La sucesiéon de Fibonacci es una secuencia de numeros enteros descubierta por
matematicos hindles hacia el afio 1135 y descrita por primera vez en Europa gracias
a Fibonacci (Leonardo de Pisa).

La sucesién se define mediante la siguiente férmula de recurrencia:

a=%1a=1ya =a ,+a ,

a,=a,+ta=1+1=2

842834-82:24-1:3
Si se continla el proceso, se obtiene la recurrencia:

{1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...}

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Forma la sucesién recurrente dada por:

a1=—2,az=3yan=a

n—1 n—2
Soluciodn:
a,=a,+a =3+(-2=1 a,=a, +a,=1+3=4
a,=a,ta=4+1=5; a=a+ta=5+4=9

Por tanto, la sucesién es: {-2, 3, 1, 4, 5, 9, .1

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Sabias que...

(Las abejas también
tienen relacion con las
series de Fibonacci: si
se observan las celdas
hexagonales de una
colmenay se coloca una
abeja en una cualquiera
de ellas, y se le permite
alimentar a la larva, su-
poniendo que continuara
siempre por la celda
contigua de la derecha,
veremos que hay sélo
una ruta posible para la
siguiente celdilla; dos
hacia la segunda, tres
hasta la tercera, cinco
hasta la cuarta, ocho
rutas posibles hacia la
quinta, etcétera.

1,1,2,3,5,8

i Cuantos habra hacia la
sexta?

En este caso, los ma-
chos o zadnganos de la
colmena tienen arboles
genealdgicos que siguen
estrictamente una distri-
bucion de Fibonacci.

\—

2. Calcula para cada sucesién los términos pedidos.
n—2
n+1

a) Los seis primeros de a, a,=-2 a=a

b) Los diez primeros de b, = 3(n + 1) + 1

= 2 +
c)céycmencn n n+3 a=L
d)dyd,end = ++/n? —13n + 30

e) Los cuatro primeros, € € Y €y EN

a = a

_ ot
en_n—1- a =1

a, =3

3. Construye la sucesion recurrente definida por:
n n—1

4. Forma la sucesion recurrente dada por:
1 16 n n-1

5. Calcula los primeros términos de la sucesion
recurrente definida por:

2




Ten en cuenta

Una progresion aritmética
se puede considerar una
sucesion recurrente, ya
que, dado a,, el resto de
sus términos se pueden
calcular a partir de:

a=a _,td
siendo d la diferencia de
la progresién.

Progresiones aritméticas

N Calcular uno o varios pardmetros de una progresion aritmética conocidos otros parametros.

Una sucesion de nimeros reales es una progresion aritmética si cada término
se obtiene a partir del anterior sumandole un numero fijo o diferencia, que suele
representarse por d.

Ejemplo 1 La sucesidn {3, 8, 13, 18, 23, ...} es una progresion aritmética porque
cada término se obtiene sumando 5 al término anterior.
+5 +5 +5 +5

33— 8 —» 13— 18 ——» ..

La sucesion {10, 7, 4, 1, =2, ..} es una progresion aritmética porque cada término
se obtiene adicionando —3 al término anterior.

-3 -3 -3 -3
07 —> 4 —> 1 —>

En una progresién aritmética: a, 8, 8y, ...a, _,a, .. la diferencia de dos términos
consecutivos es siempre la misma:

a,—a =a,—a=.=a —a_,=d
Ejemplo 2 a =12, 4,6, 8 10, ..} es una progresion aritmética de diferencia 2.

b = {1, 2, 4, 8,16, ..} no es una progresion aritmética, ya que los términos no se
obtienen sumandole al anterior un ndmero fijo.

® Término general de una progresion aritmética

En una progresion aritmética, a partir del primer término a, y de la diferencia d se
puede obtener la expresion del término general a .
a,=a +d

a,=a, td=( +d+d=a +2d

a,=a, +d=(a +2d+d=a + 3d

a,=a,+td=..=a +19d

En general: a =a +(n—-"1d

El término general de una progresion aritmética de primer término a, y diferencia
d, es:

a=a+((n-1-d

Ejemplo 3 Para hallar el término general de las progresiones aritméticas:
a) a =1{38,13,18 23 ..}
b) b =1{10,8 642 ..}

Se procede asi:

a) a,=3d=5 a,=3+(—-1N5=3+5n-5=5n-2
a =5n—72

b) b =10;d=-2 b, =10+ (n = 1)(=2) = =2n + 12
b =-=2n+ 12

n



A partir de la férmula del término general de una progresidn aritmética, se pueden
obtener las siguientes:

a, =a — (n — 1) d, si se conocen el término enésimo vy la diferencia.

a —a
1 . , . . ;.

d=—" ;e si se conocen los terminos primero y enésimo.

n—

a —a +d , _ _ . .
n= T si se conocen los términos primero y enésimo vy la diferencia.

jemplo 4 - i6 itméti =9 =2

Ej Si se sabe que en una progresion aritmética, a, y d = 2, entonces

a, se calcula asf:
a,=9-(-1-2=3
Por tanto, es posible determinar que la progresién estd dada por:
{3,5,7,9, 11, .}

ACTIVIDAD RESUELTA

1. El extracto mensual desde el primer mes =y
de ahorro de una persona se muestra en la sS4

Nombre: Juan Pablo Monroy

figura. Mes enero | febrero| marzo | abril | mayo

capital ($)| 4000 4200 4 400 4 600 4 800

a) ;Cudl era el capital inicial?
b) ;En cuanto aumenta el capital inicial mes a mes?
c) ;Cudl es la formula general que expresa el monto de capital ahorrado cada mes?

d) ;Cual sera el monto ahorrado a los siete meses? ;Y a los doce meses? ;Y al cabo de dos anos?

Solucion:

En este caso, los ahorros mensuales forman una progresién aritmética, tal que:
a) El primer término de la progresion es el capital incial. Luego, a, = 4 000.
b) La diferencia es el ahorro mensual, es decir, d = 200.

c) La férmula que expresa el capital ahorrado cada mes es el término general de la progresién. Por
tanto, a = a, +(n—1)-d=4000+ (n— 1) 200.

d) El monto ahorrado a los siete meses sera: a, = 4,000 + (7 — 1) - 200 = 5 200
A los doce meses sera: a, = 4 000 + (12 — 1) - 200 = 6 200

A los dos afios sera: a,, = 4 000 + (24 — 1) - 200 = 8 600

ACTIVIDADES PROPUESTAS

2. Halla el término general de la progresion aritmética: 4. Una organizacion no gubernamental (ONG) que
a =152 -1 —4 .} se dedica a la ayuda al Tercer Mundo se inici6
! T con 125 personas.

Si todos los meses se incorporan cinco volun-
tarios, jcuantas personas trabajaran en la ONG
al cabo de dos anos y medio?

3. En una progresion aritmética a, = 4 y la diferencia
es d = —7. Halla el término octavo.
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Ten en cuenta
En una progresién
aritmética

a,a, a, .. a a

n=1""n

la suma de dos términos
equidistantes de los extre-
mos es constante e igual a
la suma de los extremos:

12 3..98 991
101
101
101

a,ta =a,t+a _,

00

=a,ta _,=.

2

Sabias que...

@

102

El matematico Gauss es

famoso porque siendo
nifo calculd la suma de

~\

los primeros 100 nimeros

naturales de manera ca
inmediata.

si

Suma de los términos consecutivos de una progresion aritmetica

W Calcular uno varios pardmetros de una progresion aritmética conocidos otros parametros.

La suma de los n primeros términos de una progresion aritmética a_ es:

a1+an
S: - n

! 2

Para calcular la suma de los n primeros términos de una progresion aritmética {a }:

—

S = a + a + ...+ a + a

n 1 2 n—1 n

S = a + a _, + ...+ a + a

n n n 2 1
25 =(a, + a) + (@,+a ) +..+ (3 _,+a) + (a, + a)

25 =(a, +a)+(a +a)+..+( +a)+t(a+a)=na +a)

n-la+a)
1 n

Despejando: S =
2

Ejemplo 1 Los numeros naturales 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ... forman una progresién
aritmética de razon d = 1.

Si se representa por S, la suma de los 100 primeros nimeros naturales, resulta:

Sp= 1+ 2+ 3+ .. . + 98+ 99 + 100

o también Sp=100+ 99+ 98+ .. .. + 3+ 2+ 1

sumando: 25, =101+ 101 + 101 + ... .. + 101 + 101 + 101
(1 + 100)

25, =100-101 =5, =100+ ——— = 5050

2

La suma de los 100 primeros nimeros naturales es 5 050.
Las progresiones aritméticas pueden ser utilizadas en la resolucion de problemas.

Ejemplo 2

a) El cateto menor de un tridngulo rectdngulo mide 8 cm . Calcula los otros 2 lados
sabiendo que los lados del tridngulo forman una progresién artmética.

a, = 8 Cateto menor; a,= 8 Cateto menor

a,= 8+ d Cateto mayor; 3

’ a,= — Cateto mayor
a,= 8 + 2d Hipotenusa 3
B+ 207 =@+ df+8 ; d= 3 a,- %% Hipotenusa

b) La dosis de un medicamento es 100 mg el primer dia y bmg menos cada uno
de los siguentes. El tratamiento dura 12 dias. ; Cuantos miligramos debe tomar
el paciente durante el todo tratamiento?

a, =100 a,=a +(n-1d a,+a,
S12=( 2 )n
d=-5 a,=100+(12 - 1) (-5)
n=12 a,,= 45 S, = (m—;%)12
a, ="?
12 s,,= 870

El enfermo debe tomar 870 mg durante todo el tratamiento.



La férmula de la suma de los primeros n términos de una progresion aritmética
puede ser usada para encontrar a,, @, 0 n, segin sea el caso, porque:

25 :
812 L — g, sl seconocen a yS
n n n
n
25 :
a = ”—a,SlseconocenayS.
n 1 1 n
n
S .
n= n_, siseconocena,ays.
81 + an

ACTIVIDADES RESUELTAS

1. Suma los 20 primeros términos de la progresion aritmética: a = {4,1, =2, =b, ..}

Solucion:
a, = 4: d = =3

Se halla el término vigésimo: a,, = a, + (20 = 1) - d

a,=4+19(=-3) =

La suma de los primeros veinte términos es S, =

4 + (=53)
2

- 20 = =490

2. La suma de los siete primeros términos de una progresion aritmética es —. Si el primer término es 1,

icual es séptimo término?

Solucion:
Se tiene que n =7, a, =1 yS7=§.
2
25 2%
Portanto: a,=—"L-a =_2 —1=4
7 7

Es decir, el séptimo término de la progresién es 4.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

3. Halla la suma de los 40 primeros términos de
las siguientes progresiones aritméticas.

a) a = {39, 36, 33, 30, ..}
b) b, =1{7, 11,1519, .}
o c, =1{17,91-7 .1}
d) d = {5 -3 —1,1,.)

4. El primer término de una sucesion aritmeética es
1, la diferencia, 2, y la suma de los n primeros
términos es 900.

i Cuanto vale n?

5. Las edades de tres hermanos estan en progre-
sion aritmética de diferencia 4 y su suma es
igual a 42 anos.

;Qué edad tiene cada uno?

. Un ciclista recorrié el primer dia 15 km, y cada

dia aumenta su recorrido en 1 km.

i Cuantos kilometros habra recorrido al cabo de
los 20 primeros dias?

. Responde:

a) ;,Cual es la suma de los nueve primeros nu-
meros pares?

b) ;Cudl es la suma de los once primeros nu-
meros impares”?

c) ;Cuél es la suma de los doce primeros mul-
tiplos de 37

. El primer término de una progresion aritmética

es % y el séptimo es % ;Cual es la diferencia?
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Ten en cuenta

La gréafica de una pro-
gresién aritmética tiene
la apariencia de una rec-
ta, si la razén es positva
la grafica es creciente,

si la razon o diferencia
es negativa la gréfica es
decreciente.

® Grafica de una progresion aritmética

Para hacer la representacién grafica de una progresion aritmética podemos
elaborar una tabla y una gréfica.

ACTIVIDAD RESUELTA

9. ;Cdmo se representa graficamente la progresion aritmética -5, -2, 1, 4, 7, .7

Primero tabulamos y luego ubicamos los puntos en la grafica.

Y A
7 [ 3
6—
2 -2 4 .
3—
3 1
2—
4 4 1 .
5 7 — T T T T T T >
O__11234567X
—_2 Y
1-3
14
4.5
1-6

10. Lo mismo hacemos si la progresion aritmética estd dada por su formula
general.

Sea a = -n + 3. Entonces, la tabla y la grafica son las siguientes.

Y A
’7_.
1 =7 43 2 o
2 -2+3 1 57
4_
3 -0+3 0
3_
4 —4+3 = o4 e
5 -5+3 =) Ly i
T T35 4717
—_2 (3
-3
-4
1-5
1-6

Observemos que los puntos de una progresion aritmética estan en linea recta.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Construye una tabla y una gréafica para las siguientes progresiones aritméticas.

M. -5,-3,-1,1,3, .. 120 a=3n-1




Progresiones geométricas

Calcular uno o varios parametros de una progresién geométrica conocidos otros parametros. R

Una sucesién de nimeros reales es una progresion geométrica si cada término se
obtiene a partir del anterior multiplicandolo por un ndmero fijo o razén, que suele
representarse por r.

Ejemplo 1 En la sucesidn {4, 8, 16, 32, ...} cada término se obtiene multiplicando

por 2 el término anterior.
X2 X2 X2 X2
f ——>» 8§ —> b —> 32 —> .
En la sucesidn {16, 8, 4, 2, ...} cada término se obtiene multiplicando por% el término
anterior.
x1 x1 x1 x1

Estas sucesiones se laman progresiones geométricas.

En una progresion geométrica

{a,, a, a,..a_, a, .}

n—=1" "n

el cociente de dos términos consecutivos es siempre el mismo:

Q
Q
Q

2

a ' a a

Ejemplo 2 Para determinar la razén de la progresion geométrica:

{243, 81, 27,9, ..}

basta con dividir cualquiera de sus términos entre el término inmediatamente an-
terior. Asi:

izlzizgeRazén

N
~J
—(J
INJ[e)
52
-

® Término general de una progresion geométrica

La expresion del término general a_de una progresion geométrica se puede obtener
a partir del primer término a, y la razon r.

a,=ar

a3=azr=(awf)F=a1r2

a,=a,r=( ryr=ar’

a,=a,r=(a r)r=art

3, =a,r=..=ar"
En general: a =a r'

El término general de una progresion geomeétrica de primer término a, y razon res:
a =a r"'
n 1

Ten en cuenta

Una progresion
geométrica se puede
considerar una sucesion
recurrente, ya que,
dado a,, el resto de sus
términos se pueden
calcular a partir de:

a =a_ _,-r siendorla

n n-1

razon de la progresion.
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Utiliza las TIC Ejemplo 3
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;’Sra calcular por ejemplo Una persona decide ahorrar una cantidad de dinero cada semana. La primera se-
. debes utilizar la siguien- mana ahorra $ 40; la segunda, $ 80; la tercera, $ 160, y asi sucesivamente.

te secuencia de teclas:

p - G f Se observa que la sucesién {40, 80, 160, ..} es una progresién geométrica cuyo

25 N @2 = término general estd dado por:

En la pantalla aparecera:
a =ar " '=40-2""" porque a, =40y r=2

Por tanto, si se quiere determinar la cantidad ahorrada en la séptima semana, se

calcula:

a,=40-27""=40-2°= 2560

ACTIVIDADES RESUELTAS

1. ;Cual de las siguientes sucesiones es una progresion geométrica?

a) a = {1,3,9 27, 81, ...} b) b = {6,810, 12, ...}
Solucidn:
ena)a = {1,3,9, 27,81, ..} es una progresién geométrica de razén 3, porque % = % = % = % =3

enb) b = {6, 8,10, 12, ...} no es una progresién geométrica, se trata de una progresion aritmética de

diferencia 2.

2. Halla el término general de la sucesion geométrica {4, —8, 16, =32, ..}

Solucion:
a, =4 r=-2=a = 4-=2)""

3. Una pelota eldstica que se deja caer libremente desde una altura de 40 cm alcanza en cada rebote el
79% de la altura que alcanzd en el rebote anterior. ;Cudl es la altura aproximada que alcanza en el

quinto rebote?
Solucion:
Las alturas alcanzadas por la pelota en los sucesivos rebotes forman una progresion geométrica en la

cuala, =40y r= % = %.Luego:

a,=40-(3) "= 40 (3) = 12.65625

Concluimos que, en el quinto rebote la pelota alcanza una altura aproximada de 12,66 cm.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

4. Halla el término general de la progresién 6. Una fundacion decidio realizar las siguientes dona-

ciones a una asociacion dedicada a la lucha contra

geométrica.
a =1{2,6,18 54, ..} el cancer: $ 600 el primer mes, $ 1 200 el segun-
do, $ 2 400 el tercero y asi sucesivamente.
5. El primer término de una sucesién geométrica ;Qué cantidad entregé a los dos afios de su

es % y la razoén es % primera donacion? (Utiliza tu calculadora.)

Halla el término noveno.




. . . . ry = e
Suma de los terminos consecutivos de una progresion geometnca (

Calcular uno o varios parametros de una progresion geométrica conocidos otros parametros. g \ .
B

Para calcular la suma de los n primeros términos de una progresién geométrica
a seescribe 5 =a +a,+ a, + ..+ a yse multiplican los dos miembros por la
razon rde la progresion: rS =ra +ra,+ra,+ .. +ra

Teniendo en cuenta que cada numero multiplicado por la razén da el siguiente, se
obtiene la igualdad:

rS =ra +ra +ra,+..+ra=a +a,+a +..+ar
n 1 2 3 n 2 3 4 n

y se sustraen las dos expresiones: rS — S

rs = a+a+a+..+a+ar
n 2 3 4 n n
S = a+ta, tat+ta +..+a
ar—a
rS — S = ar—-a=S(r-1Y=ar—a=5 ==
n n n 1 n n 1 n _1 .
r Utiliza las TIC @

La suma de los n primeros términos de una progresion geométrica a, es: Siquieres saber mas so-
ar—a bre la suma de los térmi-
S =—— 1 ¢ir£1 nos consecutivos de una
! r—1 progresién geométrica

visita la siguiente pagina.
https://www.youtube.com/

i . , : . . 2=
Ejemplo 1 Se puede determinar cuanto suman los cinco primeros términos de | Walch?v=BdQT9VLIql8

la progresion geométrica a, = {1, 3,9, 27, 81, 243, ...}, de la siguiente manera:
Se quiere hallar la suma S5, =1+ 3 + 9 + 27 + 81
s = 81-3 -1
3—1
Los cinco primeros términos de la progresion geométrica a_ suman 121,

= 121

Muchas situaciones de la vida cotidiana se pueden resolver usando las progresiones
geométricas.

Ejemplo 2 Se tiene un tanque con 1 024 ¢ de agua. El primer dia se extrae la
mitad del contenido; el segundo, la mitad de lo que quedaba y asi sucesivamente
todos los dias.

. Qué cantidad de agua se ha extraido del tanque al cabo de siete dias?

Para resolver el problema, se puede utilizar la progresidon geométrica en la que
a1=10—24=512yr: €1
2 2
Estos datos permiten calcular la cantidad de agua extraida el séptimo dfa:
6
8, =ar = 512[1J =8
2

Por tanto, la cantidad total de agua extraida al cabo de siete dias es:
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a r—

n aW

A partir de la expresién: Sm = ———— con r # 1 se pueden obtener a,, ro a:
r—1
Slir-1+ a
a = —4———1 siseconocen S, ry a.
r
S - a
r=—_ , Sl se conocen S, a,V ai.

S —a
n n

ai = (a, — S) r+ S, si se conocen a, Sy y I

Ejemplo 3

La suma de los seis primeros términos de una progresion geométrica es 315. Si
se sabe que el primer término es 5 y el sexto, 160, se puede calcular la razén de

la progresién realizando lo siguiente:

_ 5,73 _ 315-5 _
S, —a 315160

r

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Suma los doce primeros términos de la progresion a = {36, 18, 9, 2 }

Solucion:
1

a1=36; r=—

2

12 —1
Se halla el término duodécimo: a,, = a, [1] = 36 (

La suma de los doce primeros términos es:

1
L a,r—a 00176 (5) - 3¢
Si2 = r—1 - '

= 7198

1
2

2

11
] = 0,017¢6

ACTIVIDADES PROPUESTAS

2. Halla la suma de los 20 primeros términos de

la progresion geométrica a, = {1 111 }
39 27

3. El primer término de una progresion geométrica
es 4y la razén es —2. Halla la suma de los diez
primeros términos.

4. Un equipo de ciclismo programa su entrena-
miento semanal en cinco etapas. En la primera
etapa recorre una distancia de 40 km y cada

. 5 :
etapa sucesiva es - mas larga que la anterior.
i Cuantos kilémetros recorre el equipo a lo largo
de la semana?

5. En cierto tratamiento médico se deben sumi-

nistrar el primer dia 100 mg de medicamento y

cada uno de los dias siguientes % miligramos

del medicamento suministrado el dia anterior.
i Cuantos miligramos de medicamento toma el
enfermo durante diez dias de tratamiento?

En un cuadrado de 1 m de lado, se unen dos a
dos los puntos medios de sus lados para obte-
ner un nuevo cuadrado. En cada nuevo cuadrado
se repite el procedimiento.

iCual es la suma de las areas cuando se ha
construido el cuarto cuadrado?




Series geométricas finitas e infinitas

Calcular uno o varios pardmetros de una progresion geométrica conocidos otros parametros. R

m Series geométricas finitas

Una serie geométrica finita es la suma de los términos de una sucesién geométrica.

Si a,es el primer término de una progresion geométrica y la razén comun r es tal
que r=1, entonces la enésima suma parcial de una serie geométrica esta dada por

ar"-1)
T T o1
Ejemplo 1 Ten en cuenta
a) Encuentra la quinta suma parcial de una progresién geométrica si a, = 3y r = 4. La media geométrica
a1 de dos nimeros no
Parala formulas, = Wr_1 tenemos que n=5,a,=3yr=4. negativos ay b se define
por vab.
_ 34 -1 31024 -1) _ 3069 _ Los nimeros: a, Yab, b
Entonces, s;= h-1 7T 3 TT T3 T 1023. forman una progresion
geométrica.
b) Sis =93 a=3yr=2 icuantovale n?
Sustituimos los valores de s , a, y r en la férmula anterior y obtenemos que:
alrn="m 3(20 - 1)
== > 93 = — Ten en cuenta
n /-_ -
327~ 1) Al comparar las tasas
93 = 1 de crecimiento, debes
tener presente que el
93=32"-1) crecimiento aritmético
93 presenta un ritmo
= =201 constante, que se puede
3 representar graficamente
314+1=20 por una recta.
Por otro lado, el
32=2" crecimiento geométrico
se puede representar
n=5 graficamente por una

curva exponencial.

La suma de los términos de una sucesion geométrica infinita forma una serie geomé-
trica infinita. Las series infinitas tienen muchas aplicaciones en matematicas y cien-
cias naturales.

Sia, es el primer término de una progresion geométrica y la razén comun r es tal

e

-r

que Irl < 1, entonces s_=

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Determina la suma de los términos de la progresion geométrica infinita 1, % }L %
Tenemos quea, =1, r=1 Como‘ 11<1 entonces s = ? - -] =2
aues, =L r=y- 215 =S -r TG _1TT e
+...=2. 2 2

Asi,1+1+141
2 4 8




ACTIVIDADES PROPUESTAS

127

2. En una progresion geométrica, sia, = 18y r=3, 5. En una progresion geomeétrica, s, = g 9= 8yr
¢cuanto vale a,? = Encuentra n.
3. En una progresién geométrica, sia, =2y r= ! 6. Determina la suma de los términos de la progresion
. B 2 strica infinita 8. 10 64
¢cuanto vale a,? geometrica infinita 8, ===, ==, 77, ...
4. En una progresion geométrica, s, = 10160, a, = 80 7. Detezrmirzwa la25uma de la serie geométrica infinita
y r=2. Encuentra n. 2+—g+—g+—z7+...

m Grafica de una progresion geométrica

Para construir la representacidn grafica de una progresion geométrica, primero tabulamos
y luego ubicamos los puntos en la gréafica.

Ten en cuenta

La gréfica de una
progresion geométrica 8. ;Cdomo se representa graficamente la progresion geométrica 1, 2, 4, 8, .7
tiene la apariencia de

una rama de parabola,

ACTIVIDAD RESUELTA

Tabulamos y ubicamos los puntos.

si la razon es positiva la YA
grafica es creciente, si 8- ®
la razén es negativa la 7-
grafica es decreciente. 1 1
6_
2 2 5-
3 4 4 °
4 8 3
2 °
1 ®
T T T T T T >
O 1 2 3 4 5 ¢ 17

9. Silaprogresion geométrica estd dada por su férmula general, por ejemplo
a = 5( 2 )n—1‘ entonces la tabla y la grafica son las siguientes.

Yk

8_

0 7-

(@3]

wlor ~lor Nlon
w
1

Observemos que los puntos de una progresion geométrica forman una curva, llamada
exponencial.



ACTIVIDADES PROPUESTAS

10. Construye una tablay una grafica para las siguientes
progresiones geomeétricas.

1.1, 01,1
2'4' 8
12.8.4.2.1, ..
13. 5 =(-1)3" ",
14. 5 - —(12)4”1

Determina cudles de las siguientes sucesiones son

PG.
15. 3,12, 48,192, ... 16. 5, 15, 45, 135, ...

1 T 17
17. 7 1,36, .. 18.1,——?, 7T g

Escribe los primeros cuatro términos de la progre-
sién geométrica cuyo primer término y razén comun
se indican.

19.aw=3,r=3 20.a1=4,r=2
21.a,=-15,r=-2 22. a,=-12,r=-1

Escribe el enésimo término de cada PG.

23. 2,-6,18, =54, ... 24, 1,-2,4,-8, ...
3 55 3 3 3
25. 5, 5 gy 26. 3, iR

27. Encuentra el séptimo término de la progresion
geométrica, considerando que a, = 18y r=3.

28. Encuentra el décimo término de la progresion

geomeétrica, considerando que a, =-20y r=-2.
29. En una progresion geométrica, a, =-30y r= ——12.
Encuentra lo que se pide en cada PG.

30. La novena suma parcial cuandoa,=35yr= 115

31. La quinta suma parcial, considerando que a, =1
yr=03.

32. La sexta suma parcial, considerando que a, =1
yr=0,25

Resuelve.

33. En una serie geométrica, si s,=160,a,=5yr=3,
icuantovale n?

34. En una serie geométrica, si s = 6141, a, = -3yr=2,
icuanto vale n?

Determina la suma de los términos de cada progre-
sion geométrica.

1T 1 5 3 9
35. 9,-1, o TgT 22, 3 1, T o5

Determina cudles de las siguientes sucesiones son
progresiones geomeétricas.

36. 1, —x?, —x*, —xt, .. 24. 1, -X2, X4, =x®, ...

Resuelve.

37. Encuentra el enésimo término de la progresion
geométrica 300, -30, 3, -0.3, ...

38. ;Cuantovale lasuma 1+ x+x2+ x>+ ... + x"?

% . 20

40. El salario de Javier aumenta 15% cada ano. Si el
salario inicial es de $2 000, ;cudl serd su salario
al inicio del afo nimero 25?7

39. Calcula la serie infinita =60 + 20 -

41. En una progresion geométrica, a, = 24y a, = 648,
encuentra los términos a,a,ya,

Resuelve.

42. ; Existe la suma de la serie geométrica infinita 3,
9,27,81,..7 Explica detalladamente tu respuesta.

43. Encuentra dos medias geométricas entre 2y 686.

44, En cada oscilacion, cierto péndulo recorre 90% de
la distancia recorrida en la oscilacion anterior.

Por ejemplo, si la oscilacidn a la derecha fue de
10 metros, la oscilacién de regreso hacia la iz-
quierda es de 0,9 x 10 = 9 metros.

Sila primera oscilacion es de 10 metros, determina
la distancia total recorrida por el péndulo hasta
el momento en que se detiene.

10 metros

Y\_/

9 metros

m
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Indagamos
q N

Cuando se pretende estu-
diar el crecimiento de una
poblacién es necesario
disponer de algiin método
que permita analizar
dicho crecimiento en el
transcurso del tiempo.
e ;Qué métodos crees
que existen para pre-
decir el crecimiento

poblacional?

—

Ten en cuenta

Una tasa de crecimiento
(Tc), también denomina-
da tasa de crecimiento
porcentual, porcentaje
de cambio, tasa de cam-
bio, etc., es un indicador
porcentual que sirve
para determinar si la po-
blacion en estudio esta
creciendo o disminuyen-
do en un area especifica.
Se calcula por medio de
la expresion:

Te = (Canlldad final - cantidad inicial | . 100
cantidad inicial

® Tasas de crecimiento

Una tasa de crecimiento aritmético (T_) es un indicador porcentual asociado a los
crecimientos aritméticos, es decir, aquellos que varian linealmente en una unidad de
tiempo, y permiten realizar ciertas proyecciones demogréficas. Dichas proyecciones
son posibles de hacer con: -

T+ 700

P =P,
P : poblacion final.
P,: poblacion inicial.
n: periodo de proyeccion de la poblacidn en unidad de tiempo.
r: tasa de crecimiento aritmético (T_).
P -P
P -n

- 100

r =
a

Una tasa de crecimiento geométrico (Tcg) es un indicador porcentual asociado a
los crecimientos geométricos, es decir, a crecimientos correspondientes a un por-
centaje uniforme de la poblacién actual del periodo. Para realizar proyecciones

demograficas es posible utilizar:

P_: poblacion final.
P,: poblacion inicial.
n: periodo de proyeccion de la poblacidon en unidad de tiempo.

ry: tasa de crecimiento geométrico (Tcg).

P —1

Tn - 1]+ 100
'DU

Ejemplo 1

1. Latabla muestra tres censos realizados en una misma ciudad, en distintos periodos.

Censos en una ciudad
Ano 1971 1981 2011
Poblacién 12125 13 356 19 827

a) ;Cudl es la tasa de crecimiento aritmético poblacional entre los anos 1971
y 19817 ;Y entre los anos 1981y 20117

De acuerdo a la informacién entregada, se tiene que F’0 =12 125, P1 =13 356
y P, =19827.
Asi, la tasa de crecimiento aritmético entre los anos 1971y 1981, con n =10, es:
13356 -12125
ra(w”ywm) = W -100 = 1,020/0 anual
Por otra parte, la tasa de crecimiento aritmético entre los anos 1981y 2011,
conn =230, es:

19 827 - 13 356
Faosty20m = ~ 13 354. 30 100 = 1,62 % anual



Se puede observar que en la ciudad estudiada, en el periodo de 1971 a 1981, la
tasa de crecimiento poblacional fue de 1,02% anual, pero entre los anos 1981
y 2011, la poblaciéon presentd una tasa de crecimiento poblacional del 1,62%
anual; lo que representa un ritmo de crecimiento més rapido.

b) ;Cudl podria ser una estimacion de la poblacién para el afo 2030 en la ciudad?

Se tiene P =19 827, P_= poblacion en el ano 2030

y n=(2030 - 2011)=19.

Ademds, en la actividad anterior se obtuvo C o971y 1987) = 1,02y RT— 1,62.
Para estimar la poblacién de la ciudad en el ano 2030, se considera una
ponderacion de las tasas de crecimiento entre los afios 1971y 1981y, entre los
anos 1981y 2011. Esto se calcula de la siguiente forma:

M a971y 1987 (1981 -1971) + o981y 2011 (2011 - 1981)
a” (1981 -1971)+ (2011 - 1981)
_1.02-10 *ABM 30 _ 1185% anual
De esta manera, la poblacién estimada para el afo 2030 es de 24 291 habitantes,

ya que:

Pn=19827(1+

1,185 - 19): 94 291

ACTIVIDAD RESUELTA

1. La tasa de crecimiento geométrico entre los anos 1971 y 1981, con n = 10, es:

13356 _,
12125

De manera anéloga, la tasa de crecimiento geométrico entre los afios 1981y 2011, con n =30, es:

o[19827 _,
13356

La poblacion estimada para el ano 2030 en la ciudad es P =19 827

Foa971y1987) =

- 100 = 0,97 % anual

F o981y 201m) =

- 100=1,33% anual

19
1+ —g) , donde:

100
Fo971y 1981 (1981-1971) + Fga9s1y 201 (2011 - 1981): 0,97-10+1,33-30 — 124% anual
(1981 -=1971)+ (2011 - 1981) 40 '
ro\m 124 \19
- LI 2= ] =
Luego, P =19 827|1 + 100) 19 827(1 + 100) 25 058.

Por lo tanto, para el ano 2030, en la ciudad se proyecta una poblacién de 25 058 habitantes.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

2. Responde las siguientes preguntas considerando la actividad anterior.

a) ;Qué diferencias existen entre las tasas de cre- b) ;Cualde ellas resulta mas efectiva para analizar

cimiento aritmético y geométrico? el crecimiento de la poblacion de la ciudad?
Fundamenta tu respuesta.

13
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Ten en cuenta

¢Como plantear y resolver

problemas?

Paso 1. Comprender el
problemay hacer
una estimacion
del posible
resultado.

Paso 2. Implementar
una estrategiay
desarrollarla.

Paso 3. Verificar la solu-
cion obtenida.

ACTIVIDAD RESUELTA

Modelos de problemas de progresiones aritmeticas y geometrica

N Resolver problemas mediante modelos que utilicen progresiones aritméticas y geométricas.

Ejemplo 1

Resuelve los siguientes problemas de progresiones aritméticas.

a)

b)

Cada oscilacién de un péndulo es 7 cm menor que la anterior. Si la primera os-
cilacién es de 2,4 m, jcudntos metros recorre en la duodécima oscilacion?

Paso 1. Observamos que cada oscilacién decrece 7 cm, es decir, una cantidad
constante. Entonces, podemos representar las oscilaciones como una progresion
aritmética y encontrar el duodécimo término.

Haciendo una estimacion, vemos que en diez oscilaciones decrecerd 70 cm. Entonces,
en la duodécima oscilacidon recorrerd menos de 240 -70=1,7 m.

Paso 2. Debemos trabajar en metros; entonces 7 cm = 0,07 m. Cada oscilacion de-
crece 0,07 m. Luego, la diferencia comun es d = -0,07. Como el primer término de
la progresion aritmética es a, = 2,40, tenemos que a,, = 2,4 + (11)(-0,07) = 1,63. Asi,
en la duodécima oscilacidon recorre una distancia de 1,63 m.

Paso 3. Comprobando, obtenemos que 1,63 + 11(0,07) = 2,4.

Maria pide al banco $5 000 con 1% de interés mensual. Cada mes esta dispuesta
a pagar $ 200,00 al capital, mas el interés de 1% en el balance, es decir, a lo que
deba del préstamo. ;Cuanto debera pagar en total en el tiempo que estd pagando
el préstamo?

Paso 1. Debemos calcular cudnto pagara cada mes, considerando el pago fijo de
$200y el interés de 1% en el balance, para después calcular el total.

Paso 2. Primer mes paga: 200 + 0,01(5000) = 200 + 50 = 250. Luego, para
el sequndo mes solo debe $ 4800 del préstamo. Segundo mes paga:
200 +0,01(4 800) = 200 + 48 = 248. Asi, para el tercer mes solo debe $4 600 del préstamo.

Siguiendo con este razonamiento vemos que los pagos mensuales son: 250, 248,
246, 244, ... que es una progresion aritmeética donde el primer término es a, =

5000 _ o5,

250y con diferencia comun d = -2. EL nUmero total de pagos es n = 200

entonces,

25(250 + 202)
——

Luego, la cantidad pagada al banco es de $5 650. Esto es, Maria pagd $650 de intereses.
Paso 3. Comprobamos que 5650 = 25(200) + 650, y 650 = 48 + 46 + 44 + ... + 2.

3, =a, + 24d = 250 + 24(~2) = 202y 5, = - 5650.

1. Una maquina se compré en 10000 délares y se deprecia anualmente a una tasa de 20% de su valor. Si el
valor de desecho es de 3000 délares, jcuantos anos han de transcurrir antes de que su valor depreciado
sea menor que su valor de desecho?

Paso 1. Debemos calcular cuanto costara la maquina al término de cada afo, para después calcular en cuantos
anos valdra menos de 3000 délares.

Haciendo una estimacion, vemos que, si cada vez fuera 20% de depreciacién sobre los 10000 délares, en cinco
anos ya no tendria valor la maquina. Lo mismo sucederia en diez anos si cada vez fuera 10% de depreciacién
sobre los 10000 délares. Luego, la respuesta serd un nimero mayor que 5y menor que 10.

Paso 2. Como el valor de la maquina se deprecia 20% cada ano, al término del primer ano valdra 80% de su valor,
que es lo mismo que 5 de 10000, es decir, valdra %(10000). Al término del segundo ano, el valor en délares



. 4
de =
sera de 5

(10000 )) - (10 000)( : )2.

3

Asi, tenemos la PG 10000( é ) 10000( é‘ )2, 10000(%‘ , ... Cuyo quinto y sexto término son

a5=10000( é )5= 32768y 10000( % )6= 2621,44. Entonces, la vida Util de la maquina es de seis anos.

Paso 3. Como la maquina se deprecia 20% de su valor cada ano, su valor al término de los primeros seis afios
sera 8000,00, 6400,00, 5120,00, 4096,00, 3276,80 y 2621,44 dolares.

Se deja caer una pelota de goma desde 10 m de altura. Después de cada rebote, la pelota recorre apro-
ximadamente la mitad de la distancia que recorrio en el rebote anterior. ;Cudl serd aproximadamente la
distancia total que recorra antes de detenerse?

Paso 1. Encontramos las distancias que recorre la pelota después de cada rebote y las sumamos.

Paso 2. Primero recorre 10 m. Después del primer rebote recorre 1 (10). Al bajar recorre% %(10) = (% 2(10).
Después del segundo rebote recorre % % 2(10) = (% 3(10). Continuando con este procedimiento, obtenemos una

1

progresion geométrica cuyo primer término es 10y cuya razén comun es| = |. Para obtener cudntos metros re-

corre en total debemos considerar que al final los rebotes son muy pequenos y, por tanto, también las distancias

que recorre. Luego tenemos que calcular la serie infinita. Como ‘ % < 1, tenemos lo siguiente.
s = =10 _10 _y
= 1-r -1 I
2, 2
Por tanto, la pelota recorrera 20 m.

3. Enrique salda un préstamo de $3250 pagando 8. Joséinvierte $ 2000 en una cuenta de ahorros que
$20 en el primer mes y después aumentando el gana un interés de 10% capitalizable anualmente.
pago en $15 cada mes. ;Cuénto tiempo le tomard Calcula el valor de su inversién después de 20
liquidar su préstamo? anos?

4. Cierto tipo de bacteria se duplica en cantidad 9. Una pila de troncos tiene 24 de ellos en la primera
cada hora. Siinicialmente existen 1000 bacterias, capa, 23 en la segunda, 22 en la tercera, 21 en
icuanto tiempo tardaran en ser 640007 la cuarta y asi sucesivamente. La Ultima capa

Consolida tiene diez maderos. Encuentra el nimero total

_ o de troncos de la pila.

5. Una empresa instala una maquina que cues- B . _
ta700 dolares. Elvalor de la maquina se deprecia 10. En una seccion de un estadio hay 30 asientos en la
anualmente 150 délares. Si el valor de desecho es primera f|la,, 32 a5|_entos en la segundla,_34 en la
de 200 délares, ; cuél es el tiempo de vida Util de la tercera, y asi sucesivamente hasta la décima, tras
méaquina? la cual hay nueve filas més, cada una con 50

6 S ouina & w6 de 2000 dol asientos. ;Cuantos asientos hay en la seccién

- Si una maquina tiene un costo de Slares del estadio?
y se deprecia anualmente 160 délares, ;cual es - _ . ]
la vida Gtil de la maquina si su valor de desecho 11. La poblacion de una ciudad se incrementara 10%
es de 400 délares? anual durante cuatro afios. ;Qué tanto por ciento
aumentara la poblacion después de los cuatro
7. Una persona invierte $1000 en un plan de ahorros afios? P P

del cual percibe intereses con una tasa fija de
10% capitalizable anualmente. ;Cual es el valor
de este plan de ahorros después de diez afios?
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Teoria de juegos

Sabias que...

John Nash desarrollé la )

definicion de la estrate-
gia 6ptima para juegos
de multiples jugadores,
donde el dptimo no se
habia definido previamen-
te, este juego es conocido
como el equilibrio de
Nash. Este equilibrio es
suficientemente general,
permitiendo el andlisis de
juegos no cooperativos
ademds de los juegos
cooperativos.

—

Ten en cuenta

La Teorfa de juegos
clasifica a los juegos en
categorias:

Juego asimétricos y
asimétricos

Juego de suma ceroy no
cero

Criterio de maximiny
minimax

Equilibrio de Nash
Juegos Cooperativos

Juegos simultaneosy
secuenciales

Juegos de informacion
perfecta

Juegos de informacion
infinita (los superjuegos)

W Identificar problemas sencillos que pueden solucionarse mediante Teoria de Juegos. Escribir la matriz de ganancias con dos jugadores.

La Teoria de Juegos estudia de manera formal y abstracta las decisiones éptimas
que deben tomar diversos adversarios en conflicto, pudiendo definirse como el
estudio de modelos matematicos que describen el conflicto y la cooperacién entre
entes inteligentes que toman decisiones. en el juego actlan teniendo en cuenta
las acciones que tomarian los demas.

Ejemplo 1
Dilema del Prisionero

Se arresta a dos sospechosos por robo, y se les condena, cada uno recibird una sen-
tencia de 10 afios. Sin embargo, si ninguno confiesa, la evidencia bastaria para una
sentencia de 1 ano por posesion de bienes robados. Se interroga a cada sospechoso
por separado y no se permite comunicacién entre ellos. El fiscal promete impunidad
al que confiese, pero la totalidad de la sentencia de 10 anos al que no confiese. Si
confiesan ambos, cada uno obtiene una sentencia reducida de b anos.

La matriz de rendimiento en esta causa interpretando el problema es:

Sospechoso B

Confiesa No Confiesa
Confiesa 5,5 0,10
Sospechoso A :
No confiesa 10,0 11

Interpretacion

Las posibilidades de condena en funcién de la decisién tomada por ambos son las
siguientes:

Nadie confiesa. Si ninguno de los dos delatase al otro a la policia, entonces cada
uno recibiria una condena de 5 anos: (5, b)

Uno confiesa. Si uno de los prisioneros confiesa y el otro no, entonces el que con-
fiesa recibird la absolucién de su condena y el otro pasara en prision los 10 afos.
(0, 10) o (10, 0)

Ambos confiesan. Si ambos deciden confesar entonces recibirdn una condena de 1
ano para cada uno (1, 1).

La conclusion que explica este ejercicio, es que el pensamiento légico por separado
de cada prisionero hace que al final cada uno tome por separado la decisién que es
mejor para él individualmente y no la que seria la mejor decision para el bien comun.

Si nos ponemos en la piel de uno de los dos prisioneros, sabemos que nuestra mejor
decision sera la de delatar al otro en cualquier caso, pues asi siempre minimiza-
remos nuestra condena, independientemente de lo que el otro haga. Y dado que el
otro prisionero es igual de inteligente y razonara de la misma manera, lo que al final
ocurrird es que ambos acabaran pasando 10 anos entre rejas (10, 10), mientras que
si ambos hubieran confesado habrian sido condenados sélo 1 afio (1, 1) y hubiera
existido equilibro para los dos prisioneros.



® Criterios Maximin y Minimax en juegos de estrategia pura Utiliza las TIC

-
El criterio Maximin: identifica los minimos por rengldn y selecciona el mayor Para conocer mas sobre la
El criterio Minimax: identifica los maximos por columnay selecciona el menor. itrfgcr);':af?uegos puedes
Si el valor maximin del primer jugador es igual al minimax del segundo jugador, entonces http://www.auladeecono-
el juego es de estrategia pura (existe un punto de ensilladura). El valor del juego para mia.com/microap-mate—
el primer jugador es su valor maximin. rial?b.htm

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Dos gasolineras se encuentran una frente a la otra.

Los consumidores estan pendientes del precio y cada gasolinera debe decidir si cobra un precio alto o uno
bajo. La matriz de recompensa es la siguiente:

Gasolinera A
Minimos
Precio Alto Precio Bajo
Precio alto 0,-2 -2, +2 0
Precio bajo +2,-2 0,0 2
Resolviendo y aplicando los criterios maximin y minimax:
Gasolinera A
: X ; Minimos
Precio Alto Precio Bajo
Precio alto 0.-2 2,42 0 0 < maximin
Precio bajo +2,-2 0.0 2
Méximos +2 0
1
minimax

Dado que el maximin del primer jugador es igual al minimax del segundo jugador, entonces el juego es de
estrategia pura (existe un punto de ensilladura). Ampos jugadores escogen bajar sus preciso. El valor del
juego para el primer jugador es 0 y para el segln también.

Buen Vivir
ACTIVIDADES PROPUESTAS \ s @

. - . . . . Cumplir con las leyes
2. Supodn el siguiente juego, completa la tabla, determina el maximin y minimax. permite una convivencia

Escribe una conclusién. armoénica entre los seres

humanos, por lo tanto
Susana debemos mantener en
Minimos todo momento coheren-
X Precio Bajo cia basada en principios
familiares y sociales

u 2,2 4.3 aprendidos a lo largo de

. 3 -4 44 nuestra vida.

Juan
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Teoria de numeros

Ten en cuenta

Sistema binario. EL
sistema de numeracion
binario es el conjunto de
elementos {0,1} con las
operaciones aritméticas
de suma, resta, multipli-
caciony légicas OR, AND
y NOT. Los elementos
del conjunto binario se
denominan bits.

Utiliza las TIC

©

18

Para conocer mas sobre )
las operaciones bina-
rias puedes ingresar al
siguiente enlace:
http://ocw.usal.es/
ensenanzas-tecnicas/
aplicaciones-informati-
cas-para-humanidades/
contenidos/Temas/
Tema3-Representacion_
de la_Informacion -

_2ppt.pdf

& Comprender el uso de nimeros de identificaciéon en el mundo cotidiano.

El sistema binario es un sistema de numeracién natural que trabaja con dos nu-
meros 1y 0. En el campo electrénico, utilizar estos codigos intermedios resulta
més favorable que utilizar el sistema decimal.

Ejemplo 1

a) Transforma del sistema decimal al sistema binario, para ello divide sucesivamente

la cantidad para 2, tomando siempre los residuos. El Ultimo resto obtenido es el
bit.

Convertie el nimero 153 a base 2.

El nimero 153 a base 2 es 10011001,

b) Transforma del sistema binario al sistema decimal, para ello multiplica cada uno

)

de los términos por potencias crecientes de 2 a partir de la coma decimal y hacia
la izquierda y realiza la suma de operaciones.

Convierte a decimal 10101110,

El ndmero 10101110, convertido a nimero decimal es: 174

To0o 1 0 1 1 120

Lo.zf):o
1.2 = 2
1 .22 = 4
1.2 =28
> 0.2 =0
> 1 .2° =32
> 0-20= 0
> 1. 27 =128 2+ 4 + 8+32+128 =174

Realiza la suma binaria, para ello procede igual que en el sistema de numeracion
decimal teniendo en cuenta que si se excede la base lleva como acarreo una
unidad en la siguiente cifra de orden superior.

1T 1 0 0 < Acarreos T 1 1 1 < Acarreos
\ A\ AR\ Y v v V]
T=Cout? 1 0 1 <= A T=Cout? 1 1 1 < A
+ 1 1 0 0 < B + 0 0 0 1 < B
T 1 0 0 1 < S T 0 0 0 0 < S



Utiliza las TIC

d) Realiza la resta binaria, para ello procede igual que en el sistema de numeracion s
decimal teniendo en cuenta que si se excede la base lleva como acarreo una Cémo crear un cédigo de
unidad en la siguiente cifra de orden superior. barras en Excel
0 1 1 0 < Acarreos 1 1 1 0 < Acarreos

1. Baja un paquete de

\ A\ Yoyl v fuentes de cédigos de
=Cout?T 0 0 1 <= A I=Coutl 0 0 1T < A barras en Excel.
+ 0 0 1 1 — B + 1 1 1 0 < B
0 1 1 0 «— R 1 0 1 1 — R 2. Abre una nueva hoja de

calculo en Excel. Escribe
la formula que estaras
usando para los cddigos

de barras en la columna A.
ACTIVIDAD RESUELTA

1. Multiplica los siguientes nimeros binarios para ello procede igual que en 3. Dale formato a la
el sistema decimal, teniendo en cuenta las sumas en binario. columna B de forma que
sea suficientemente ancha
1 0 0 1 — A 1 1 0 1 < A para ver el cddigo de ba-
rras entero.
x 1 0 1 < B x 1 0 1 1 < B
1 0 0 1 11 0 1 4. Haz doble clicen la
1T 0 0 1 1 1 0 1 formula en la columna
1T 17 0 1 A. Haz click con el botdn
ro 10T <P derecho y selecciona
1T 000 1T 1T 1T 1 < P

"Copiar”. Pega la formula
en la celda adyacente en la
columna B.

" COdlgOS de barra 5. Selecciona la formula
en la columna B. Pincha el
menu desplegable "Fuen-
te" y busca hasta encon-
trar la fuente del codigo de
barrasy seleccionalo. La
Elementos del codigo de barras. formula se transformard
en un codigo de barras.

Médulo: Es la unidad minima o basica de un cdédigo. Selecciona el cédigo de

Las barras y espacios estan formados por barras y ajusta su tamafo
un conjunto de maodulos. usando el mend desplega-
oo ble del tamano de fuente.
Barra: El elemento oscuro dentro del cddigo. Se
hace corresponder con el valor binario 1. ’ 4 6. Revisa el codigo de ba-
. rras de la columna B con
Espacio: El elemento claro dentro del codigo. Se hace 5 ,
la formula en la columna
corresponder con el valor binario 0. A para asegurarte de que
Caracter: Formado por barras y espacios. Normal mente tiene el formato correcto.
q ¢ f Los errores de formato
se corresponde con un caracter alfanumérico. son bastante comunes
Los cddigos de barras tienen distintas aplicaciones como por ejemplo en la industria, cuando se crean cddigos
sistemas de paqueterfas, pélizas, tarjetas, cerficacion de documentos entre otros. de barras, por eso che-

quea cada cédigo.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

2. Indaga, entre los documentos que poseen tus padres, cudles tiene cddigo de barras.

3. Transforma del sistema decimal al sistema binario: a) 43 b) 89 c) 129 d) 432

4. Transforma del sistema binario al sistema decimal: a) 1012 b) 1010102 ¢) 1000012 d) 001012




Aritmeética modular

-
1 “d ¢ Comprender el uso de nimeros de identificacion en el mundo cotidiano: supermercado, la cédulo de identidad, cuentas bancarias, etc.

Ten en cuenta

Cuando tienes una
clave intervienen: Tq, el
mensaje, el amigo y el
intruso que definen los
cuatro elementos basi-
cos de la criptografia. La
cual tiene doble misién:

1. Crear métodos para
codificar mensajes
y hacerlos cripticos,
es decir protegerlos
de los ataques de
intrusos.

2. Crear métodos para
quebrar cédigos
ajenos, es decir hacer
entendibles los men-
sajes cripticos.

Sabias que...

@

120

Durante la segunda
guerra mundial los
Estados Unidos usaron
el lenguaje de los
indios navajos, para
enviar mensajes a los
comandos en el frente
del Pacifico. Ni japoneses
ni alemanes pudieron
descifrar la compleja
sintaxis del lenguaje.

En cambio en esta misma
guerra, la inteligencia
britanica, con ayuda del
espionaje checoslovaco,
fue capaz de descifrar los
mensajes codificados del
alto comando alemén a la
flota del Atlantico, hecho
que ayuddé a cambiar el
destino de la guerra.

—

@ Indagamos

Los bancos, las aseguradoras, los usuarios de correos electréonicos, en general los
seres humanos , a través de la historia, han inventado mecanismos para proteger los
mensajesy ponerlos a salvo de ataques de jackers, sabes tu ; como protegen los bancos
a sus usuarios de personas inescrupulosas que quieren entran en sus cuentas?

La ciencia de proteger informacién, asi como ponerla al descubierto se llama
criptografia y su origen es tan antiguo como la historia misma. Etimoldgicamente
criptografia viene del griego kryptos que significa oculto. Otras palabras de igual
origen son “cripto” y cripta”. La primera significa “inentendible”, la sequnda des-
cribe el lugar oculto donde se mantienen restos de muertos ilustres.

B Aritmética modular

En matematica, la artimética modular es un sistema aritmético para clases de equiva-
lencia de nimeros enteros, llamadas clases de congruencia.

Un caso particular de la aritmética modular es la llamada aritmética del reloj.

Ejemplo 1
Cuando a las 10 de la manana se le agrega 5 horas se llega a las 3 de la tarde, es
decir:
10 + 5 =15 0 3 de la tarde.

También si a las 2 de la tarde se le quita 4 horas, el resultado es la 10, lo que equi-
vale a decir:

14 - 4 =10, 0 10 de la manana.

Esta aritmética del reloj se llama mas generalmente aritmética modulo 12 y se
realiza dentro del conjunto Z12=1{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11} cuyos elementos
se llaman enteros maédulo 12.

Cualquier nimero entero es equivalente a un entero médulo 12 que se obtiene como
el residuo, “nunca negativo” de la division entre 12.

Ejemplo 2
Si hoy es miércoles y faltan 23 dias para mi cumpleanos,; en qué dia, el nombre
del dia, celebraré mi cumpleanos?

Al dividir 23 dias para 7 dias que tiene una semana, obtenemos 3 como cociente y
2 como residuo, es decir, en 23 dias caben 3 semanas y 2 dias. Se tiene, entonces,
la siguiente igualdad:

23 =7x3+2

Para determinar qué dia es el de mi cumpleafos, anadimos 2 dias a miércoles, es
decir, mi cumpleanos cae en viernes.



Ejemplo 3

Utiliza las TICS @

iA qué es equivalente el nimero entero 29 con relacion al médulo 127 ~ _
En tu calculadora si

Para lograrlo divide: buscas en el catalogo

29 + 12 =2y residuo 5. defunci?nes encontra-
ra ‘'mod” que cuando

Entonces: 29 es equivalente a 5 médulo 12 selecciones esta funcién

aparecerd “mod|

y tienes que digitar el
ndmero, una comay el
moddulo . Queda enton-
ces "'mod(29, 12) y al

. . . diitar enter obtendras 5.
1. Observa lo que sucede al residuo, cuando incrementamos nimeros de uno

en uno
y luego lo dividimos entre 3.

0+3=0residuo0

Se escribe: 29 = 5(mod 12] o también se puede expresar como: mod(29,12) = 5

ACTIVIDAD RESUELTA

1+3=0residuo 1 Sabias que...

| % 2
2+3 =0residuo 2 Muchos lenguajes de pro-
3+3=1residuo0 gramaciony calculadoras,

. tienen un operador mod,
4 +3=1residuo 1 .
tipicamente representado

5+3=1residuo 2 por el simbolo % .

Como puedes observar el residuo comienza en 0 y se incrementa 1 cada vez, Sicalculas el resultado del

hasta que el nimero alcanza uno menos que el nimero entre el cual estamos
dividiendo negativo, algunos len-

resultado de un ndmero

, . . guajes te daran resultado

Después de eso la secuencia se repite .
negativo.

Por ejemplo: -5 % 3 =-2

\—

2. Halla8modé4=;7

Con un modulo de 4 podemos hacer un reloj con
los ndmeros 0, 1, 2, 3

3 8mod4=0 |1

Podemos comenzaren =e ir através de 8 enuna
secuencia en el sentido de las manecillas del re-

l0j,1,2,3,0,1,2,3,0 Terminamos en cero 0.

Por lo tanto 8 mod 4 =0

Si tenemos A mod B e incrementamos A en un multiplo de B terminaremos en
el mismo punto, es decir:

A mod B = [A + K x B} mod B para cualquier entero K.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Resuelve los siguientes ejercicios
a)l 5mod4 b) 7 mod 2 c) 12 mod b d) 45 mod 12

2. Realiza un diagrama de relojcon 0, Ty 2y calculo 5 mod 3.
3. Resuelve los siguientes problemas:
a) Si hoy es sabado y faltan 32 dias para mi cumpleanios, ;cae en fin de semana mi cumpleafos?, ;qué dia cae?

b) Estamos en el mes de febrero, ; en qué mes estaremos 34 meses mas tarde?
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Aplicamos
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Sucesiones

pModela

1. Encuentra el término general de las sucesiones
estudiando sus regularidades

L] LN ]
L] L) L] L]
LN ) o 0o o o o 0 o0
a, =3 a,==6

=9

b, =1 b,=4 b,=9
=1 =5
RazoNAMIENTO

2. Completa el término que falta en cada sucesion.
a) 810,12, ,16,... b) 35 | 25 20,15, ..

5 5 5
C) 0, 3, s 9, 12, d) 5, g, 6, ,8—,

1

COMUNICACION

3. Dadas las sucesiones:

a =4n—3 b = (=1)"-2n c,=n+2
a) Escribe los cinco primeros términos de cada
sucesion.

b) Halla el término general de las sucesiones:

*(a,+b) *(bc)

* 3a, *a(b +c)

Progresiones aritméticas y geométricas

p Modelizacion
RAZONAMIENTO
4. Estudia si las siguientes sucesiones son progre-
siones aritméticas y, en caso afirmativo, halla el
término general:
a) —8, —4,0, 4,8, ..

1 3 5
b) 7, 1, §, 2, ?

c) 3,9, 27,81, 243, ...
d 1,111

EJERCITACION

e5. Halla el primer término y el término general de
una progresion aritmética cuyo quinto término es

19 y la diferencia es 3.

6. Halla el primer término de la progresién aritmética
cuyo término vigésimo es 100 y la suma de los 20
primeros términos es 1 050.

RESOLUCION DE PROBLEMAS

e7. La figura representa las alturas de los miembros
de una familia. ; Cuanto mide la madre?, ;y el hijo?

RESOLUCION DE PROBLEMAS

8. Al comienzo del ano, Juan decide ahorrar para
comprarse una consola de videojuegos. En ene-
ro mete en su alcancia $ 600 y cada mes in-
troduce la misma cantidad que el mes anterior
y $ 60 més. ;Cuénto dinero habra ahorrado al fi-
nalizar el ano?

RAzZONAMIENTO

9. ;Cudntos términos de la progresidon aritmética:
4,8,12,16, ... hay que tomar para que el resultado
de su suma sea 2207

RESOLUCION DE PROBLEMAS

¢ 10. Las anotaciones obtenidas por las cinco jugadoras
de un equipo de baloncesto estan en progresion
aritmética. Si el equipo consiguié 70 puntos y la
méxima anotadora obtuvo 24 puntos, ;cuantos
puntos anotaron las restantes jugadoras?

EJERCITACION ) )
e 11. De una progresion geométrica se sabe que su

cuarto término es % y que la razdn es % Halla

el primer término.

RAzoNAMIENTO ) o )
e 12, Estudia si las siguientes sucesiones son progre-
siones geométricas y, en caso afirmativo, halla el

término general:

111
3981

b) 1,2, 4, 8,16, ..
c) 4, 8,12, 16, 20, ..

9 27 81
9535 25 125

a) 1,

Razonamiento ) o )
e 13. Estudia si las siguientes sucesiones son progre-

siones geométricas y, en caso afirmativo, halla el

COMPLEJIDAD: @ Bisico Mebio @ AvANZADO




término general:

c) 4,8 12, 16, 20, ...

9 27 81
d) 5.3, 5 75 725

EJERCITACION L . L
14. El cuarto término de una progresion geomeétrica
es 225y la razén es 3. Halla la suma de los ocho

primeros términos.

MopELACION
¢ 15. El radio de cada circulo de la figura es la mitad

que el del anterior.

<>(>Qo°

a) El drea del circulo que ocupa el quinto lugar.

Calcula:

b) La suma de las areas de los seis primeros
circulos de la sucesion.

RESOLUCION DE PROBLEMAS

e16.Toma un folio y ddéblalo por la mitad. Obtienes
dos cuartillas que juntas tendrén un grosor do-
ble que el grosor del folio. Ahora dobla nue-
vamente las dos cuartillas y obtienes cua-

Los cddigos de barras pueden ser creados facil y répida-
mente usando Microsoft Excel. La aplicacion de la hoja de
calculo puede tomar una férmula y generar automaticamen-
te un cédigo de barras. Crear cddigos de barras en Excel te
permite tener una hoja de céalculo de los cddigos que puede
ser modificada, clasificada y editada.

1. Descarga la fuente Code 2 of 5 interleaved para Excel

2. Guarda el archivo descargado donde creas conveniente,
luego procede a descomprimirlo.

Si usas Windows 7
3. Haz clic derecho sobre code25l.ttf y luego en instalar.

4. Después desde Excel verifica que tengas ya instalada la
fuente, de ser todo correcto ya puedes empezar a crear
tus codigos de barras.

tro octavillas, con un grosor cuddruple que el
del folio. Si la hoja inicial tiene un grosor de
0,7 mm vy fuese tan grande que pudieras repetir
la operacion 100 veces, ;qué grosor tendria el fajo

resultante?
»Refuerza
EJERCITACION
#17. Escribe el término general de cada progresién
aritmética.
a) =5 —-1,3,7 ..
=7 -5
b) —4, T, —3, T'
1 5 7
c) 3 1, 33

RESOLUCION DE PROBLEMAS .
¢ 18. El niumero de donantes de sangre en un hospi-

tal el primer dia de cierto mes de 30 dias fue de
30 personas. Si cada dia el nimero de donantes
aumentd en siete personas, ;jcuantas personas
donaron sangre el Ultimo dia del mes?

EJERCITACION o L B )
e 19. Halla el décimo término de una progresién arit-

mética cuyo primer término es 4 y la suma de los
diez primeros términos es 355.

©20. ;Cual es la suma de los multiplos de 7 compren-
didos entre 1y 1007

#21. Halla el término general de las progresiones
geomeétricas.
1T 1 1 1 1 -1
a) 3 75 75 7R b) 5, =1, = == ...
1

o) 1 5

1
"7

©22. Calcula el primer término de una progresion geomé-
trica cuyo tercer término es 192 y la razon es 8.

(1 &
=F8
Leoee T Byington
brtapapeles 5 || @ Calibri
Al | @ calibri Light

© Califomian FB

O Calisto MT

O Cambria

O Cambria Math

O Candara

i CARBON BLOCK

O CASTELLAR

Tp CasholteBeloolbirs Tnal B2
T Catriel

O Centaur

O Century

O Century Gothic

© Century Schoolbook
O Chaparral Pro

<> ¥ Hoj O CHARLEMAGNE STD =
i O Chiller H
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T
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Resolvemos problemas
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Etapas en la solucidn de problemas ]
El primer paso para resolver un problema es leer el enunciado con atencion. Para resolver .
No empieces a resolver a ciegas, antes busca estrategias. A veces es Util: un problema debes.

1

Buscar regularidades en el problema y tratar de encontrar una regla general.

Comprender el enunciado

Experimentar con casos mas sencillos. Proponer un plan

Ejecutar un plan
Revisar la solucign

~ ACTIVIDAD RESUELTA |

Problema

. Cuéntas cartas serdn necesarias para construir un castillo de seis pisos
como el de la figura derecha?, ;y para n pisos?

Comprender el enunciado del problema.

Tras leer y comprender el enunciado, se experimenta con casos mas
sencillos que el propuesto.

. Cudntas cartas serdn necesarias para construir un castillo de un piso?,
.y de dos pisos?...

Proponer un plan

Haz un dibujo esquematico para cada caso.

.Se puede encontrar el niUmero de cartas necesarias para construir los siguientes castillos?
Para buscar reqularidades es conveniente organizar los datos en una tabla.

.Se puede encontrar el niUmero de cartas necesarias para construir cualquier castillo?

A partir de las regularidades encontradas se busca una férmula para el caso general.

Ejecutar el plan

NUMERO | NUMERO

DE PISOS | DE CARTAS
1 2 2=3-1-1
2 7 7=31+2)—-2
3 15 15=3(1+2+3) -3
4 26 26=31+2+3+4)—4
5
6 |

Dibuja los casos més sencillos y se construye una tabla
Para construir un castillo de seis pisos se necesitan 3(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) — 6 = 57 cartas.

Para n pisos, el nimero de cartas necesario sara: 3(1 + 2+ 3+ ..+ n) — n

Como el paréntesis es la suma de los n primeros nimeros naturales que forman una progresion arit-
mética de razdn 1, resulta:

.[1+n]-n_n:3n+3n2
2 2

Numero de cartas =3 -s —n=3 -n

_ 3n+3n’

R/ Luego, si el castillo tiene n pisos se necesitan — n cartas.




2 ~ ACTIVIDAD RESUELTA |

Problema

informacion:
por concepto de horas extras.

por concepto de horas extras.

Resolucion

Empresa 1

Primer pago

10 900 + 240 = 11 140
Segundo pago

11 140 + 240 = 11 380
Tercer pago

11380 + 240 = 11 620
Cuarto pago
11 620 + 240 = 11 860

se reemplaza en la formula, asi:

24
24 2

Analizando los procesos de calidad en dos empresas de textiles, se contrata a un auditor para estudiar
los salarios de los operarios de acuerdo con los aumentos en horas extras. Para esto el auditor pide el
salario con que iniciaron los operadores cuando empezaron a ser parte de la empresa hace dos anos
y cuanto fue el ajuste mensual por sus horas extras. Las empresas le pasaron al auditor la siguiente

Empresa 1: El salario mensual inicial era de 10 900 UM y se incrementaba mensualmente en 240 UM
Empresa 2: El salario mensual inicial era de 8 000 UM y se incrementaba mensualmente en 800 UM

. Cual de las dos empresas pagd mas dinero a sus operarios al cabo de 2 afios? ;Cuénto dinero mas?

Empresa 2

Primer pago

8 000 + 800 = 8 800
Segundo pago

8 800 + 800 = 9 600
Tercer pago

9 600 + 800 = 10 400
Cuarto pago

10 400 + 800 = 11 200

Como se quiere estudiar el valor dentro de dos anos o 24 meses, se pueden aplicar las siguientes

formulas:
Empresa 1: 5, = 11 140 + 11 380 +... + a,, con n = 24, a, = 10 900 y d = 240.
Por tanto:

S, = % (2(10 900) + (24 — 1) 240) = 327 840

Empresa 2: S, = 8,800 + 9,600 +.. + a,, con n = 24, a, = 8 000 y d = 800,

S, = 5 (2(8 000) + (24 — 1) 800) = 412 800

R/ Al cabo de dos afos la empresa 2 fue la que pagd méas dinero, 84 960 UM més que la empresa 1.

Aplica la estrategia)

1. Observa la siguiente secuencia

i Cuantos puntos se necesitan para construir
la figura n-ésima?

2. Observa la torre de cubos:
i Cuantos cubos se ne-
cesitan para construir
una figura con diez
pisos? ;Y una figura
con n pisos?
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Ponemos a prueba destrezas

El problema de los conejos

en su finca.

1. Andrés le contd a su abuelo que los conejos tardan

un mes en alcanzar la fertilidad y que a partir de
entonces tienen una nueva pareja de conejos cada
mes. EL nimero de conejos que habria en la finca
del abuelo cada mes se observa en la figura.

Pares de
W conejos

# :J; : 1

1 mes {Ej’% 1
2 meses &E& g‘% 2
3 meses &t@ % /’@%

4 meses

B8 % & {Z%

5 meses

b a4
okl &% |

a) ;Cuantos conejos tendra don Pascual en su finca
al cabo de seis meses? Explica como hiciste el
calculo.

b) Si don Pascual recibié los conejos el 7 de marzo
del 2012, ;cuantos conejos tendrd el 7 de abril del
20137

¢) Elabora una tabla con los datos obtenidos ante-
riormente y realiza la grafica de la misma.

d) ;Encuentras alguna regularidad en la cantidad de
conejos que tiene don Pascual cada mes con res-
pecto a los anteriores meses? haz la justificacion
de tu respuesta.

e) ;Se puede establecer una sucesién con todos estos
nimeros? Si es asi, jcual seria?

Andrés, el nieto de don Pascual, regalé a su abuelo una pareja de conejos recién nacidos, para que él los tenga

2. Los nimeros que encontraste anteriormente hacen
parte de la sucesion de Fibonacci, la cual fue cons-
truida por Leonardo de Pisa (1170-1250).

Algunos términos de la sucesidn de Fibonacci son:

1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610,
987, 1597, ..

a) Suma los primeros cinco términos de la sucesion.
. Qué otro nimero de la sucesion esta relacionado
con este resultado? ;Por qué crees que ocurre
esto?

b) ;Puedes adivinar la suma de los primeros trece
términos de la sucesion sin sumarlos? Explica tu
respuesta.

3. Construye un triangulo rectangulo cuyos catetos
tengan una longitud que coincida con dos numeros
consecutivos de la sucesion de Fibonacci.

a) ;El valor de la hipotenusa se relaciona con algin
numero de la sucesion de Fibonacci?

b) Construye otros tridngulos y determina si es po-
sible generalizar la relacién encontrada, teniendo
en cuenta la posicion de los nimeros. ;Cual es la
forma general?

4. Toma tres numeros de la sucesion de Fibonacci.
Suma los dos mayores y sustrae el otro del resultado.

a) ;Qué observas en el resultado?

b) Repite esto mismo con otras ternas de nimeros
y escribe una conclusion utilizando términos
matematicos.

5. Las ramas y las hojas de las plantas se distribuyen
buscando siempre recibir el maximo de luz. Por eso
ninguna hoja nace justo en la vertical de la ante-
rior. La distribucion de las hojas alrededor del tallo
de las plantas se produce siguiendo la sucesion de
Fibonacci.

Investiga otros fendmenos de la naturaleza que si-
guen la sucesion de Fibonacci y comenta tus hallaz-
gos en la clase.




Matematica en contexto
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Intentar determinar los de-
cimales del nimero pi, que
es una secuencia infinita,
ha sido uno de los obje-
tivos de numerosos ma-
tematicos a lo largo de la
historia, desde que Arqui-
medes concibi6 el método
de medir el perimetro de
poligonos inscritos y cir-
cunscritos en un circulo.

Este sistema se mantuvo
durante milenios, pero se
trata de un sistema muy
laborioso en el cual con-
seguir un nuevo decimal
es sumamente trabajoso.

El paradigma de la monumentalidad de esta tarea es el
caso del holandés Ludolph van Ceulen, que dedicd la
mayor parte de su vida a ello, llegando a determinar 35
decimales empleando poligonos de 2,4 trillones de lados.
Una tarea lamentable teniendo en cuenta que existen su-
cesiones que permiten, con mucho menor trabajo, obtener
un resultado mejor. Por ejemplo, se puede conseguir una
buena aproximacion empleando las siguientes sumas de

términos de sucesiones:

1L 1
3 5
A,

+ + + 1
12 22

Ay
7
1
32

o La bombilla

Razonamiento

entrar en la habitacion.

1
9 11

+ 1 otambién,
13

P
42 52

IYY Al fi nal de un largo pasillo hay una habitacién
B dentro de la cual hay una bombilla. La puerta de
la habitacion esta cerrada de tal manera que no
deja pasar ni un solo rayo de luz. Inicialmente, la
bombilla estd apagada. A lo largo del pasillo, a
intervalos de 2 m, hay tres interruptores, pero sélo
uno de ellos apagay enciende la bombilla. Se tiene
que avanzar por el pasillo y en cada interruptor
decidir si se acciona o no, pero con la condicion
de que no se puede retroceder luego de pasar por
un interruptor. Luego se puede abrir la puerta y

. Qué hay que hacer para saber cuél es elinterruptor
que enciende la bombilla?

1. En cada sucesién escribe PA, PG o N para indicar
si la sucesidon es una progresion aritmética, una

geométrica o ninguna de las dos.
a) 502,612,722, ... b)a =2"+1
€)3,9 27, .. d) 5 -10, 15, =20, ...

2. Una sucesion donde cada término, después del
primero, difiere del anterior en una constante es

una...
a) progresion geométrica.
b) sucesion alternante.
c) progresion aritmética.
3. Escribe el enésimo término de cada sucesion.

a)b, 3,1, -1, .. b)3, -6, 12, =24, ...

4.  Encuentralos términos indicados de las sucesiones

dadas.

a) El décimo término de 2, 7, 12, 17, ...
b) El octavo término de 2, 6, 18, 54, ...

6. Encuentra los cinco primeros términos de una

progresion geométrica que se inicia por——?’z y cuya
razén comun es -5

7. Encuentra la suma para las progresiones que sa-

tisfacen las condiciones dadas.

a)a,=-9,d=3yn=10 b)81:9.r:17yn:6
Qa=1,r=-2yn=12

8. Escribe el nimero 54 en el sistema de numeracién

binario.

9. Escribe el nimero 101001, en el sistema de nu-

meracion decimal.

Autoevaluacion

- Valoracion
Descripcion
A veces

Siempre

Reconoce si una progresion es
aritmética o geométrica. (1 - 2)

Determina uno de los paréametros
de una progresion aritmética o
geométrica. (3 - 4

Resuelve problemas de
progresiones. (3 - 4]

Reconoce si una sucesion esta
definida recursivamente (3 - 5)

Obtén un nimero natural de base
10 en sistema binario. (8)

Representa un nimero en base 10
en el sistema binario. (9)

da=-4d=-2yn=7

Nunca




Conicas. Circunferencia

Bloque: Algebra y geometria

Es dificil no apreciar la presencia de formas geométricas, y en particular la circunfe-
rencia, a nuestro alrededor. Por ejemplo, la bicicleta es un conjunto de tubos metdli-
cos con dos ruedas que aplican la geometria perfectamente.

128
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¢Qué sabes?

En anos anteriores aprendiste sobre los ele-
mentos del circulo y la circunferencia tales
como el radio, cuerda, didmetro, secante y ->
la tangente. En este modulo vamos a deter-
minar la ecuacién de la circunferencia ca-
nonica y general y a partir de ella vamos a ->

identificar los elementos mas importantes. ‘

éQué aprenderas?

Reconocer a la circunferencia a través de
la ecuacion que la representa.

Encontrar la ecuaciéon de la circunferen-
cia conocidos diferentes elementos: centro, :
radio. st

SR

Hallar la ecuacion de la circunferencia con
base a la descripcion geométrica.

Reconocer una conica degenerada y el lu-

gar geométrico que representa a partir de /

la ecuacion que se describe.

Representar y analizar conicas con la ayu-
da de las TIC.



El Buen Vivir

La matematica esta presente en todas las dis-
ciplinas deportivas, el incorporar la practica de
algun deporte a nuestras actividades diarias
mejora nuestra salud y calidad de vida.

Iniciemos

% Activacion de conocimientos previos

La rapidez de aceleracion de una bicicleta au-
menta si las llantas son mas ligeras, por esta
razon las bicicletas de carretera y las de pis-
ta tienen ruedas ligeras y finas y neumaticos
estrechos. En cambio, que las bicicletas de
montana, que se utilizan para saltar rocas y
depresiones del terreno, requieren —por ende-
de mayor resistencia y exigen mayor destreza
en su manejo; éstas usan ruedas mas anchas,
pesadas y neumaticos mas robustos.

e ;Qué principios geométricos crees que se utilizan
en la construccion de las ruedas de la bicicleta?

¢Qué relacion se puede establecer entre el dia-
metro de la rueda de la bicicleta y la capacidad
de aceleracion y de velocidad?

Objetivos educativos del modulo

Reconocer los diferentes tipos de conicas y utilizarlas en problemas de aplicacién a la fisica
y a la astronomia.

Encontrar los elementos de una conica a partir de su ecuacion y -reciprocamente- determinar
ecuaciones de conicas a partir del conocimiento de diferentes propiedades.
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Secciones conicas

Indagamos

Cuando hablamos de
las curvas cdnicas nos
estamos refiriendo a la
circunferencia, la elipse,
la hipérbola y la pardbola.
Pero la pregunta es ; por
qué se llama conicas a
dichas curvas? _

~

Sabias que...

2,

~

La superficie iluminada
por una ldmpara sobre
una pared adopta una
forma circular, eliptica

o hiperbélica segun la
inclinacion con la que se
proyecte.

—

N Reconocer una cénica degenerada y el lugar geométrico que representa a partir de la ecuacion.

Una superficie cénica es aquella que se obtiene al hacer girar una recta g llamada
generatriz alrededor de otra recta e llamada eje, cuando gy e son secantes. El
punto de corte de las dos rectas se llama vértice V de la superficie.

Esta superficie estd compuesta por dos conos
adosados por el vértice y simétricos uno del
otro con respecto al vértice.

Desde otro punto de vista, la superficie esta
formada por infinitas generatrices que pasan
por Vy forman el mismo angulo con el eje
(una de ellas es la recta g).

Al cortar la superficie cénica con un plano
se obtienen unas secciones que se llaman

conicas.

A

Generatriz g

Vertice V
Eje e ‘
A\

e Cuando el plano contiene al vértice se obtienen las llamadas conicas degeneradas.
Segun la relacién que haya entre el angulo @ que forma la generatriz con el eje
y el dngulo B que forma el plano con el gje, se obtiene un punto, una recta o un

par de rectas secantes.

UN PUNTO

UNA RECTA

PAR DE RECTAS SECANTES

i
| <

¥

a<p

a=p

a>f

e Cuando el plano no contiene al vértice de la superficie, se obtienen las cénicas
no degeneradas. Se pueden dar los cuatro casos representados a continuacion,
dependiendo del valor de los angulos comprendidos entre el eje y el plano secante
(B) y entre el eje y la generatriz (a).

CIRCUNFERENCIA

ELipsE

HiPERBOLA

PARABOLA

El plano secante es perpendi-
cular al eje.

El plano secante forma con el
eje un angulo mayor que con
las generatrices.

El plano secante forma con
el eje un angulo menor que
con las generatrices y corta a
las dos hojas de la superficie
conica.

El plano secante es paralelo a
una generatriz y corta solo a
una de las hojas.
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La coénica es una curva cerrada y corta a todas las generatrices.

La cdnica es una curva abierta y no corta a todas las generatrices.




® Ecuacion general de segundo grado
Ten en cuenta 0

La ecuacion Ax? + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, donde A, B, C, D, Ey F son nu-
meros reales y A, By C son diferentes de cero, se denomina ecuacién general de
segundo grado y permite determinar una seccién conica.

La excentricidad de una
cdnica siempre es positiva.

Si la conica es no degenerada, de acuerdo al signo de B? — 4AC se puede establecer
de qué tipo es. Asi:

e Si B2 — 4AC < 0, se trata de una elipse.

e Si B2 — 4AC = 0, la curva es una parabola.

e Si B2 — 4AC > 0, es una hipérbola.

La expresion B2 — 4AC se llama discriminante de la ecuacion.

B Elementos de las conicas (Utiliza las TIC @

Mira el video interactivo
que muestra la generacién
de las conicas, para ello

e £l foco F o los focos de una seccidn conica son los puntos de tangencia del plano
secante que genera la cénica con las esferas inscritas al cono, que son tangentes,

a la vez, al plano. ingresa a:
. . , . » http://www.youtube.com/
e | a directriz de una curva cénica es la recta de interseccién del plano secante con watch 2v=TNémudrldbk

el plano que contiene a la circunferencia de tangencia entre el cono y la esfera
que, siendo tangente al plano secante, esta inscrita en la circunferencia cénica.

¢ Dado un punto de la conica, se llama excentricidad a la razén constante entre la
distancia de dicho punto al foco y a la directriz correspondiente.

PARABOLA ELipsE HipErRBOLA

Dirfctriz

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Usa el discriminante para determinar si la ecua- 2. Dibuja dos secciones producidas al trazar dos
cion dada corresponde a una parabola, elipse o planos secantes en el cilindro y en la esfera.
hipérbola.

b)
a) ¥ +2xy+y +x—y=20

b) 153x% + 192xy + 97y? = 225

c) 9x* — 24xy — 16y? = 100x — 100y — 100
d) 25x% — 120xy = —144y? + 156x + 65y
e) 53x2 + 72xy + 73y? — 40x + 30y = 75

"

[E]
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Ten en cuenta

Un lugar geométrico

en el plano es un
conjunto de puntos que
satisfacen una propiedad
o condicion geométrica
determinada.

Indagamos

o

132

Siuna circunferencia es
simétrica respecto al
origen, ;jcuales son las
coordenadas

de su centro?

Ten en cuenta

El didmetro es la cuerda
de mayor longitud de
una circunferencia.

Ecuacion ordinaria y canodnica de la circunferencia en el plano

#== 8 Encontrar la ecuacion de una circunferencia conocidos diferentes elementos.

En esta leccion veremos como encontrar la ecuacion ordinaria de la circunferencia. Antes
de empezar, recordaremos algunas de sus caracteristicas y elementos que estudiamos
en anos anteriores.

En sentido estricto, los términos circulo y circunferencia no son sinénimos, aunque
estan intrinsecamente relacionados.

La circunferencia define a una curva, formada por un conjunto de puntos en el plano, que
equidistan de un punto fijo llamado centro. En cambio, el circulo se refiere a una superficie
formada por los puntos interiores de la circunferencia, ademas de ella. En otras palabras,
el circulo es la superficie delimitada por una circunferencia.

Si O es el centro de una circunferencia cuyo radio mide r > 0, cualquier punto P de
la circunferencia cumple con la condicion OP =r.

En el caso del circulo, si O es su centro, su radio es r> 0,y Pes un punto cualquiera en
él, la condicién que lo define como lugar geométrico es OP < r.

Por consiguiente, cada vez que se forma una circunferencia queda definido un circulo: la
superficie delimitada por esta. Es claro que ambos comparten el mismo centro y radio;
quiza por este motivo muchos usan indistintamente dichos conceptos, aun cuando no
signifiquen lo mismo.

Ahora definiremos las rectas notables de una circunferencia.

Radio: un segmento cuyos extremos son el centro y un punto cualquiera de la circun-
ferencia. Por ejemplo, el segmento OB en la figura.

Cuerda: un segmento cuyos extremos son dos puntos cualesquiera de la circunferencia.
Por ejemplo, el segmento £F en la figura.

Didmetro: una cuerda que pasa por el centro. Por ejemplo, el segmento CD en la figura.

Secante: una recta que interseca a la circunferencia en dos puntos. Por ejemplo, la recta
m que pasa por Gy H en la figura.

Tangente: una recta que interseca a la circunferencia en un solo punto. Por ejemplo,
la recta n que interseca a la circunferencia en el punto L de la figura. El punto donde la
recta tangente interseca a la circunferencia se denomina punto de tangencia.



Las rectas notables de la circunferencia cumplen algunas propiedades que ya conoces:

a) Una recta tangente a una circunferencia en un punto P es perpendicular al radio
gue pasa por ese punto.

b) Lassemirrectas tangentes a una circunferencia desde un punto P exterior al circulo
tienen la misma longitud.

En conclusion, dados el centro de la circunferencia (0), su radio (r > 0), y un punto cualquiera
en ella (P), la condicion que define a la circunferencia como lugar geométrico es OP =r.

Para encontrar la ecuacion de la circunferencia, se consideran las coordenadas de estos
puntos. Si 0 =(h,k)y P=(x,V), se tiene que

0P =r=1(x - h)? + (y - ky?
de donde, al elevar al cuadrado obtenemos
(x=hyP+(y-k2=r E,
Reciprocamente, si un punto C)(xw,yw) satisface la ecuacién E,, setiene que
(x, = hP?+(y, -k} =r?

al calcular la raiz cuadrada obtenemos

Yo, = Y + (v, - k= r=0Q
La distancia de Qa O es ry, por lo tanto, el punto Q esta en la circunferencia.

En el caso que el punto O sea el origen, h=0y k =0, la ecuacién de una circunferencia
con centro en el origeny radio r> 0 es

X4y = E

/ r Xty =r?
[x=hl+ly-kP=r’ U >

0 (hk > M

>

X

La ecuacion E| se le llama ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro en
(h, k) y radio r. Esta se reduce a la forma candnica, ecuacion Ez, cuando h=0y k =0.
Independientemente del nombre, la ecuacién en esta forma, que incluye los binomios sin
desarrollar, muestra de modo explicito las coordenadas del centro y el cuadrado del radio.

La ecuacion ordinaria de una circunferencia con centro en el punto (h, k) y radio
r>0es (x- h)?+(y- k)?=r’. Sila circunferencia tiene centro en el origen, la ecuacion
se reduce a la forma candnica, X’ + y’ = .

De la definicién anterior es posible afirmar que si se conocen el centroy el radio de una
circunferencia, se determinara su ecuacion en la forma ordinaria.

Sabias que... 9

La distancia entre dos
puntos en el plano, P,(x,,y,)
y P(x,,y,), est4 dada por

d(P1' 'Dz) =V(X2—X1)Z + ()/2 _yw)z
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Los redondeles de la )
ciudades son cons-
truidos en forma de
circunferencia para dar
mayor fluidez al tréansito
vehicular. Solo en Quito
hay aproximadamente
33 redondeles muchos
de los cuales van a ser
reestructurados para dar
una mejor armonia a la
ciudad y garantizar una
fluidez del transito mas
efectiva para mejorar

la calidad de vida de las
personas.

-/

Determina la ecuacion correspondiente a cada circunferencia.
a) Con centro en el punto P3,-4) y radio 6.

Como la ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro en el punto de coordenadas
(h, k) y radio res (x- h)> + (y - k)? = i, la ecuacion buscada es

(x= 3+ (y - (-4)7 = 67>

(x=3)2+(y+4) =36

b) Con centro en el punto P0,0)y radio 5.
En este caso la ecuacion buscada es
X+ =52

X+ = 25

c) Con centroen punto (-1,4)y pasa por el punto (4, 5).

Para determinar el radio del circulo, calculamos la distancia del centro (-1,4) al punto
en la circunferencia (4, 5):

r=y1-42+G-52=y25+1=y26

Por lo tanto, la ecuacion buscada es

(x+ 12+ (y-4)?=26

Encuentra el centro y el radio de la circunferencia dada su ecuacion.
a) x’+y?=16

Por la forma de la ecuacién sabemos que la circunferencia tiene centro en el origen
yque rP=16=r=4.

b) (x-8)+(y+3) =49

En este caso, por la ecuacidon sabemos que la circunferencia tiene centro en el punto
8,-3)yque P=49=r=7.

Determina en cada caso la ecuacién ordinaria de la circunferencia determinada por las
condiciones propuestas. Construye su grafica.

a) Los puntos(9,0)y (-3,0) son extremos de uno de sus diametros.




Sabemos que cualquier didmetro pasa por el centro de la circunferencia, y que el cen-
tro es el punto medio de cualquier didmetro, por lo tanto, el centro tiene coordenadas
(h, k) tales que

/7 9 + -3 6 3 k _ 0 + O O

2 2 B,
Entonces el centro de la circunferencia es C(3,0). Para conocer el radio, calculamos
la distancia entre el centro y cualquiera de los extremos del didmetro. Ya que los extremos
y el centro de la circunferencia estan sobre el eje x, se tiene

r=19-3l=16l=6

Asi, la ecuacion buscada es
(x=3)2+ y? =36

R
>

b) Es concéntrica con la circunferencia (x - b)?+ (y - 5)? = 17 y tangente a la recta
2x+y=-6.

Como la circunferencia que buscamos tiene el mismo centro que la circunferencia dada,
solo se necesita encontrar su radio. Puesto que la circunferencia buscada es tangente
a la recta 2x + y=-6, el radio por el punto de tangencia debe ser perpendicular a esta
recta. Buscamos la ecuacion de la perpendicular a la recta dada que pase por el centro
de la circunferencia; esta recta pasa por el punto (5,5) y tiene pendiente JZ Su ecuacion
es-x+2y=05h.

Ahora bien, para localizar el punto de tangencia, encontramos la interseccién de estas
dos rectas:

2x+y=-6 E

-X+2y=5 E.

Para encontrar la interseccidon de dos rectas, encontramos una pareja de nimeros
reales que sean solucion comun de ambas ecuaciones, esto es, resolvemos el sistema
de ecuaciones lineales. Al hacerlo, encontramos el punto de interseccién de las rectas

E con coordenadas (—%, %). Podemos asi determinar el radio que es la distancia entre

los puntos Cy E, es decir,
e S 8T -

entonces la ecuacién ordinaria de la circunferencia buscada es:

(x5 + (y -5y = 421

Ten en cuenta

El punto medio

(x,y) de dos puntos

en el plano, P(x,.y,)y
P,(x,.y,). esta dado por

Ten en cuenta

Ax+ By+C=0,esla
ecuacion general de la
recta, donde la pendiente
(m) de la recta esta
determinada por la

expresion m=-%.
P B

Dos rectas con pendientes
m,y m, son perpendiculares
siy sélosimm,=-1.
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Existen calculadoras )
programables como la fx
9860 SDII que te permiten

graficar de forma répida la 2x+y=-6
circunferencia conociendo

L i0 lol

a ecuacion general o la 5 10 -5

forma canodnica. )

ACTIVIDAD RESUELTA

Halla en cada caso la ecuacion ordinaria de la circunferencia determinada por las condiciones propuestas. Traza
su grafica.

1. Pasaporelpunto(2,1)yestangente a la recta x+ 3y + 1 =0 en el punto (5,-2).

Sean (h, k) las coordenadas del centro de la circunferencia. Como los puntos (2, 1) y (5,-2) estén en la circunferencia,
se sabe que equidistan del centro:

Wh-22+(k-172=y(h-5?+(k+2? E,
elevamos al cuadrado para eliminar los radicales:
(h-2+(k-1?=(h-57+(k+2)?
desarrollamos los cuadrados:
h?—b4h+4+ kK -2k+1=h"-10h+25+ Kk +4k+4
simplificamos:
-h+k+4=0 E,

Ademés, como la recta x + 3y + 1 = 0 es tangente a la circunferencia en el punto (5,-2), el centro del circulo se
encuentra sobre la perpendicular a la recta por ese punto.

La pendiente de larecta x+ 3y+1=0es - 1 ; por lo tanto, la pendiente de una recta perpendicular es 3. La
ecuacion de la recta perpendicular a la recta x + 3y + 1 = 0, que pasa por (5,-2) y en la que se ubica el centro de
la circunferencia, es entonces -3x + y+ 17 = 0. Como el centro se encuentra en esta recta, sus coordenadas sa-
tisfacen su ecuacion:

-3h+k+17=0 E

3

Resolvemos el sistema de ecuaciones E,y E, y obtenemos las coordenadas del centro.
Al despejar h en ambas ecuaciones, se tiene

k+ 4= k—+317—>3k+12=k+17—>2k=5—>k=%

Al sustituir el valor de k en E, se tiene que h= % Para determinar el radio, se sustituye el valor de hy k en algun
miembro de la ecuacion E;:

TS

2
La ecuacion ordinaria de la circunferencia es (x - 13) +




x+3y+1=0

2. Pasa por los puntos (2,4) y (4,0) y su centro esta sobre la recta 2x + 3y = 5.

Para determinar el centro del circulo, y su radio, llamemos (h, k) a las coordenadas
del centroy r, a la medida del radio. La distancia del centro del circulo (h, k) a los
puntos (2,4)y (4,0) es igual al radio del circulo (r). Por lo tanto,

r=h-27+(k-42  E,
r=dh-42+(k-0F  E,

De donde, igualamos las ecuaciones E1a y Em:

W(h =22 + (k- 47 =V(h - 4) + (k - 0)?
elevamos al cuadrado para eliminar las raices:
(h=22+ (k-4 =(h-4)?+(k-0)
desarrollamos los binomios:
h? = 4h+ 22+ k» =8k + 47 = h? = 8h + 47 + K’
simplificamos:
h-2k=-1 E,

Ademas, como el centro de la circunferencia pertenece a la recta 2x + 3y = 5, sus
coordenadas deben satisfacer esa ecuacion, por consiguiente, sustituimos xy y por
las coordenadas del centro hy k, respectivamente:

2h+3k=5 E,
Resolvemos el sistema Ez, E3 y obtenemos

k=1 y h=1

Sustituimos los valores de hy k en la ecuacion E,,.

r=h=a7+ (k-0 = f1-4y+(1 -0y =410

Sabias que...

Una forma de resolver un
sistema de ecuaciones
lineales con dos variables
consiste en despejar

una variable en ambas
ecuaciones, e igualar las
expresiones obtenidas
para encontrar el valor
de la otra variable.

—

Buen Vivir

r
La constancia, decision

y orden en la resolucion
de sistemas cuadraticos
es fundamental para la
solucidon de los proble-
mas matematicos y de
la vida.

—
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Ten en cuenta
La mediatriz B

de un segmento es 6 4 2 O 2 N4 b
el lugar geométrico

de los puntos que 12

equidistan de

sus extremos;

se construye trazando la Por lo tanto, la ecuacidn ordinaria de la circunferencia es
perpendicular por (x= 1)+ (y-112=10

su punto medio.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Encuentra la ecuacion ordinaria de cada circunferencia.
1. Con centro en el punto (-1,-1) y radio 6.
2. Con centro en el punto (0,2) y radio 5.

3. Concentroen el origeny radio 11.

Encuentra la ecuacion ordinaria de la circunferencia.
4. Concentroen(-2,-1)y radio V10.
5. Con centro en el origeny radio 4.

6. Con centroen(-5,8)y radio % .

Encuentra el centro y el radio de cada circunferencia dada su ecuacién en la forma ordinaria o candnica.
7. X*+y"=13 8. (x+4)+({-1)72=15
9. (x=-32+y2=16 10. x*+(y-572=10

Encuentra el centro y el radio de cada circunferencia.
M. ¥+y =23 12.(X—JZ)2+y2=10
13. X2+ (y+1)2=17 14.x*+y* =5

Determina la ecuacion ordinaria de cada circunferencia y construye su grafica.
15. Los puntos (2,2) y (6,4) son extremos de uno de sus didmetros.

16. Los puntos (3,1) y (-1,-3) son extremos de uno de sus didametros.

17. Es concéntrica con la circunferencia (x+ 3)* + (- 2 =8y tangente alarectax-y-1=0.

Determina la ecuacidn ordinaria de cada circunferencia y construye su grafica.
18. Pasa por los puntos (1,1) y (5,5) y su centro esta en la recta x - 2y = 3.

19. Pasa por los puntos (2,-3) y (2,1) y su centro estd en la rectax - y = 0.

20. Pasa por el punto (10,2) y es tangente a la recta x + y= 3 en el punto (4,- 1).

21. Pasa por el punto (10,0) y es tangente a la recta -2x + y = 0 en el punto (2, 4).




Ecuacion general de la circunferencia

Encontrar la ecuacion de una circunferencia conocidos diferentes elementos. Rg

La forma general de la ecuacién cuadratica en dos variables x, y es
Ax?+ By’ + Cxy + Dx+ Ey+ F=0

donde A, B, C, D, Ey F son constantes, y al menos un valor de A, B o C es diferente de
cero, ya que si las constantes A, By C son todas cero, se obtiene una ecuacion lineal. Los
términos cuadraticos (de grado dos) de la ecuacion son Ax?, By?y Cxy.

Hemos visto con anterioridad como construir graficas en el plano cartesiano a partir
de ecuaciones con dos variables, ademas de la relacidén que existe entre las ecuaciones
lineales con dos variables y las rectas que se representan en el plano cartesiano.

Conviene preguntarse en qué condiciones una ecuacion cuadratica con dos variables tiene
asociada una curva en el plano, y de qué tipo es la grafica. En esta leccién analizaremos
la forma de la ecuacidn general de la circunferencia e identificaremos la relacion entre
los coeficientes de su ecuacion, las coordenadas de su centro y la longitud de su radio.

® Forma de la ecuacion general

En el caso de la circunferencia con centro en el punto (h, k) y radio r> 0, se ha encontrado
que su ecuacion ordinaria es (x - h )?+ (y - k)? = . Si desarrollamos los binomios de la
ecuacion ordinaria, obtenemos

X2 =2xh+ W+ y - 2yk + K= r?
reagrupamos términos:
X+ yt=2xh-2yk+h*+ kX-r*=0
Sihacemos D= -2h, E= -2k, F=h?+ k? - I?, se puede escribir la ecuacién como:

X+ +Dx+ Ey+ F=0 E

1

Por consiguiente, de la ecuacidn ordinaria de la circunferencia se obtiene una ecuacién
cuadratica de la forma E, alacual llamamos ecuacion general de la circunferencia. En
esta ecuacion cuadratica, C=0yA=B=1.

Ahora, cabe preguntarse si toda ecuacion cuadratica de la forma E, corresponde a una
circunferencia en el plano. Para responder esta interrogante, veamos en qué condiciones
se convierte la ecuacion cuadratica de la forma E, en la ecuacion ordinaria de una
circunferencia.
Sea

X +y'+Dx+Ey+F=0
una ecuacion cuadréatica cualquiera.

Reagrupamos y completamos los cuadrados:

(x*+ Dx) + (%)2 + (7 + Ey) + (%)2 =-F+ (%)2 + (%)Z

de donde

Indagamos

- Q
La ecuacién de una cir-
cunferencia es:
X+ Yy -2x-4x-11=0.
Encuentra la longitud de
la cuerda que esta sobre
larectax-y-4=0.

—

Sabias que...

% 2

Dos ecuaciones son equi-
valentes si tienen la misma
solucion.

Al sumar o restar a los dos
miembros de una ecuacion
el mismo nimero, no se
modifica la igualdad.

\—
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Ten en cuenta

Al dividir los dos
miembros de una
ecuacion entre el mismo
ndmero, distinto de cero,
se obtiene una ecuacién
equivalente.

0. 0, pero 2 no esta
a 0

definido.

Utiliza las TIC
~

Las calculadoras fx 9860
SDy otras programables
permiten graficar la
circunferencia y obte-
ner varios elementos
como el centro, radio,
interceptos con los ejes,

entre otros.
-

Esta ecuacidon es semejante a la ecuacién ordinaria de la circunferencia con cen-

tro en (— g - g) y radio W: = % V D?+ E2 - 4F . Pero la raiz s6lo es real si

D?+ E? - 4F > 0, en consecuencia, se tiene que:

a) siD?+E?-4F <0, suraiznoesrealy, porlotanto, no existe circunferencia asociada
en el plano cartesiano. En ocasiones se dice que esa circunferencia es imaginaria;

b) siD?+E?-4F =0, suraiz es 0y tampoco existe circunferencia en el plano carte-

siano, pues el lugar geométrico se reduce al punto (- g "= ) En ocasiones se hace

. , ! 2
referencia a este punto como un circulo de radio cero;

c) siD?+E?-4F >0, laecuacion representa una circunferencia con centro en el punto

(— g - g) y radio r= % Y D? + E? - 4F . Conviene indicar que se toma el valor positivo

de la raiz, ya que las distancias siempre se consideran magnitudes positivas.

La ecuacion general de una circunferencia en el plano es una ecuacion cuadratica
con dos variables de la forma X2+ y*+ Dx+ Ey+ F=0, siy s6lo si D* + E2 - 4F > 0.

En ese caso las coordenadas de su centro son (—g,— g) y su radio mide
LD E-iF
Ejemplo 1

Determina si la ecuacién representa una circunferencia en el plano cartesiano.
a) 3x¢+3y2-27=0

Conviene simplificar para encontrar una ecuacién equivalente en la que los co-
eficientes Ay B, los coeficientes del término en x? y el término en y?, pue-
dan igualarse a 1. Dividiendo entre 3 los dos miembros de la ecuacion tene-
mos que x*+ y? -9 =0. Porlotanto A=1,B=1, D=0, E=0y F=-9. Ahora bien,
D? + E2 - 4F = 36, por lo tanto la ecuacion representa una circunferencia con centro en

(0,0) y radio r= %M=3.

b) 6x+3y2-27=0

Dividiendo ambos miembros de la ecuacién entre 3 se obtiene la ecuacion equivalente
2x* + y2 - 9 = 0; la ecuacion no corresponde a una circunferencia, pues B = 1, pero
A=2.0bserva que para encontrar una ecuacion equivalente en la cual los dos coeficientes
sean iguales a 1, ambos deben ser idénticos en la ecuacién original.

c) 5x*+D5y?+ 10x-30x-25=0

Como los coeficientes de los términos en Xy y2 son iguales, dividimos los dos miembros
de la ecuacion entre 5 para encontrar una ecuacién equivalente en la cual estos coefi-
cientes seanigualesa 1. Tenemos que X’ + y? + 2x - bx-5=0,donde D=2, E=-6y F=-b.
Por lo tanto, D? + E? - 4F =4 + 36 + 20 = 60; la ecuacion corresponde a una circunferencia.



d) 752+ 7y’ + 14x - 28y + 77 =0

Como los coeficientes de los términos en X%y y? son iguales, dividimos entre 7 ambos miem-
bros de la ecuacién para encontrar una ecuacién equivalente en la cual estos coeficientes
seaniguales a 1, entonces tenemos x? + y? + 2x - 4x+ 11=0,donde D=2, E=-4y F=11.
Por lo tanto, D? + E2 = 4F = 4+ 16 - 44 = -24: la ecuacidn no es de una circunferencia.

® De la ecuacion general a la ecuacion ordinaria

Como hemos visto, dada una ecuacion cuadratica en dos variables, examinando sus
coeficientes se identifica si corresponde a una circunferencia.

Asimismo, mediante sus coeficientes se conocen las coordenadas de su centroy la
medida de su radio, por consiguiente, es posible encontrar su ecuacién ordinaria.

ACTIVIDAD RESUELTA

Determina si la ecuacion es de una circunferencia examinando sus coeficientes y, si es el caso, encuentra su
ecuacién ordinaria.

1. X +y?+bx-2y+5=0

Los coeficientes de la ecuacionson A=B=1, D=5 E=-2y F=5; porlotanto, D?+ E2-4F=25+4-20=9>0y

la ecuacion es de una circunferencia. Las coordenadas de su centro son (— D - E) = (— S 2) = (— o 1) y su radio

27217\"272)7 2
r=%1/DZ+E?—4F=lZW=3

5

N2+ (y - 1) = 2 es decir,

La ecuacion ordinaria de la circunferencia es (x - (- 4

NoI1O1

(X+ g)z +(y—'|)2=§L

Observa que también se llega a la ecuacion ordinaria completando directamente los cuadrados de los binomios
en xy en y que aparecen en la ecuacién general,

X+ y+5x-2y+5=0
Reordenamos los términos:
X+ 5x+y?=2y+5=0

completamos los cuadrados:
(x2+5x)+225+(y2—2y)+1 +5=2ZE’+1
factorizamos los trinomios y simplificamos términos independientes:
Sz 2
(X+ 2) +(y-1) .

Como ves llegamos a la ecuacion ordinaria de cualquiera de las dos formas. De hecho, al hacerlo de la primera
manera (analizando directamente los coeficientes), se estd usando el hecho de que ya se completaron los cua-
drados en la ecuacion general y se encontré de modo general su relacion con el centro y el radio.
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Sabias que...

N
En cada lugar o circuns-

tancia que nos encon-
tramos, debemos tomar
iniciativas, resolver si-
tuaciones y ensenar a los
demas a trabajar a crear
una mejor convivenciay a
llevar una vida mejor. El
hecho de cada dia apren-
der méas dentro del campo
de la matematica no es
para ser un erudito sino
para servir y colaborar
mejor para el bienestar
comun.

—

Ten en cuenta
Considera lo siguiente.
D+ E?- 4F
4

D"+ E - 4F

r=

N I—

2. 3 +3y?+18x-12y+7=0
Dividiendo los dos miembros de la ecuacion entre 3, se obtiene una ecuacion equi-

valente a la original, tal que los coeficientes Ay B soniguales a 1.

x2+y2+6x—4y+%=0

Los coeficientes de la nueva ecuaciénson A=B=1, D=6 E=-4y F= % )

Por lo tanto,

D?+ E?2-4F =36+ 16 —%8 = % > 0; la ecuacidén si es de una circunferencia. Las

coordenadas de su centro son (— g - g) = (— % - 4 ) =(-3,2) y su radio

2
=l 2 2 _ =1 128
rZVD+E LF 3 -

2
La ecuacion ordinaria de la circunferencia es entonces

es decir,

3. h+5y2+6x-10y+9=0

Puesto que A = B, no podemos encontrar una ecuacion equivalente en la cual
A=B=1; por lo tanto, la ecuacién no corresponde a una circunferencia.

4 gx2+ %y2+5><+10y—3:0

Ya que A= B, buscamos una ecuacion equivalente en la que A= B=1. Multiplicamos

los dos miembros de la ecuacion por % . Se tiene entonces

X+ Y2+ 2x+ by - %:O

Por lo tanto, en la nueva ecuacion equivalente A=B=1,D=2, E=4y F= —%. Ahora,
D?+ E24LF = 1—25[‘— > 0y, entonces, la ecuacién es de una circunferencia con centro en

el punto de coordenadas (— . E) = (- 2 . 4) =(-1.-2)y

2" 2 2" 2
o | D2+ E2-4F _ [124 |31
radio r—\/f —\/ 20 ~\ 5
Entonces, la ecuacidon ordinaria de la circunferencia es
(e sy 2= 2

5. X+y+x+y+1=0

Setieneque A=B=D=E=F=1. Ademéas, D?+E?-4F=1+1-4=-2<0, por
lo tanto, la ecuacion no es una circunferencia, aun cuandoA=1yB=1.



ACTIVIDADES PROPUESTAS

Determina, a partir de los coeficientes, si cada ecuacion corresponde a una circunferencia.

1. X+ -3x+5-4=0 2. X+ +8x-2y+64=0
3. 2X+y?+16=0 b X+ +8x+2y+16=0
5. X+y?+3x-4y+5=0 6. X*+3y+5x-y+27=0

Determina si cada ecuacién corresponde a una circunferencia y -si es el caso- encuentra su ecuacién ordinaria
y su gréfica.

7. L+ 4y - 16x+1b6y-4=0 8. 3xX+2/+3x-2y+16=0
2 2
9. 6X+6y+18=0 10.%(+77y+5x+5y—5=0

Encuentra la ecuacion ordinaria de cada circunferencia.

11. Con centro en (3, 1) y radio 2. 12. Con centro en el origen y radio 5.
Encuentra la ecuacion general de cada circunferencia.
13. Con centro en (2,-3) y radio 6. 14. Con centro en (0,4) y radio 7.

15. Con centro en el origen y radio 1.

Determina si la ecuacion es de una circunferencia y —de ser el caso- encuentra su ecuacion ordinaria y su grafica.

16. 6x2 + 2y - 2x -2y +5=0 17. x> + 4>+ 3x - 2y + 1 =0
18. >+ Y2+ 2x -4y + 4 =0 19. %xz+%y2+x—y+1=0
20. 6x*+ 62+ 12x-12y+8=0 21. X+ 6y +x-Ty+1=0
22. % +yP+x-y=0 23. %xz+%y2+x—y+1=0
24. 3¢+ 3y + 15x~ 12y~ 3 =0 25. gxz+gy2+%7x—§=0
26. ¥’ +7y-3=0 27. 2+ 2+ 5x+ Ty -9 =0
X2 y2

28. *+yt+x-y+2=0 29.7+7+x—1=0

2 2
30. %+y?+x+y—1=0

Dados la circunferencia que tiene como ecuacion ordinaria (x = h)? + (y - k)?= r’ y el punto P(x, y,) en
el exterior de la misma.

31. Encuentra la longitud de la tangente desde P a la circunferencia.

Se llama eje radical de dos circunferencias, al lugar geométrico de los puntos tales que las tangentes a ellas son
de igual longitud.

32. Encuentra la ecuacidn del eje radical de las circunferencias:

X+y+Dx+Ey+F =0 X+y +Dx+Ey+F, =0
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;Existe una circunferen-
cia que pase por los pun-
tos (-6,-4),(0,2), (-6,2) y
(0,-4)?

Buen Vivir

Una recta puede
determinarse por dos
condiciones:

¢ Dos puntos.

e Un puntoy su
pendiente.

Estas condiciones se
llaman independientes
porque sus valores varian
independientemente uno
del otro.

Ecuacion de la circunferencia a partir de las tres condiciones

N Encontrar la ecuacién de una circunferencia conocidos diferentes elementos.

Como ya sabemos, la ecuacién de una circunferencia estd dada en su forma ordinaria
o en su forma general. La ecuacién ordinaria es de la forma (x - h)? + (y - k)* = r*. Para
determinarla, se deben encontrar los valores de h, ky r, que son independientes.

La ecuacion general de una circunferencia es de la forma x* + y> + Dx+ Ey+ F=0, en
este caso se determinan tres valores, D, Ey F, que también son independientes.

En general, para determinar analiticamente una circunferencia, se requieren tres
ecuaciones que es posible obtener de tres condiciones independientes. En cada caso se
necesita analizar en qué forma, ordinaria o general, se representara a la circunferencia.

® Ecuacion de la circunferencia que pasa por tres puntos no colineales

Una circunferencia en el plano queda determinada por tres condiciones independientes,
por ejemplo, tres puntos A, By C no colineales, el centro de la circunferencia es la in-
terseccion de las mediatrices del tridngulo formado por los tres puntos, y su radio es la
distancia del centro a cualquiera de ellos. Cabe notar que si tres puntos son colineales,
no hay circunferencia que pase por todos, pues alguno (por ejemplo, C) estaria sobre la
cuerda que pasa por los otros dos (el segmento AB), es decir, C seria un punto interior
a la circunferencia.

Ejemplo 1
Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por tres puntos dados.
a) A(1,0), B(3,4)y C(5,3)

En primer lugar, verificamos si los puntos son colineales. Podemos comprobar gréfica-
mente que no lo son. También es posible verificar de forma analitica: la ecuacidn de la
recta que pasa por los puntos Ay B es -2x + y = -2. Sustituimos las coordenadas de C
en la ecuacion y obtenemos que -2(5) + 3=-7 = -2.

“2x+y=-2
A
y B(3, 4)
3 .
C(5,3)
2
1
A(1,0)
-2-10/2345x'

Por consiguiente, el punto C no esté en la recta que pasa por Ay B. Una vez que lo hemos
verificado, procedemos de varias maneras. Una de ellas es utilizando la ecuacion general.

La forma general de la ecuacion buscada es x? + y? + Dx+ Ey+ F=0. Por lo tanto, encon-
trando los coeficientes D, Ey F determinamos la circunferencia buscada. Si los puntos
estan sobre ella, sus coordenadas son solucion de la ecuacidn, entonces, al sustituir
en la ecuacion general se obtienen tres ecuaciones:



12402+ D)+ EQ)+ F=0 E
32+42+D3)+ E(4)+ F=0 E
52+ 32+ DB)+ EQ)+ F=0 E

Al simplificar se obtiene:

D+ F=-1 E,
3D+ 4E+ F=-25 E,
5D+ 3E + F=-34 E

que es un sistema de ecuaciones lineales de 3 x 3. La solucidén de este sistema nos da los
valores de D, E'y Fa partir de las coordenadas de los tres puntos, con ellos se determina
la ecuacion de la circunferencia buscada.

El determinante del sistema, A, y los determinantes AD, AEy AF son:

\%21‘ ]'2152” ‘%’215” ‘%2’215‘
A=153 AD=1323 1 AE=15 7304 AF=135 379
A=14-3)-03-5+19-20)=1-11=-10
AD = ~1(4 - 3) = 0(=25 + 34) + 1(=75 + 136) = =1 + 61 = 60
AE=1(=25+34) + 1(3=5) + 1(=102 + 125) = 9 = 2 + 23 = 30
AF=1(=136 + 75) = 0(=102 + 125) = 1(9 = 20) = -6 + 11= =50
por lo tanto,
_ap _ 60 _ _oE _ 30 _ _aF _ 30 _
D=50=S0=-6 E=4-20--3 Fetf=20=5

La ecuacion de la circunferencia es entonces x> + y? - 6x - 3y + 5 = 0; su centro es (3, 3’2)

- _{DQ+E?—4F_/M_ 25 _ 3
y su radio r= — 4 N4 "o

Ten en cuenta

Regla de Kramer
La solucién por
determinantes del
sistema

ax+by+cz=d,
ax+by+cz=d,
ax+by+cz=d,

estd dada por

_bx
*=A

_ by
Yy

Bz
T A

siA =0, donde

1

A=

N
N

o T o

L U Q©

[

G
¢
s

3

A = determinante del

sistema.
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Ten en cuenta

Aun cuando las
ecuaciones que

se obtuvieron son
cuadréticas, al
igualarlas, los términos
cuadrados se cancelany
se obtiene una ecuacién
lineal.

Para comprobar que el resultado es correcto, sustituimos los valores que se obtuvieron
para D, Ey Fen las ecuaciones y verificamos.

(-6) +5=-1 E, v
3(=6) + 4(-3) + 5 = -25 E, v
5(-6) + 3(-3) + 5 = -34 E, v

A partir de los valores de D, Ey F, se puede obtener también la ecuacion ordinaria de

la circunferencia. Como h=- 20 =—'—6=3; k=—'7E=—§= %,l

5 > a ecuacion ordinaria es
entonces:

(x-3P+(y-3Y =2

Como los puntos A, By C son vértices de un tridngulo, se dice que la circunferencia esta
circunscrita al tridngulo ABC.

b) A(-1,2), B(3,2)y C(2,-1) "
Nuevamente, verificamos si los puntos son coli- A 5 B
neales. La ecuacién de la recta que pasa por los y=2

puntos Ay B es y = 2. Sustituimos las coordenadas 11
de Cen la ecuacién y tenemos que -1 = 2. Por lo

tanto, el punto C no estd en la recta determinada por 1 0 / > 3 B
Ay B. Ahora, en lugar de la ecuaciéon general, usaremos I .
la ecuacién ordinaria: c

(= b7+ (y - K = 1

Sustituyendo las coordenadas de los tres puntos en la ecuacién, obtenemos un sistema
de tres ecuaciones cuadraticas:

(1-hP+@-Ki=r  E
B-h?+(@-K2=r E,
(2-h?+ (=1 - k=7 E

3

La solucién de este sistema de tres ecuaciones nos daré los valores de h, ky rque
determinan la ecuacion ordinaria de la circunferencia que pasa por los tres puntos.

Desarrollamos los cuadrados y simplificamos:

h?+2h+ k:-4k+5=1r E,

4

h?-6h+ Kk -4k+13=r" E

5

h? - 4h+ k2 +2k+5=1r E,

6

Aligualar E, y E, se tiene que

h?+2h+ k2 -4k+5=h2-b6h+ Kk -4k+13



simplificamos:
8h=8—=h=1
Sustituimos h =1, en las ecuaciones E, y E,, las igualamos y simplificamos:

K2—bk+8=k +2k+2—=k=1

Sustituimos los valores h =1y k=1 en una de las ecuaciones originales para obtener
elvalorde r=+5.

Por lo tanto, la ecuacidon ordinaria de la circunferencia es
(x=1Y+(-17%=5
y su ecuacién general,

X+y =2x-2y-3=0

Podemos verificar que la solucidn es correcta hacien-
do una grafica o bien, sustituyendo las coordenadas
de los puntos dados en una de las ecuaciones de la
circunferencia.

En algunos problemas los tres puntos por donde pasa
una circunferencia se dan indirectamente, por medio de
las intersecciones de diferentes lugares geométricos.
En el ejercicio siguiente dos de los puntos estan dados
por la interseccién de circunferencias.

Ten en cuenta

Las coordenadas de un
punto P cualesquiera se
pueden escribir

Px.y), P=(x.y),

o simplemente (x, ).

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto P(10,2) y la interseccion de las circunferencias
X+ = 2x—-by-20=0;4xX + 4y’ - bhx - 16y + 144 = 0.

En primer lugar dividimos la segunda ecuacién entre 4, para obtener una ecuacién equivalente en que los co-
eficientes de xy y sean iguales a 1. Ya que queremos encontrar las coordenadas de los puntos de interseccion
de las circunferencias, es decir, los puntos cuyas coordenadas satisfacen las dos ecuaciones, igualamos estas
Ultimas para obtener una nueva:

X+ =2x-4y-20=x2+y2 - 1bx-4y+ 36
simplificamos y obtenemos
X=4

Observa que los términos cuadraticos se eliminan entre si, pues sus coeficientes son iguales. En general se
obtiene una ecuacion lineal en xy y, pero en este caso, el término en y también se elimina porque su coeficiente
esigual en las dos ecuaciones.

Sustituimos, en alguna de las ecuaciones originales, el valor obtenido para x:
L+ 2 - 24)-4y-20=0
simplificamos:
Y —-b4y-12=0
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Esta ecuacion tiene dos soluciones: Y, = 6, Y, = -2. Como ambos valores corresponden al valor x = 4, los puntos
de interseccion de las dos circunferencias son A = (4,6) y B = (4,-2). Por lo tanto, el problema se reduce ahora a
encontrar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A4, 6), B(4,-2)y P(10, 2).

xz+y2—2x—4y—20=0y

Al sustituir las coordenadas de los puntos en la ecuacién general de la circunferencia y simplificar se obtienen
tres ecuaciones:

4D+ 6E+ F=-52 E

1

4D - 2E+ F=-20 E

2

10D+ 2E+ F=-104 E

3

La solucién de este sistema, que nos da los valores de D, Ey F, determina la ecuacién de la circunferencia.

El determinante del sistema, A, y los determinantes AD, AEy AF son

L b6 1 -52 6 1
Az‘é 3 ”:48 AD:‘-_E& 3 1‘:'544

4 -52 1 4 6 -52
S BIEEPERVIRE ¥ (e

De donde,

b, _-548 _-34 b, _-192 b, _ 832 _52
D= = E="t -4 F=3 %

Por lo tanto, la ecuacidn general de la circunferencia es:
X2+ Yt - %X—4y+
y su ecuacién ordinaria es

by, (y_ 9169
=P+ ly-2r=-

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Determina la ecuacion ordinaria y general de la circunferencia que pasa por los tres puntos. Traza su gréfica.

2. (1,1),(2,2)y(@3,5) 3. (2,-1),(-4,1)y(-8,-3)
4. (8,-4),(12,0)y(8,-10) 5. (0,1),(8,5y(-1,3)
6. (-6,-4),(0,2)y(-6,2) 7. (5,-6),(12,3)y (6,-9)

Determina la ecuacién ordinaria y general de la circunferencia que pasa por el punto dado y la interseccion de
las circunferencias.

8. X+ )y —4x-36=0;x+y-12x+4y+20=0; P(-2,-8)
9. X*+y’-8x+2y-8=0;x2+y*-20x-4y+ 64 =0; P(-6,-4)




Ecuacion de circunferencias determinadas por varias condiciones

Encontrar la ecuacion de una circunferencia conocidos diferentes elementos. Rg

® Ecuacion de circunferencias determinadas por varias condiciones

Las tres condiciones independientes que se requieren para determinar una circunfe-
rencia no necesariamente deben darse de manera directa en términos de tres puntos
por donde esta pasa. Existen otras condiciones que la determinan: de hecho, cuando
en la primera leccidn se estableci6 la circunferencia que pasa por dos puntosy tiene su
centro en una recta dada, o bien, la circunferencia que pasa por un puntoy es tangente
a una recta en un punto dado, encontramos circunferencias determinadas por tres
condiciones independientes.

En ocasiones, tres condiciones establecidas determinan dos o méas circunferencias que
satisfacen las condiciones dadas, en vez de una Unica circunferencia.

Ejemplo 1

Encuentra la ecuacion ordinariay general de las circunferencias y construye su grafica.
a) Estangentealarecta3x+4y+3=0enelpunto(-1,0); suradio mide 5 unidades.

Como tenemos el valor del radio, basta con encontrar el centro de la circunferencia para
determinarla. Sean (h, k) las coordenadas del centro; para que la circunferencia sea tan-
gente a la recta, la distancia de su centro a la recta 3x+ 4y + 3 =0, debe serigual al radio,
es decir, igual a 5. Por lo tanto,

_Bh+dk+3l L ap . skm 22 E,

19 + 16
Observa que la ecuacion E, en realidad se conforma por dos ecuaciones, una para el valor positivo
de 22y otra para -22. Llamemos E, a la ecuacion obtenida para el valor positivo de E,,
y E, a la que se consigue para el valor negativo de E,.

5

Se tiene ademas que (h + 1)?+ k?= 25, ya que la circunferencia pasa por (-1,0) y su radio
esigualab.

Desarrollamos los cuadrados y simplificamos:

h?*+ 2h + k? = 24 E,

4

Si consideramos el sistema formado por las ecuaciones E, y E,,

3h+b4k=22 E.

2

h?+2h + k? = 24 E,

4

su solucién determina las coordenadas del centro de una circunferencia, que es tangente

; 22-3h
alarecta3x+4y+3=0ypasapor(-1,0). De E, se tiene que k = ““=

Sustituimos el valor de k en la ecuacion E,:
W+ 2h+ (2207 =24 — W~ bh+4=0—>(h-2?=0—>h=2
Por lo tanto, sustituyendo el valor de h en la ecuacion E, setiene que k=4

Resolviendo el sistema de ecuaciones E,y E, obtenemos h = -4, k = -4. Tenemos en-
tonces dos soluciones: h, =2, k, = 4; h2 = -4, k2 = -4. Es decir, hay dos circunferencias
que cumplen las condiciones dadas.

Ten en cuenta

Dados un punto A(h, k) y
una recta con ecuacion

Ax+ By+ C=0,

la distancia de Pa

la recta esigual a la
longitud del segmento
perpendicular a la recta
por P. Esta dada por

d= Ah+Bk+C
Esta expresion es
equivalente a:

g=Ah+Bk+C

+ A2+ B2
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Ten en cuenta

Para determinar la
interseccion de dos
lugares geométricos,

se encuentran las
soluciones comunes a
sus ecuaciones, es decir,
se resuelve el sistema
constituido por sus
ecuaciones.

Siab=0, entonces a =0,
ob=0,0

a=b=0

3x+4y=-3

<Y

=16 -12 -8 -4 4 8

-8 (x+ 42+ (y+4)? =25

Las ecuaciones ordinarias son
(x=22+(y-4)r=25 (x+4)+(y+4)?=25
Las ecuaciones generales son

X =2x+y -8y-5=0; x*+8x+y+8y+7=0

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Pasa por la interseccién de la recta x + y - 2 = 0 y la circunferencia
X2+ -bx-2y+4=0,yes tangente a larecta -2x+ y-1=0.

Encontramos la interseccion de la recta y la circunferencia; para ello, resolvemos
el sistema de ecuaciones.

x+y-2=0 E

1

X+ -bx-2y+4=0 E

2

Despejamos x en la ecuacion E:

X=2-y E

3

2x+y-1=0

Sustituimos este valor en E,;: Xty - bx=2y+4=0
Q-yP+y -42-y)-2y+4=0
de donde,

y-y=0—=yy-1=0

Entonces, -1/ 0 1 2\%
v, =0 y,=1 i1

Sustituimos estos valores en E3,

<Y

x1=2; x2=1

Los puntos de interseccion de la recta y la circunferencia son entonces A(2,0) y B(1, 1).

Ahora, sélo resta encontrar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos
A(2,0)y B(1,1), y es tangente a la recta -2x+ y- 1 =0.

Sea O(h, k) el centro de la circunferencia que buscamos; la distancia de O a los
puntos Ay B, debe serigual al radio, por lo tanto,

=2+ K =/(h=17+ (k- 1) E,
elevamos al cuadrado para eliminar las raices y simplificamos:
h-k-1=0 E

5
Como la circunferencia es tangente a la recta -2x+ y - 1=0, la distancia de su centro

a la recta debe serigual al radio, es decir,
2h + k-1
oy, = TR 1 E
J(h- 272+ k Rl 6



Como la circunferencia es tangente a la recta -2x+ y- 1 =0, la distancia de su centro
a la recta debe serigual al radio, es decir,
T 27+ K =‘3’74+# E,
+
elevamos al cuadrado para eliminar las raices:

(h-27+ Kk = W
desarrollamos y simplificamos:
h? + 4k? + bhk - 24h + 2k + 19 =0 E,
Sustituimos, en la ecuacion E,, el valor de h obtenido en E;y simplificamos:
9k?-16k-4=0 E,

Resolvemos la ecuacion:

Al sustituir los valores de k, y k, en la ecuacion E,, se obtienen los valores de h, y h,:

7
h,=3 h,= 9
Por consiguiente, hay dos circunferencias: una con centro 01(3,2) y otra con centro
cl|10_2

2( 2 9
El radio de la circunferencia con centro en C1 esr = J/5; el radio de la circunferencia

. Para determinar el radio de cada una se usa algin miembro de la ecuacién E,.

con centro en C2 esr, =—”g5. Por lo tanto, en su forma ordinaria las ecuaciones de

las circunferencias con las condiciones pedidas son

(x= 3V +(y-27=5

YA
+y-2=0
4.

2x+y-1=0
eI

Sus ecuaciones generales son

X4yl —bx-4x+8=0

X+y —bx-4y+8=0

14 4

X2+)/2—§X+§ —E%:O X+y fhx-2y+4=0
Nuevamente tenemos dos soluciones -2
para las condiciones dadas. Esto se A
debe a que existen dos soluciones para | X+ 5y-g7=10

la ecuacion cuadratica E,.

Buen Vivir

r

La comunicacion es indis-
pensable para mantener
las buenas relaciones

en todos los dmbitos de
nuestra vida, particular-
mente en la familia, el
colegio y con personas
cercanas o companeros de
estudio. En el caso parti-
cular de la matematica, es
conveniente comunicar los
resultados obtenidos en la
solucion de los problemas.

—

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Encuentra las circunferencias, determina sus ecuaciones y construye su grafica.
1. Estangente alarecta x-2y=0en el punto (8,4)y su radio es 6.
2. Estangentealarecta3x-y+6=0enelpunto(0,6)y suradioesV40.

3. Pasa por lainterseccion de la circunferencia x? + y? - 8x - T4y + 40=0y
la rectax -4 =0, yestangentealarecta-7x+y+6=0.

4. Pasa por los puntos de interseccion de la circunferencia x? + y? = 18x - 2y+ 72 =0y
la recta 48x + 16y - 352 =0, y es tangente a la recta -x + y+ 2 = 0.
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Aplicamos

Conicas. La circunferencia

P Interpreta y resuelve
AnaLIZA

1. Determina si cada afirmacion es verdadera (V) o

falsa (F).

a) Una recta secante a una circunferencia corta
la circunferencia en dos puntos.

b) Una recta tangente y una secante a una
circunferencia se pueden intersecar en tres
puntos.

c) Dos rectas secantes a una circunferencia pue-
den intersecar a la circunferencia en cuatro
puntos.

d) Si dos segmentos tangentes a una misma
circunferencia se intersecan en el exterior de
la circunferencia, se puede afirmar que los
segmentos tienen la misma medida.

pCalcula

EJERCITACION

©2. Calcula la ecuacion de las siguientes circunferen-

cias.
a) 7 b) |
0 X
2 A
C
0| 2 X
B

c) De centro C(2, —3) y pasa por el punto P(5, 1).
d) De centro el punto C(5, —2) y tangente al eje
de abscisas.
RazoNAMIENTO

e 3. Determina el centro y el radio de la circunferencia
que pasa por los puntos A(0, 0), B(0, 2) y C(2, 4).

4. Confirma si las siguientes ecuaciones representan
una circunferencia. En caso afirmativo, dibujalas e
indica el centro y el valor del radio.

a) ¥+ y2—4hx+6y+9=0

b) ¥+ )?—2x+2y+3=0

¢ 2x + 2y —6x=10

d X+ y?+2x+2y=0
MopELa

5. Halla la posicion relativa de cada punto y de la
circunferencia x> + y? — 4x — 2y — 20 = 0.

a) A(5, 9)

CaLcuLa

b) B(3, 3) c) C(—4,3)

6. Calcula la méaxima y la minima distancia del punto
P(5, 2) a la circunferencia:

X+ y?+6x+8y=0

e7. Para cada caso, estudia la posicién relativa de la
recta con la circunferencia que se indica.

a) 2x+y+1=0con ¥+ y?—4bx+6by+9=0
b) x—2=0con ¥+ y?—=2x+2y+1=0
¢ x+7y=30con ¥+ y?2—10x=0

RAZONAMIENTO

8. Halla en funcién del pardmetro positivo a, la po-
sicién relativa de la circunferencia de ecuacién
(x = 2) + y?> = ay la recta de ecuacion y = x.

»Entrena
RazoNAMIENTO
9. Estudia la posicion relativa de la circunferencia

2 + 22 —bx—by+7=20
con cada una de las siguientes circunferencias.
2 + 2 — —
a) X+ y .
b) 2x* + 2y? =5
o X+ y?—2x—-3y+3=0
d X+ y"—-3y+2=0
CaLcuLa

10. Calcula la potencia de cada punto respecto de la
circunferencia indicada y sefala su posicion relativa.

a) P(1,3) y 8xX¥ +8y? — 79x — 32y + 95 = 0
b) P(1, =) y 2x + 2y? — x =0
¢ PG, 3y xX+y?—7x—8y=0
ReSUELVE
o 11. Encuentra la ecuacion ordinaria de la circunferencia.
a) Con centro en (-2,-1) y radio /10.
b) Con centro en el origen y radio 4.
¢) Con centro en (-5,8) y radio 3/2.

CaLcura

#12.Encuentra el centro y el radio de cada circunfe-
rencia.

a) X +y’=23

A X+ (y+12=17

d ¥+ =5

COMPLEJIDAD: @ Bisico Mebio @ AvANZADO



RAZONAMIENTO

#13.Determina la ecuacién ordinaria de cada circun-
ferencia y construye su gréfica.

a) Los puntos (-4,-1) y (-2,3) son extremos de
uno de sus didmetros.

b) Los puntos (-2,3) y (ZZ,—A) son extremos de
uno de sus didmetros.

c) Pasa por los puntos (5,-2) y (1,2), y tiene su
centro en la recta 2y - x+ 1 = 0.

d) Pasa por los puntos (-3,4) y (-2,2), y tiene su
centro en la recta 3x + y- 15 = 0.

14. Determina si cada circunferencia es simétrica res-
pecto a los ejes y al origen.

a) (x+ 32+ (y-1/37=9
b) (x- 17+ =16
Q) X2+ (y-57=5

15. Determina la ecuacion ordinaria de cada circun-
ferencia y traza su gréfica.
a) Pasa por el punto (5,4) y es tangente a la
recta 2x+ by - 5 =0 en el punto (5,-1).

b) Pasa por el punto (6,2) y es tangente a la
recta x+ 2y - 4 = 0 en el punto (4,0).

p Consolida

16.Con centro en (3,1) y radio 2.

17.Con centro en el origen y radio 5.

El programa Geogebra nos ayuda en el estudio del
circulo ya que nos permite graficar los diferentes ca-
sos de esta conica.

Para hallar la ecuacion de una circunferencia da-

18. Encuentra la ecuacién general de cada circunfe-
rencia.

a) Con centro en (2,-3) y radio 6.
b) Con centro en (0,4) y radio 7.

c) Con centro en el origen y radio 1.

P Comunicacion de ideas

19. Determina si la ecuacidn es de una circunferencia
y, de ser el caso, encuentra su ecuacion ordinaria
y su grafica.

a) 6xX2+ 272 - 2x-2y+5=0
b) 4x’ + 4+ 3x—2y+1=0
O X2+ P+ 2%x-by+b=0

d) 6X + 67 + 12— 12y+8=0
@ X+bf+x—Ty+1=0

)l X¥+yY+x-y=0
MobELA
Dados la circunferencia que tiene como ecuacion or-
dinaria (x - h)? + (y - k)?= r* y el punto P(x,, y,) en
el exterior de la misma.

@ 20. Encuentra la longitud de la tangente desde P a la
circunferencia.

Se llama eje radical de dos circunferencias, al lugar
geométrico de los puntos tales que las tangentes a
ellas son de igual longitud.

e 21.Encuentra la ecuacion del eje radical de las cir-
cunferencias:

X+y+Dx+Ey+F =0
X +y +Dx+Ey+F =0

mos clic en este boton

Seleccionamos cudl es el tipo de circunferencia que
se quiere, en este caso la circunferencia dados su
centro y uno de sus puntos.

Una vez seleccionada la circunferencia procedemos
a senalar el centro A(2, 2), y un punto B(0,1).

El programa dibuja y también nos da la ecuacion

[Arcmvo Edita Vista Opciones Hemanjentas Ventana Ayuda
DEEEEVERNSE0
g ) ) 3 7 ) 3 J )
84

» Vista Algebraica » Vista Grifica
= Cénica
U oCix-2P+(y-2F=5
= Punto
@ a=22 A
@ B=(0,1)

de la circunferencia.




Resolvemos problemas

Etapas en la solucidn de problemas ]

La informacién presentada en una situacion se puede organizar por medio de Para resolver .
tablas de datos, para ser luego analizada como estrategia en la resolucién de un problema debes:
los problemas. Es importante elegir en principio las variables que se van a Comprender el enunciado

. . P
relacionar en la tabla para construirla de forma adecuada. Ejreocpucg?ruinp?[an
an

Revisar la solucidn

1 ~ ACTIVIDAD RESUELTA |

Problema
El radar de un aeropuerto envia informacién por medio de ondas
sonoras a los aviones que se encuentran en un radio de 4 kiléme-

tros alrededor del aeropuerto. Si se sitla el radar en el centro de T

un plano cartesiano con los ejes hacia los puntos cardinales y de VAREP \

escala 1 kildmetro como lo muestra la figura, encuentra cuatro o -
puntos maximos a donde llegue la informacién. ;Coémo se puede \ /

hallar cualquier punto maximo de alcance para los aviones? Propdn . un>

algunos ejemplos.

Comprender el enunciado del problema.

El radio de 4 kildmetros determina puntos de corte de la circunfe-

rencia con los ejes.

e Con la grafica se establecen algunos puntos maximos del radar como, por ejemplo, los puntos
(4, 0), (=4, 0), 0, 4) y (0, —4).

Proponer un plan

Para encontrar la coordenada de un punto maximo de alcance para los aviones, es decir, que esté
sobre la circunferencia, se debe plantear la ecuacion general de la misma. Para ello se parte de la
ecuacion general que corresponde a (x — h)? + (y — k> = Py se reemplazan los valores conocidos en
la ecuacion. Como r = 4y C(0, 0)

Ejecutar el plan
(x =02 + (y — 07 = 42
Se eliminan los paréntesis y se obtiene:
X+ yr =16

Ahora, para obtener las coordenadas de cualquier punto maximo de alcance, se reemplaza el valor
deseado de x € [-4, 4] en la ecuacidon para hallar el valor de y; asi, por ejemplo, si se quiere conocer

el méximo alcance cuando se estd a 3 kildmetros al oeste, se sustituye el valor x = =3 (el signo es
negativo porque el oeste estd a la izquierda del origen de coordenadas) en la ecuacién obtenida: _—
(=3 + y2 =16 _

Despejando y, se tiene:
y? = 7 kildmetros?

De donde y = ++7 kilémetros. De acuerdo al signo que se tome, la posicién cardinal cambia.

Revisa la solucion

R/ Para establecer los puntos méaximos de alcance de la onda del radar, se utiliza la ecuacion x> + y? = 16,y se
ordenan los resultados en la tabla de la siguiente forma:
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Posicion Posicion
VALOR EN X VALOR EN VALOR EN X VALOR EN
CARDINAL CARDINAL
4 0 Este 2.6 Noreste
4 Norte 3 —-2.6 Sureste
—4 0 Oeste -3 —2.6 Suroeste
0 —4 Sur -3 2.6 Noroeste

2 ~ ACTIVIDAD RESUELTA |

Problema

cuentra su centro y radio.

1; se obtiene que D=4, E=4, F=1. Entonces,

2" 2
Su ecuacidén ordinaria es (x + 2)2 + (y+ 2)2 = 7.

Determina si la ecuacion 3x% + 3y? + 12x + 12y + 3 = 0 corresponde a una circunferencia. Si es el caso, en-

Comprende el enunciado del problema y resuelve
Dividimos la ecuacion entre 3 para obtener una ecuacion equivalente con coeficientes de x?y y? iguales a

D'+ B2~ 4F =42+ 47 - 4(1)=28 > 0

por lo tanto, la ecuacion si es de una circunferencia.

Las coordenadas de su centro son (— b E) =(-2,-2)y suradio r= % VD + E? - 4F = %@ = % =47.

3 ~ ACTIVIDAD RESUELTA |

Problema

Al sustituir las coordenadas de los puntos en la ecua-
cion general se forma un sistema de tres ecuaciones.
Al resolver el sistema se obtiene que D = -20;
E=-8; F=96. En este caso las coordenadas del

centro son (10,4) y el radio es 420 .

Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (6,6), (12,0) y (6,2).

Comprende el enunciado del problema y resuelve

g‘\ X+ Y= 20x-8y+96=0
6 A
4 <(10,4)
2 B
C -
20 2 4 6 8 T0 12 14 16 18 20 x

Aplica la estrategia)

1. Dada la circunferencia ¥ + y> — by — 16 = 0
y la recta 4x + 3y = 34.

a) Busca el centro y el radio de la circunferen-
cia y la distancia del centro a la recta.

b) Resuelve el sistema de ecuaciones formado
por la circunferencia y la recta y compara
el resultado con el del literal a.

2. Las trayectorias de dos particulas se descri-
ben mediante las circunferencias x> + y? = 4y
x* + y? = 10x + 16 = 0. Halla la posicion relativa
de las trayectorias. ;Es posible que las particulas
se encuentren?

3. Estudia la posicion relativa de las circunferencias.
X+ y?’—6bx+8/ —25=0;,x¥+y>?—1=0

¢Qué tipo de circunferencias son?
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Ponemos a prueba destrezas

PROBLEMAS PARA APLICAR

Resuelve y senala la respuesta correcta.

1. ¢Cudles son el centro y el radio de la circunferencia
con ecuacion ordinaria (x + 5)2 + (y - 2)? =% ?

a)(-5,2)yr= % b) 5,2y r :‘/7?
(-52)y r=‘/7?

i Cuales son el centro y el radio de la circunferencia con
ecuacion general 4x% + 4y + 8x +12y - 4 = 07

7 b (-1, 3)y r=07

—

a)(-2-3)yr=", > -
9(23)y f=‘/17_7

2. ;Cual es la ecuacion general de la circunferencia
con centro en (-1,2) y radio 5?

a)xX+yY-x+2y+5=0
b) > +y +2x-4y-20=0
O X+y-% +y-20=0

3. ¢Cualde los siguientes puntos no pertenece a la cir-
cunferencia cuya ecuacion es x? +y? + 2x - 4y - 20 =07?
a) (-5,5) b) (-5,1)
o) (-4,6) d) (-4,-3)

4. Resuelve con un companero el problema.

Encuentren la ecuacion de la circunferencia que pasa
por los puntos de interseccion de las circunferencias
X+y -bx+2y-20=0;x*+y>+2x-y-20=0,ycon
centro en larecta 2x-y=12.

X +y +2x-y-20=0

X+ Yy —hx+2y-20=0

26—y +12=0

Resuelve. Explica el procedimiento que seguiste para
obtener el resultado.

5. Determina en cada caso si la ecuacion corresponde
a una circunferencia. Si No

a) 4x+ 4y + 12x+8y-4=0
b) *+y+x+y-4=0
€ 4 -4y +12x+8y-4=0

6. Determina la ecuacion general de la familia de cir-
cunferencias concéntricas con la circunferencia
X2+ y?+2x-y=20.;Qué valores de la ecuacion ge-
neral cambian para las diferentes circunferencias?
¢Cuadles se mantienen constantes?

7. Determina la ecuacion ordinaria de la circunferencia
cuyo centro se encuentraenlarectabx+y=12yes
tangente a larecta x- y+ 8 =0 en el punto (-4, 4).

8. Muestra analiticamente que no se intersecan las
circunferencias x* + y> - 8x - 4y - 12 =0;
X +y?-8x-8y-96=0.

9. Muestra analiticamente que el cuadrilatero ABCD
es inscriptible, es decir, que los puntos A(-3, %),
B(8,8), C(8,-4) y D(0,-4) estan sobre una misma
circunferencia.

10. Una banda se ajusta estrechamente alrededor
de dos poleas circulares cuyas ecuaciones son:
(x+4)2+(y-2)?=9 y x¥*-10x+y?>-8y+32=0. ;Cual
es la longitud de la banda?

/

11. ¢Cual es la ecuacion de la circunferencia concéntrica
con lade ecuacion X2+ y? - 6x+2y- 6 =0,y qué pasa
por el punto (-3, 4)?

12. Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por el
origeny tiene su centro en el punto de interseccién
de las rectas:

x=2y-1=0,y,x+3y-6=0




Matematica en contexto

Algo sobre el Universo

Durante mas de 20 siglos se ha avanzado en el conocimiento
del Universo, desde los modelos que suponian a la Tierra en
el centro, pasando por el de Copernico, con la Tierra y los
planetas girando alrededor del Sol en orbitas circulares, y
finalmente por el modelo de Kepler, que considera drbitas
elipticas y al Sol en uno de sus focos.

Este ultimo modelo establecio6 la forma y el movimiento de
nuestro sistema planetario, pero el Sol es sé6lo una estre-
la de un enorme conglomerado de estrellas y nubes de
gas que integran la galaxia conocida como Via Lactea. Por
mucho tiempo se supuso que el Sol era el centro de esta
galaxia, pero a principios del siglo XX se proporcionaron
las bases cientificas para demostrar que no era asi. Se
calculd, ademds, que nuestra galaxia es so6lo una entre
cientos de miles de millones.

Pero jCémo conocemos muchas de las caracteristicas del
Universo si es tan inmenso? Las estrellas, como el Sol,
emiten luz y radiaciones. Estas se perciben con telesco-
pios y radiotelescopios, estos ultimos, en lugar de captar
y medir la luz visible emitida por los objetos del Universo,
reciben las ondas de radiofrecuencia que producen.

La teoria de la gravitacion universal, la de la relatividad,
la mecanica cuantica y la teoria electromagnética son al-
gunas de las teorias cientificas que ayudan a interpretar
muchos fendmenos del Universo, ademas de tener otras
aplicaciones.

Aun cuando actualmente se sabe mucho sobre el Universo
y hay teorias aceptadas por la generalidad de los cientifi-
cos, falta todavia mas informacién por conocer y confirmar.

o Experimentando con los circulos

| Construye un circulo de cartony mide la distancia
del centro al borde. Enrolla un trozo de cordel
alrededor del contorno del circulo. Desenréllalo
despuésy midelo. Divide la segunda cantidad entre
la primera y anota el resultado. Puedes repetir el
experimento con circulos de distintos tamanos.
. Qué puedes decir de los resultados que obtienes?

Razonamiento lo

e
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Resuelve y subraya la respuesta correcta.

La ecuacion de la circunferencia de centro C (-4, 1) y radio
3 es:

a) X +y? -8x+2y+16=0
b) X’ +y? -8x-2y+16=0
X +y -8x-2y+8=0
d)x?+y? -8x+2y-9=0

Identifica la conica, determina sus elementos y grafica.
a) XX+y? =25 b) x? +y? - 4x+ by -36=0

Los extremos del didmetro de una circunferencia son
los puntos A(-5, 3) y B(@3,1). ;Cual es la ecuacion de la
circunferencia?

a)xX2+y -2x-4y-12 =0

b) X’ +y -2x-2y+12=0

X2 +y - 2x+4y+12=0

d) X’ +y +8x+4y-12=0

Escribir la ecuacion de la circunferencia de centro (3, 4)
y radio 2. Grafica

a) x> +y -bx-8+21 =0

b) 2¢ +2y - bx-8y+21=0

) xZ+y —bx+4y+21=0

d) x> +y -6x+12y-21=0

Calcula la ecuacion de la circunferencia que tiene su
centro en (2, -3) y es tangente al eje de abscisas. Grafica.
a)x’ +y —4x+4=0 b) x* +y? —4x+ by +4=0
X2 +y —bx+6by-9=0d)x’+y +6bx-4by-6=0

Autoevaluacion

- Valoracion
Descripcion

Siempre | Aveces | Nunca

Reconoce las cénicas como
conjuntos de puntos del plano
cuyas coordenadas satisfacen una
ecuacion cuadratica. (1 - 2)

Identifica una cénica a partir de su
gréafico. (3 - 4)

Determina la ecuacion de la
circunferencia a partir de sus
parametros. (3 - 4)

Grafica una circunferencia dada
su ecuacion cartesiana.
(8-4-5)
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Conicas. Parébolas,
elipses e hiperbolas

Bloque: Algebra y geometria

Las curvas conicas tienen una gran importancia en la Arquitectura, son aplicadas
como composicion de volimenes y también como limitadores de espacios arqui-
tectonicos. Su forma permite disefiar obras con una buena resistencia estructural,
estética y su uso se observa en puentes, escaleras, clpulas, estadios entre otros.
También las vemos en la caida de agua de las piletas, en las olas del mar y en otras
manifestaciones de la naturaleza.

=> Reconocer a las cénicas a través de la
ecuacion que las representa.

Encontrar la ecuacién de las conicas cono-
cidos diferentes elementos.

éQué sabes? i Hallar la gcu.alcién de l,as.cénicas con base
S a la descripcién geométrica.
En el médulo anterior aprendiste sobre las =5 : Reconocer una cénica degenerada y el lu-
ecuaciones y propiedades de la circunfe- & "I 3 gar geométrico que representa a partir de
rencia, puedes determinar el centro, radio ¥ ~7.J la ecuacién que se describe.
y demas elementos que la constituyen. En 4
este mddulo vamos a ampliar nuestro es-
tudio a la parabola, elipse e hipérbola, co-
nicas de gran importancia en la arquitec- Resolver problemas de fisica utilizando las
tura, Optica, fisica, biologia e informatica. ‘ conicas y sus propiedades.

A AAS

Representar y analizar cénicas con la ayu-
da de las TIC.




El Buen Vivir

El entorno en que vivimos

Si observamos a nuestro alrededor, las edi-
ficaciones, las casas, los parques, puentes y
demas estructuras tienen formas curvas y rec-
tas. En la actualidad y para atenuar la rigidez
de las formas se aprovechan las reglas de la
cromoterapia para contribuir tanto al aspecto
ambiental como a la necesaria armonia de los
seres humanos.

e ;Qué formas curvas o conicas observas en
las edificaciones aledanas a tu colegio?

e |ndaga jqué es la cromoterapia?

e ;Como la utilizacion de los colores en la vivien-
sayudtara mejorar la calidezg . ogar?

MRS

Iniciemos

% Activacion de conocimientos previos

Conoces que una coénica es la secciéon obtenida
al cortar un cono por un plano, esta es la defi-
nicion mas clasica, luego se dijo que es el lugar
geométrico de los puntos que verifican una de-
terminada relacion de distancias. Ahora, observa
los cortes del plano con el cono y enuncia el
nombre de la conica generada.

b k -
e o -
%

Reconocer los diferentes tipos de cdnicas y utilizarlas en problemas de aplicacion a la fisica y a la astronomia.

e Encontrar los elementos de una conica a partir de su ecuacién y, reciprocamente, determinar ecuacio-
nes de conicas a partir del conocimiento de sus diferentes propiedades.

" .-,T VF- -—
-,a.\k\



La parabola y sus ecuaciones ordinarias

Ten en cuenta

e Para calcular la distancia
del punto P(x,,y,) al
punto Q(x,, y,) usamos
la formula

d(P, Q) =\(x, = x, Y +(y, -y,

e Para calcular la distancia
de la recta
F:Ax+By+C=0
al punto A(r, s) usamos

la formula
|Ar + Bs + C|
AP D=

N Reconocer una parabola a través de la ecuacién que la representa.

Indagamos
00— \
Encuentra una ecuacién adecuada en dos variables (x,y) para describir un lugar
geométrico que contenga los puntos de la siguiente tabla.
0 100 200 300 400 500 600
0 12,5 50 1125 200 3125 400
—

En anos anteriores, definimos a la parabola como la curva que se obtiene al graficar
una funcion cuadratica. A lo largo de esta leccidn, ampliaremos nuestro conocimiento
de las pardbolas estudiando algunas de las propiedades que presenta su muy particular
geometria. Asimismo, desarrollaremos competencias para su representacion algebraica
y grafica.

® La parabola como lugar geomeétrico

Existen varias formas de definir o caracterizar una parabola. Una de las alternativas
para construirla es a partir de un punto fijo, al que llamamos foco, y una recta fija, a la
que denominamos directriz.

La parabola es el lugar geométrico formado por los puntos P(x,y) del plano car-
tesiano tales que equidistan de un punto fijo F (foco) y una recta fija D (directriz).

Entonces, P(x,y) pertenece a la parabola siy solo si d(P, F) = d(P, D).

Ejemplo 1

Encuentra la ecuacion en dos variables que debe cumplir cualquier punto P(x,y) de la
pardbola generada por el foco F(2,1) y la directriz x - 2y + 14 = 0.

Sea P(x,y) un punto cualquiera de la pardbola. Comenzamos calculando la distancia
del punto P al foco F, usando para ello la férmula para la distancia entre dos puntos:

d(P, F) =x, - x,7 + (y, - y,)’
AP, F) =\lx— 27 + (y- 12

Después, usamos la formula para la distancia de un punto a una recta y calculamos la
distancia de P a la directriz D.

_ 1AxBy+Cl
d(P,D) = ST

CIx =2+ VAL x -2y + 14]

S Jay+r 5

d(P,D)

Si Pes un punto de la parébola, entonces las distancias al foco Fy a la directriz D deben
seriguales.

7 _ Ix-2y+14]

5

d(P,F) = Y(x, - x)” + (y, - y) = d(P,D)



Por dltimo, elevamos al cuadrado y simplificamos de manera que un miembro de la
ecuacion sea cero:

(/5 x =2+ (y - 17) = (Ix = 2 + 141

WBY W= 27 + (y = 17)= (x = 2y + 14)(x - 2y + 14)

(B)YX2 = hx + b+ y2 = 2y + 1) = x2 = 2xy + 14x = 2xy + 4y? — 28y + Vhx — 28y + 196
5x2 = 20x + 20 + 52 - 10y + 5 = x> — 4xy + 4y? + 28x - bby + 196

bx2+ bxy + y? - 48x + bby - 171 =0

Por lo tanto, todos los puntos P(x, y) de esta pardbola cumplen con la ecuacion anterior.

® La parabola como figura

Para estudiar las ecuaciones cartesianas, primero conviene analizar el aspecto grafico
o visual de todas las parabolas.

En la figura ilustramos el trazo de la parabola con foco Fy directriz D.

Si trazamos la perpendicular a la directriz que pasa por el foco, observamos que esta
recta debe ser el eje de simetria £ de la parabola.

Ubicado sobre el eje de simetriay a la mitad de la distancia entre el foco y la directriz,
se encuentra el vértice V, que es un punto muy importante de la parébola.

Por Ultimo notamos que, al igual que el vértice, los puntos simétricos Ay B estan a la
misma distancia del foco y de la directriz, por lo tanto, estos cumplen la propiedad que
define al lugar geométrico y deben estar ubicados sobre la pardbola. Al segmento AB
se le conoce como el lado recto (LR) de la parabola y es una referencia para bosquejar
réapidamente su grafica con la curvatura adecuada.

Directriz [

ACTIVIDAD RESUELTA

® Instrumentos de dibujo para trazar parabolas

Sabias que...
% 2
Por sus propiedades

geométricas, la parabola
es, después de la circun-
ferencia, una de

las figuras curvas mas
relevantes. Desde la
antigledad, 2000 anos
antes de la invencién del
plano cartesiano, los ma-
tematicos ya estudiaban
a las parabolas por sus
importantes propiedades.
Cientificos, ingenieros e
inventores de todos los
tiempos las han explo-
tado para desarrollar la
tecnologia que facilita la
vida de las personas.

\—

Un paraboligrafo es un instrumento disefiado especialmente para trazar arcos parabdlicos. A lo largo de la historia
se han construido diferentes tipos de curvigrafos, pero, en todos los casos, sus distintos mecanismos trabajan
con base en alguna de las propiedades que caracterizan a la pardbola como lugar geométrico.
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Uno de los méas simples es el paraboligrafo de hilo tenso, cuyo funcionamiento se explica a partir de la propiedad
que define a la pardbola como el lugar geométrico formado porlos puntos P que equidistan del foco Fy la recta
directriz D. Ver la figura de la pagina anterior.

Para construir un parabolégrafo de hilo tenso necesitamos una regla T o una escuadra y un hilo. Fijamos este
Ultimo al foco Fy al extremo A de la regla; colocamos la punta P del lapiz sobre el hilo, manteniéndolo tenso sobre
la orilla de la regla T. (Figura A)

Conforme la regla T se desliza por la directriz D, el punto P se mueve sobre el plano trazando un arco de parabola.
(Figura B)

A / A,
4 ’
4 ’
4
= 4
7
Fi e fe
D PV D v
e — —_ B
Figura B Figura C

Analizando la construccion, podemos descubrir rdpidamente el principio geométrico
que explica su funcionamiento.

Sabemos que la longitud total del hilo es constante y mide AP + PF. Cuando la regla
T pasa sobre el foco F (Figura B), tenemos que el punto P coincide con el vértice V
(es decir, P =)y la longitud del hilo es:

AP+ PE- A+ VF

Si llamamos B al punto donde la regla T corta a la dﬁctED (Figura D), entonces,
como Vequidista del foco y la directriz, tenemos que VF = VB, Por lo que la longitud
del hilo también se expresa como:

Cuando deslizamos la regla T sobre la directriz D y mantenemos alineados los
puntos A, Py B en cualquier posicion, tenemos que:

Ten en cuenta AP+ PF=AV+VF=AV+VB=AB

Como PF = PB, A_P+W::A_Byﬁ—_:@

entonces AFBPes

isésceles. Dado que Ces Asi, el punto Pse mueve de modo que la distancia que lo separa de Fy de B siempre es la mis-
el punto medio de FB, ma (Figura D). Como el segmento ABes perpendicular a la directriz, tenemos que la longitud

la recta PC es al mismo
tiempo mediatrizy
bisectriz del tridngulo.

de PB esigual a la distancia de P a esta. Entonces, P equidista del foco Fy la directriz
D; por lo tanto, siempre esta sobre la parabola.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

En cada caso, encuentra la ecuacién de la pardbola dados su foco Fy directriz D.
1. F(1,1); D:x+y=0 2.F2,1); D:3x-2y+6=0 3.F0,0); D:x-5y-3=0

Lleva a cabo la siguiente actividad.

4. Usando materiales sencillos (escuadra, cartén grueso, cordel y madera), construye tu propio paraboldgrafo.
Usalo para trazar parabolas en las que d(F,V) =5, 8y 10 cm.




Ecuaciones de la parabola con directriz horizontal

Encontrar la ecuacion de una parabola conocidos diferentes elementos. R

® Ecuaciones cartesianas de las parabolas

Enelejemplo 1 deltema 1, obtuvimos la ecuacidn cartesiana de una parabola y observa-
mos que el procedimiento no es muy complicado. Para ello sélo necesitamos conocer la
ecuacion de su directriz y las coordenadas del foco, y aplicar las formulas para calcular
las distancias punto-punto y punto-recta.

Sin embargo, si conocemos la ecuacion de la pardbola y a partir de ella queremos de-
terminar las coordenadas del foco, la ecuacidn de la directriz, las coordenadas de su
vértice o simplemente trazar su grafica, requerimos otra estrategia.

Para hacerlo, como en el caso de las circunferencias, serd necesario desarrollar ecua-
ciones ordinarias a partir de las cuales podamos determinar por inspeccion todos los
elementos de la figura.

® Ecuaciones ordinarias de parabolas con directriz horizontal

En lo que sigue, desarrollaremos las ecuaciones ordinarias de las pardbolas generadas
a partir de una directriz horizontal (paralela al eje x). Comenzamos considerando la
situacion donde el foco esta colocado por encima de la recta directriz.

Sea W(h, k) el vértice de la pardbola y usemos la letra p para representar la distancia
que separa al vértice del foco (o al vértice de la directriz). Entonces, las coordenadas
del foco deben ser F(h, k + p), y la ecuacion de la directriz estd dada por y = k - p; lo cual
equivale a que tiene la forma general:

D:0x+1y+(p-k)=0

VZ |
ktpg===========--- * Flhk+pl
p
hgrmmmmmmm s * UhK
D:y=k-
k- p )4 14
1
] >
] 3>
x=h o

Sea P(x,y) un punto cualquiera de la paradbola, entonces sabemos que la distancia del
punto P al foco F es igual que la distancia del punto P a la directriz D: d(P, F) = d(P, D).
Usando las férmulas para las distancias punto-punto y punto-recta, obtenemos:

dP.F) =f(x -y +y- (k-pl =20+ Kl _gpp
(P.F) =\(x - W) + 1y - (k- p)] UG (P.D)

De donde se sigue que:

(T Ax=h2+ =k =prf=(ly+p-klf —
<\/(X—h)2+<y—k—p)2)2=(y+p—k)2 —

(= )2+ (y —k = pF =y + p — kP

Ten en cuenta

En las ecuaciones de la
parabola, el pardmetro p
representa una distancia
y, en consecuencia,
siempre estaremos
suponiendo que p > 0.
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Ten en cuenta

e \értice en el eje x,
V (h,0):

(x = h)? = +4p(y - k) =
(x = h)? = +4py

e Vérticeenelejey,
V(0, k):

(x = h)? = 4p(y - k) =
X2 = +4p(y - k)

e \értice en el origen,
V(0,0):

(x = h)? =zbp(y - k) —
X2 = +hpy

Por ultimo, despejamos (x - h)? y simplificamos el miembro derecho de la ecuacion:
x=h?=+p-kP-(y-k-p)
x=h?=ly+p-k+-k-pllly+p-k - -k-p)
x=hYl=ly+p-k +y-k-plly+p-k-y+k+p)

(x = h)? = [2(y - k)1 [2p]
(x = h)=dbply - k)
Por lo tanto, la ecuacion es (x - h)? = 4p(y - k).

1z , Ahora, si invertimos las posiciones
k+p ' relativas de la directriz, el vértice

el foco (es decir, colocamos a la
directriz por encima del vértice y al
foco por debajo de él), entonces las
P coordenadas de este son F(h,k - p), y
la ecuacidn de la directriz estd dada

e LEEEEEEEE RS ® Flhk-pl
: por y =k + p, la cual, transforma-
} > da a su forma general, queda como
x=h X D: 0x + 1y +(-p - k) = 0.

Notamos que, excepto por el signo de p, la situacion es idéntica a la del caso anterior.
Por lo tanto, concluimos que la ecuacion correspondiente es (x - h)? = —=4p(y - k).

Ecuaciones ordinarias de las parabolas con directriz horizontal y V (h, k)

%

k+p A

/(.

k-p

(x = h)? = ~4p(y - k) (x = h)? = ~4p(y - k)

Ejemplo 1

A partir de la ecuacidn ordinaria, traza la grafica de la parabola y determina
todos sus elementos: vértice, foco, directriz, eje de simetria y extremos del
lado recto (LR).

a)(x+2)7=-12(y-1)

Comparando esta ecuacion con la ecuacion ordinaria (x - h)? = -4p(y - k), con-
cluimos que tenemos una parabola que se abre hacia abajo.

Analizando la ecuacién (x + 2)’=-12(y - 1)



deducimos que h=-2, k=1y4p =12, porlocualp= 17%— =3.

Entonces, las coordenadas del vértice son (-2, 1) y la distancia de este al foco 0 a la
directrizes p = 3.

I —
v Directriz Vértice (2,1
| | /I/""E \ | | i .FOCO. (-2,-2)
=15 =10 5 5 10 Directriz y=4
2 g 5 5 Eje de simetria X=-2
Extremos LR (-8,-2)y (4,-2)
El-F-10

b) (x - 6)2 = 10(y + 4)

Comparando esta ecuacion con la ecuacion ordinaria (x — h)? = 4p(y - k), concluimos que
tenemos una parabola que se abre hacia arriba.

Analizando la ecuacidn (x - 6)7 = 10(y + 4)

— [x-(+6))? = —4( g )[y— (-4)], determinamos que h = 6, k= -4,y 4p =10, por lo tanto,
10_5
P24~ 2

Entonces, las coordenadas del vértice son (6,-4) y la distancia de este a la directriz o

alfocoesp= 2.
o | Elementos |

YA E
Vértice (6,-4)
5 Foco (6,—§)
T 0 T T > 2
-5 \Qv/ 15 N 13
Directriz y=-=
L5 V . . 2
- L Eje de simetria X=6
Directriz
Extremos LR (1 —i)y(ﬂ —i)
"2 "2

ACTIVIDAD RESUELTA

Utiliza las TICS @

r
Puedes acceder al

siguiente enlace para
conocer como se grafica
la pardbola en geogebra
http://www.geogebra.org/
en/upload/files/mluisamh/
FUNCIONES/CUADRATI-
CA/6.%20Graficaelemen-

tosparabola.pdf

Ten en cuenta

En general, el trazo
de una gréfica es muy
Gtil para visualizar sus
elementos.

y

Directriz

v,
/".\F
s  —

7/ Fl-5
=5

e

4

A

En cada caso, a partir de los datos y conociendo que la directriz de la parébola es horizontal, encuentra su ecua-

cion ordinaria.

1. U3,2); la distancia del foco al vértice mide 3 unidades y la parabola se abre hacia abajo.

Como la parabola tiene directriz horizontal y se abre hacia abajo,

sabemos que su ecuacion es de la forma (x - h)? = -4p(y - k). Como V' =(3,2), entonces h=3y k =2.

Finalmente, como p = d(F, V) = 3, tenemos que:
(x = h)? = ~4ply - k)
— (¢~ 3= -4@)y - 2 = (¢~ 3 = ~12(y - 2)

Por lo tanto, la ecuacidn buscada es (x - 3)? = -12(y - 2).
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2. F(-4,5)yV(-4,-2)

Comenzamos calculando la distancia del vértice al foco para determinar el valor del
paradmetro p:

HEN =4~ (ca)+ [5- () =07+ 72 =49=7

Como el foco esta colocado por encima del vértice, concluimos que la parébola se
abre hacia arriba y su ecuacion es de la forma (x - h)? = 4p(y - k).

Finalmente, sustituyendo h=-4, k=-2yp =7, tenemos que:
(x = )2 = dply ~ k) = [x = (-4)12 = 4Dl - (-2)] = (x + 4)? = 28(y + 2)

Ten en cuenta Por lo tanto, la ecuacion buscada es (x + 4)? = 28(y + 2).

La gréfica es:

VA c) F(3,-6); D:y+1=0

A F
‘}—T ] 5/>f Comenzamos calculando la distancia del foco a la directriz:

Yl [Ax + By + Cl _10(3)+1(6-)+ 1] -5l

d(F, D) = = -2 _5
trErET D= Y07 + (17 T
La grafica es: Como la distancia del foco a la directriz mide 2p, entonces 2p =5 y, por lo tanto, p = g .
A
m ynk L > Sabemos que foco y vértice estan alineados sobre el eje de simetria vertical, enton-
! /Q‘V ces, el segundo esté sobre la recta x = 3, justo a la mitad de la distancia entre el foco
ﬁ/"5 'F\§\ F(3,-6)y el punto Q(3,-1) de la directriz. Por lo tanto:
A

V:PMFO(3+%,—6—12)—>V:(3,—%)

Finalmente, sustituyendo h =3, k= - % yp= g , tenemos que:

(== gty =) = -3 = =43y - (- )]

|

Por lo que la ecuacion buscada es (x - 3)* = —10(y+

NI~

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Traza las graficas y encuentra todos los elementos de las paradbolas descritas por las siguientes ecuaciones.

3. (x-3)’=-4(y+Db) 4ox’=6(y-1) 5. x* =8y

A partir de los elementos conocidos, encuentra la ecuacién ordinaria de cada una de las parabolas.
6. -51); D:y=-3 7.F3,-9); D:y=9 8./(-1,9); D:y="1
Traza la gréafica y determina los elementos de cada parabola.
9. (y-1)?2=28(x-2) 10. (y+ 4)2=12(x - 1) M. (y+ 3P =-4(x-3)
12.(y - 2)* = -8(x + 2) 13. (x - 2)* = -4y V4. (x + 4) = 24(y - 3)
Usa los datos proporcionados para encontrar la ecuacion de la parabola.
15. F(3,0); W0,0) 16. F(0,-11); W0,0) 17. F(1,7); V(6,7)
18. F(-4,-1); -6,-1) 19. F(=6,4); V(-6,-2) 20. F(-1,-1); U-1,16)




Ecuaciones ordinarias de la parabola con directriz vertical

Encontrar la ecuacién ordinaria de una parabola conocida su directriz. N

® Ecuaciones ordinarias de parabolas con directriz vertical

Aligual que en el caso de las parabolas con directriz horizontal, comenzaremos nues-
tra construccion a partir de las coordenadas del vértice W(h, k) y, de manera anéloga,
consideramos dos casos.

Caso 1. La directriz se ubica a la izquierda del vértice, y el foco, a la derecha.
Caso 2. La directriz se ubica a la derecha del vértice, y el foco, a la izquierda.

Al comparar estas parabolas con las de directriz horizontal encontramos que tanto las
coordenadas de los focos como las ecuaciones de las directrices se pueden obtener
unas de otras al invertir los papeles de las variables x vy y.

Por lo tanto, la Unica diferencia entre las ecuaciones de las paradbolas con directrices
verticales y las de aquellas con directrices horizontales es que los papeles de x y y estan
invertidos o intercambiados.

Ecuaciones ordinarias de las parabolas con directriz vertical y V(h, k)

y
) D:x=hp/ ~
A
y=k V . Flh +p, k] Fin ) o,
p\P £
1 E y:k
: B
N . S
h h+p\ /—p h X
A
Ejemplo 1

A partir de la ecuacidn, traza la gréfica de la pardbola y determina todos sus elementos:
vértice, foco, directriz, eje de simetria y extremos del lado recto (LR).

a) (y-3)7=16(x+4)

Ten en cuenta

Vértice en el gje x,
W(h,0):

(y = K = £hp(x - h)
— 2 =+4p(x - h)

Vértice en el gje y,
V0, k):

Vértice en el origen,
(0, 0):

(y - k? =z4p(x - h) —
y? = +hpx

N v A
Analizando la ecuacion concluimos que es de la forma (y - k)? = 4p(x - h), por lo = 154
cual tenemos una parabola con directriz vertical que se abre hacia la derecha. g
B

Observando la ecuacion (y-3)=16(x+4) 1
— (y - 3)?=16[x - (-4)], -

e I E
conclulnqgsiqtieh:—ﬁ,k:3,y4p:16,porlo Vertice (4.3) | |\ : ; | i
quep=-7z =% Foco (0.3) 10| -5 JERE IR
Entonces, las coordenadas del vértice son Directriz x=-8
(—4,3? y la distancia de este al foco o a la di- Eje de simetria y=3
rectrizes p = 4. Extremos LR (0,-5)y(0,11)
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b) (y+5)?=-14(x-7)

Analizando la ecuacion concluimos que es de la forma (y - k)2 = -4p(x - h), y

Ten en cuenta que tenemos una parabola con directriz vertical que se abre hacia la izquierda.

La grafica es: Observando la ecuacion (y + 5)? = =14(x - 7), concluimos que h =7, k = -(-5) = -5
Y, 14 7
N y4p=14,porlocualp=T=§.
p Entonces, las coordenadas del vértice son (7,-5) y la distancia de este al foco o
SEaaEaEd dEr fagd Faeaes o ala directrizes p=1 . N
10 3 5 0r P=3 \y\“ 5
s T :
\\E a
La gréfica es: Vértice (7,-5) T 0 3 T
- 5 5 9\ 0 x
> 7
0 o Foco (?—5) 8 (e U4
E J
ET : Directriz = %
\ --10
F=10- | AN Eje de simetria y=- /A
Extremos LR (Z —12)y(Z 2) / =19
2’ 2’

ACTIVIDAD RESUELTA

A partir de los datos conocidos de cada parabola, encuentra su ecuacion ordinaria.

1. U0,3)y F(-4,3)

Como las ordenadas del vértice y el foco coinciden, el eje de simetria es y = 3y su directriz esta colocado a la iz-
quierda del vértice, la pardbola se abre hacia la izquierda y su ecuacién ordinaria es de la forma: (y - k)>= —4p(x - h).

Para calcular el valor del parametro p, simplemente calculamos la distancia del vértice al foco:

p=d(F,V)= J[U - (-4)]? + (3 - 3)2=4T6 = 4. Como las coordenadas del vértice son (0,3), entonces h=0y k = 3; la
ecuacion buscada es (y - 3)? = —4(4)(x - 0) = (y - 3)? = -16x.

2. F10,-5)yD:x-5=0

Como la directriz x = 5 es una recta vertical y estad colocada a la izquierda del vértice, entonces la parabola abre
hacia la derecha y su ecuacion ordinaria es de la forma (y - k)? = 4p(x - h).

Para determinar el valor de k, sabemos que el eje de simetria es y = -5, el foco es (10,-5), Por lo tanto, k= -5y
V= (h,-5). Para determinar el valor de h, calculamos las intersecciones de la directriz x =5y el foco x = 10 con el
eje de la paradbola y determinamos el punto medio de las intersecciones, h es la abscisa de ese punto; es decir,

—5+1O=£
h= 2 2

. Por consiguiente, V(%,—S).
Finalmente, el valor del pardmetro p se obtiene calculando la distancia del vértice al foco:

p=ﬂEW=J 5

§>2 = % Entonces, la ecuacidon buscada es

10 - %)Z + [-5 ~(-5))=

[Y—<—5)]2=4(%)(x— 155)—>(y+ 5)? = 10()(_ 7)

—_

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Traza las graficas y encuentra los elementos de las si- Encuentra la ecuacién de cada parabola a partir de los
guientes parabolas. elementos conocidos.

3.(y-372=10(x+ 1) 4. (y-4)Y=-16(x-2) 5. U523): D:x=0 6. F(15/25,1); D:x=-3




La ecuacion general de la parabola

Encontrar la ecuacion general de una parabola. g

En este tema analizaremos las ecuaciones generales de las paradbolas con directrices
alineadas con los ejes cartesianos. Después, desarrollaremos técnicas para transitar de
la forma ordinaria de la ecuacién de una parabola a su forma general y viceversa. Por
ultimo, reflexionaremos sobre la conveniencia de elegir, segun lo que se desea resolver,

una u otra forma de la ecuacidén cartesiana de la parabola.

® La forma general de la ecuacién de una parabola

Recordemos que la ecuacién general de un lugar geométrico se distingue por las si-

guientes caracteristicas:

e no tiene paréntesis o fracciones;
e uno de los miembros de la ecuacién es 0; y
e sus coeficientes estan simplificados al maximo (su maximo comun divisor es
iguala 1).
Es facil concluir que las formas generales de las ecuaciones generales de las parabolas

siempre corresponden a una ecuacién de segundo grado en dos variables.

La ecuacion general de segundo grado en dos variables x y y mas completa que pode-
mos tener es de la forma: Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0. En el bloque anterior, vimos
que dicha ecuacién corresponde a una circunferenciasiysolosiB=0,A=C=1y
D*+ E2 - 4F > Q.

Ahora veremos las condiciones que deben cumplir los coeficientes A, B, C, D, E'y F para
que la ecuacion Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 defina un lugar geométrico cuya grafica

en el plano cartesiano corresponda a una parabola.

Comencemos analizando el caso de las parabolas cuyas directrices estan alineadas con

los ejes cartesianos. A partir de las ecuaciones ordinarias, observamos lo siguiente.

Directriz horizontal Directriz vertical

(x = h)? = £4p(y - k) (y - k)2 = +4p(x - h)

X’ = 2xh + h* = +hpy + Lpk VP - 2yk + K2 = +4px + 4ph

X+ (=2h)x + (£4p)y + (h* + 4pk) = 0 Y2+ (£4p)x + (=2K)y + (K2 £ 4ph) = 0
X+ Dx+Ey+F=0 V2 + Dx+Ey+ F=0

Donde: Donde:

D=-2h; E=z4p; F = h*+ bpk D= hp; E=-2k; F= K + 4ph

En ambos casos los coeficientes D, E'y F pueden tomar cualesquiera valores reales, que
determinan y estan determinados por los valores de h, ky p.

Indagamos
e Q

Usa argumentos geomé-
tricos para determinar el
vértice de las siguientes
parabolas.

e Los extremos de su lado
recto son los puntos
(-2,2) y (-2,-14).

e Pasa por los puntos
A=(11),B=(1,-1)y
C=(0,0)y la directriz es
horizontal.

* Su eje de simetria es la
recta x - y =0, ademas
sabemos que su ecua-
cién general es

X2 =2y +y’-8x-8y=0.
—




Ecuaciones generales de las parabolas

Las siguientes ecuaciones generales de segundo grado corresponden a parabolas
con directrices paralelas con los ejes cartesianos.

e x’+Dx+Ey+F=0, pardbola con directriz horizontal y eje de simetria vertical;
e 2+ Dx+Ey+F=0,pardbola con directriz vertical y eje de simetria horizontal.

En conclusién, la ecuacion Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0, define una parabola con
directriz paralela a algun eje cartesiano siysolosiB=0,A=CyAC =0.

Ten en cuenta Recordemos que se definié la parabola como lugar geométrico. Desarrollamos un
Enx’+ Dx+Ey+ F=0 ejemplo donde encontramos la ecuacion general de una parabola con directriz oblicua,
tenemos que A= 1, es decir, no alineada con los ejes cartesianos. A partir de la directrizx - 2y + 14 =0y el
B=0yC=0 foco con coordenadas (2, 1), obtuvimos la ecuacion 4x? + 4xy + y? - 48x + 46y - 171 = 0.

Eny’+Dx+ Ey+F=0
tenemos que A =0,

B=0yC=1 La ecuacién general en dos variables, Ax? + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F = 0, determina una
En ambos casos se parabola siy solo si los coeficientes A, By C cumplen que B? - 4AC = 0.
cumple que

AC=(1)0)=(0)1)=0 . o y <
Para ejemplificar este hecho, podemos observar que en la ecuacidn obtenida en el

ejemplo citado, 4x? + 4xy + y? - 48x + 4by - 171 =0, tenemos que A=4, B=4y C=1.Si
calculamos la expresion B? - 4AC, observamos que (4)? - 4(4)(1) =16 - 16 = 0.

® De la ecuacion ordinaria a la ecuacion general

Al final de la pagina anterior, transformamos los dos tipos de ecuaciones ordinarias

de parabolas a su forma general. Para convertir la ecuacion de una parabola de forma

ordinaria a la forma general, una opcién seria memorizary aplicar las formulas para

calcular los coeficientes D, E'y F (seis en total, pues son tres para cada caso). Sin em-

bargo, en la mayoria de las situaciones lo mas practico es efectuar los desarrollos y

simplificar directamente.

Ejemplo 1

A partir de la informacion proporcionada, encuentra la ecuacién general de la paradbola.

a) Su ecuacion ordinaria es (x + 1)? = (by + 4).

Desarrollamos el binomio al cuadrado del lado izquierdo (x + 1)2.

(x+1)2=(by+4) = x>+ 2x+ 1 =by+ 4

Simplificamos y ordenamos los términos para que un miembro de la ecuacion sea cero.
X+ 2x+1-6by-4=0—=x2+2x-6y- 3=0

b) El vértice tiene coordenadas V=(0,-1)y el foco F=(10,-1).

Observamos que h=0, k=-1yp=d(F,V)=110-0l=10.

Ademas, el vértice y el foco estan sobre el eje de simetria horizontal y = -1, entonces su
directriz es vertical.
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Como el foco esté a la derecha del vértice, la ecuacion ordinaria de la parabola es
(y - k) = 4p(x = h)
— [y - (NP =4010)(x - 0) = (y + 1)? = 40x.
Finalmente, desarrollamos el lado derecho y simplificamos para obtener la ecuacién general
Vo + 2y + 1=40x

—= - 40x+2y+1=0

® De la ecuacion general a la ecuacion ordinaria

Para obtener la forma ordinaria a partir de la ecuacién general de una parabola que
tiene su directriz alineada con los ejes cartesianos llevamos a cabo los pasos siguientes.

Transformacion de ecuaciones generales a ordinarias

e |dentificamos cual de las dos variables es la que esta elevada al cuadrado. Si
su coeficiente es distinto de 1, dividimos toda la ecuacion entre él.

e Acomodamos la ecuacion, dejando en el lado izquierdo los términos en los que
aparece dicha variable (la que esta al cuadrado) y los demas en el lado derecho.

e Del lado izquierdo completamos el binomio para formar un trinomio cuadrado
perfecto (TCP) y del lado derecho agregamos el mismo valor para conservar
la igualdad.

e Finalmente, factorizamos de ambos lados y obtenemos la forma ordinaria.

Siqueremos trazar la gréfica de una parabola o conocer alguno de sus elementos, la ecua-
cion ordinaria es mas adecuada porque con ella los deducimos directamente. Por ello, si
conocemos la ecuacién general, conviene transformarla a su forma ordinaria y obtener asf
la informacion requerida.

ACTIVIDAD RESUELTA

Resuelve los siguientes problemas.

1. Encuentra el vértice de la parabola dada por la ecuacion y? - 5x - 4y - 31 = 0.

Sabias que...

La forma de parabola se
produce naturalmente en
el mundo fisico. Los seres
humanos también utilizan
formas parabdlicas en el
diseno de objetos que van
desde los puentes hasta
las antenas parabélicas.

\—

Primero acomodamos la ecuacion: y? — 4y = bx + 31. Después completamos el TCP y factorizamos:

Y2 -by+4=5x+31+4

—(y-2)?=5x+35

— (y-2?=5(x+7).

Por lo tanto, concluimos que el vértice de la pardbola es V=(-7,2).

2. Encuentra el foco de la paradbola dada por la ecuacion x> - 18x + b4y + 17 = 0.

Acomodamos la ecuacién dejando los términos con la variable x del lado izquierdo y los demas del lado derecho:

x?=18x=- 64y -17.

m




Ahora, completamos el binomio del lado izquierdo para formar un TCP, compensamos del lado derecho y facto-
rizamos en ambos lados.

X2 - 18x + 81 =-64y - 17 + 81
— (x = 9)?=-b4y + b4
o (x = 9 = b4l ~ 1)

Por lo tanto, se trata de una parabola con directriz horizontal, que abre hacia abajo y tiene su vértice en el punto V
=(9,1). Ademés, como 4p = 64, tenemos que p = 16y como el foco debe estar colocado por debajo del vértice, las
coordenadas del foco son F=(9,1 - 16) =(9,-15).

3. Encuentra la directriz y el eje de simetria de la parabola con ecuacién y? - x = 0.
En este caso observamos que: y> - x =0
—>y2 =X
—=(-07=1x-0).
1

Por lo tanto, el vértice de la parabola estd en el origen V=0=(0,0)y como 4p = 1, tenemos que p = " Por la forma
de su ecuacion ordinaria, concluimos que la pardbola tiene directriz vertical, eje de simetria horizontal y que se
abre hacia la derecha.

Entonces, como k =0, el eje de simetria coincide con el eje x, cuya ecuacion es y = 0.
Finalmente, como V=(0,0), p = —2 y la pardbola se abre a la derecha, sabemos que la directriz esté a la izquierda

del vértice y su ecuaciénesx=0-- =- % , que en forma general se escribe como 4x + 1 =0.

1
4
4. Traza la gréafica de la parabola dada por la ecuacion 2y - 16x + 20y + 146 = 0.

Dividimos la ecuacion entre 2, y> - 8x + 10y + 73 = 0, y la convertimos a
su forma ordinaria.

yE+ 10y +25=8x-73+25

VA
5 |
— (y+5)2=8x-48 /
— (y+5)7=8(x-06) iy
0 5 A, 10 15 X
Por lo tanto, la directriz es vertical, el eje de simetria es horizontal y la /
parabola se abre hacia la derecha. 5 4

Entonces, las coordenadas del vértice son m

E E
Vértice (6,-5) B

V=(hk =(6-5)

Foco (8,-5) --10
y la distancia del vértice al foco o del vértice Directriz X=4
a la directriz esp=Z= 2. Eje de simetria y=-5 Tk
Extremos LR 8,-9)y (8,-1) Directfiz

m Parabolas alineadas con los ejes y que pasan por tres puntos dados

Como hemos visto, para determinar los elementos o trazar la gréafica de una parabola
preferimos la ecuacion en forma ordinaria. Sin embargo, para resolver otros problemas
resulta mas conveniente trabajar con la ecuacion en forma general.



Estudiamos que para determinar de manera Unica a una circunferencia, es necesario
definir tres condiciones. En el caso de las parabolas, la situacion es mas compleja y
para determinarlas de forma Unica, en lugar de tres, son necesarias cuatro condiciones.

Si requerimos encontrar la ecuacion de una parabola a partir de algunos de sus puntos,
necesitamos conocer las coordenadas de al menos cuatro de ellos. En caso de conocer
la directriz, para obtener la ecuacidn sélo necesitamos las coordenadas de tres de sus puntos.

ACTIVIDAD RESUELTA

3. Traza la grafica y determina los elementos de la pardbola que tiene eje de simetria horizontal y pasa por
los puntos P(-4,10), Q(-1,4) y R(-13,-8).

Como la parabola tiene eje de simetria horizontal y directriz vertical, entonces su ecuacion general es de la forma:
y?+Dx+ Ey+ F=0. Al considerar que las variables de esta ecuacidn representan cualquiera de los puntos con coor-
denadas (x,y) pertenecientes a la pardbola, entonces sustituimos, en esta, las coordenadas de los puntos P, Qy R.

Punto P: (10)* + D(-4) + E(10)+ F=0 — -4D+10E+F=-100 E

1

Punto Q: (4)?+ D(-1) + E(4) + F=0 — -D+4E+F=-16 E.

2

Punto R: (-8)? + D(-13) + E(-8) + F=0 — -13D-8E + F = -64 E

3

Ahora, resolvemos el sistema de ecuaciones para encontrar los valores de D, Ey F.

Eliminamos Fde E, y E, Eliminamos Fde E,y E,
-4D+10E+F =-100 -4D+10E+F = -100
(E)-1)— D- 4E-F = 16 (E)(-1)—13D + 8E-F = b4
-3D + 6E = -84 E, 9D +18E = -36 E;
Eliminamos D de E, y E Encontramos Dy F por sustitucion
%_> _D+2E - -28 D+2E=-4—D+2-8)=-4—>D=12
E -D+4E+F=-16—-44+F=-16—F
+—> D+28 = -4
=28

4LE=-32 -E= -8

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Encuentra la ecuacion general de las siguientes parabolas.
4. (y+8)?=20(x-6) 5 (x+1)?2=-18(y-4) 6. (y-3)?=-2(x+6)

7. V=(§,—4); F=
2

32
>

8. V=(—1,2—5); D:x=5hH 9. V=(—2—5,3);D:y=—3
2 2 2

Traza la grafica y encuentra todos los elementos de las siguientes parabolas.

10. x> - 2x+8y-23=0 1. >+ 28x - by + 93 =0 12, x> - 18x-6by+54=0

13. x> - 18x+ 8y +57=0 14. 4y’ + 3bx + 24y +135=0 15. 3x*-18x-12y-5=0
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La Elipse

@ Indagamos

174

LS

Para construir la elip-

se por el método del
jardinero se sujetan con
chinches los extremos de
una cuerda y se desliza el
lapiz de forma que dicha
cuerda esté siempre ten-
sa. Se obtiene una elipse
con focos situados en

los puntos donde estan
clavados los chinchesy
cuyo eje mayor mide lo
mismo que la longitud de
la cuerda.

—

N Reconocer una elipse a través de la ecuacién que la representa.

La elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de sus
distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante.

® Elementos de la elipse

Se considera una elipse centrada en el origen de coordenadas y cuyos ejes se en-
cuentran sobre los ejes de coordenadas tal y como muestra la figura.

Semieje mayor: a

Y

Semieje menor: b
Distancia focal: F'F
Semidistancia focal: ¢
Centro: 00, 0)
Focos: F(c, 0); F'(—c, 0)
Vértices:

Aa, 0); A'(—a, 0)

B(0, b); B'(0, —b)
Radios vectores del punto P:
PF'y PF

B0, - b)

m Relacion fundamental

1. Por definicién, la suma de distancias PF' + PF es constante para cualquier
punto P de la elipse. En particular, esta propiedad también se verifica para el
vértice A. Por lo tanto:

PF + PF=AF + AF = AF + FA = AA" = 2a
2. Elpunto Bes un punto de la elipse y, por consiguiente, verifica que BF + BF = 2a
Como BFF = BF = BF = BF = a Y148

Mediante la aplicacidn del teorema de Pitdgoras
se obtiene:

a

l \AX

Figura 4.74

a=p+2 Relacion fundamental de la elipse

® Excentricidad de la elipse

. . . : c
La excentricidad de una elipse se define como el cociente e = —.
a

La excentricidad determina el mayor o menor achatamiento de la curva.
e Si ctiende a 0, la excentricidad tiende a 0 y la elipse es menos achatada.

e Si ¢ = 0, los dos focos coinciden en el centro y la elipse se convierte en una
circunferencia.

e Cuando ctiende a a, la excentricidad tiende a 1, los focos se acercan a los vértices
y la elipse adopta una forma mas achatada. 0 < e < 1



® Ecuacion reducida de la elipse

Para hallar la ecuacién reducida o candnica de la elipse se aplica el método general
del céalculo de lugares geométricos.

1. Se considera un punto genérico P(x, y) de la elipse centrada en el origen de
coordenadas y con los focos situados en los puntos F'(=c¢, 0)y F(c, 0).

2. Se obliga a que P cumpla la condicién de pertenencia a la elipse:

PF + PF = 2a .
_ , _ _ o Sabias que...
3. Se aplica la férmula de la distancia entre dos puntos y se simplifica: r Q

\/[X+C]2 +y’ +\/[x—c]2 +y?=2a Ax+cl+y  =2a—lx=cf +y’

4. Se eleva al cuadrado:

X+ 2+ 2cx+ 2 =4a + X+ = 2cx + Yt — hax—c +y’

48\/X2+CZ—2CX+)/2 = 43’ — hex a\/x2+52—2cx+y2 =3 — cx

Y se eleva otra vez:

ax + @c — 2a8cx + @y = @t + X — 2d8cx = (@ — )X + ay? = a¥a’ — ) .
En mecanica celeste,
Recordando que b? = a? — ¢? queda: b’x* + a%y? = a’b? un cuerpo sometido a la
atraccion gravitatoria de
otroy que gira a su alre-
dedor, describe una o6rbita

= = Ecuacién reducida de la elipse eliptica ideal.
a b? \
® Ecuacion de la elipse en otros casos

Y dividiendo por a?b? se obtiene finalmente:

XZ y2

Y Y

e
0 X
Elipse centrada fuera del origen Elipse con los focos en el eje de ordenadas
)N L
22 + P2 =1 b? a2

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Dada la elipse de ecuacion 4x* + 9y? = 36, calcula el valor de sus semiejes, su semidistancia focal, su
excentricidad, y las coordenadas de los focos y vértices.

Solucion:
Dividiendo por 36:

2 2
%—-}—%—:1 > a=3b=2c=3-2=y5 e=Ct=Y0
a 3

Focos: F(JE,U) y F'(f\@o). Vértices: A3, 0); A'(=3,0); B0, 2) y B0, ~2)

ACTIVIDADES PROPUESTAS

2. La cubierta de un estadio olimpico tiene forma de = 3. Dibuja e indica los elementos de cada una de las

elipse. Halla su ecuacion reducida si se conocen siguientes elipses.
los siguientes datos. 2 2 2 2

J a) — + L =4 by 2+ Yoy
Centro: (0, 0); a = 13; F(12, 0) b4 36 144 169
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» La hipérbola

N Reconocer una hipérbola a través de la ecuacién que la representa.

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la diferencia

@ Indagamos N\ de sus distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante.
® Elementos de la hipérbola
Se considera una hipérbola centrada en el origen de coordenadas y cuyos ejes se
encuentran sobre los ejes de coordenadas tal y como muestra la figura.
Semieje real: a r y r
Para construir la hipérbo- Semieje imaginario: b
la por el método del jar- ' AP
dinero, se fija el extremo Distancia focal: F'F B(U’ﬁ) =/
de una cuerda al extremo Semidistancia focal: T
de una regla. El extremo emidistancia tocat: ¢ bl S
libre de la cuerda se fija Centro: 0(0, 0) ) A \
a uno de los focos, y el F(=c 0.~ : 1Fle, 0)
de la regla, al otro. Con Focos: F(c, 0); F(=c, 0) Alg - 0) a-C’A(a' 0 x
un lapiz se dibuja una de Vértices: A(a, 0): A'(—a, 0)
las ramas de la hipérbola o '
manteniendo la cuerda B(0, b); B'(0, —b)
tensa. Para dibujar la otra . R — B0, —b)
rama, se intercambian las Radios vectores del punto P: PF"y PF
posiciones de la reglay
la cuerda situadas en los ® Relacion fundamental
focos.
— 1. Por definicion, la diferencia de distancias r y r
PF — PF es constante para cualquier punto
P de la hipérbola. En particular, esta pro- Z
piedad también se verifica para el punto A. c/p
Por lo tanto: |
F a—| F x
PF — PF=AF — AF = AF — FA
= AA" = 2a
2. Andlogamente al caso de la elipse se obtiene:
y
r r
c?=a + b Relacion fundamental de la hipérbola
X m Asintotas de la hipérbola
Son las rectas ry r' que pasan por el centro de la hipérbola y verifican que se
acercan a las ramas de la misma tanto mas cuanto mas lejos se esté del centro
e=14 de la hipérbola.
: . b
Las ecuaciones de las asintotas son: r:y = gx r.y= —;x
Y
r r
® Excentricidad de la hipérbola
. : . c
0 X La excentricidad se define como en la elipse, e = ;
Como en las hipérbolas la semidistancia focal ¢ es mayor que el semieje real a, se
verifica que la excentricidad es siempre mayor que la unidad. e > 1
)5 El valor de e indica lo abiertas o cerradas que estan las ramas de la hipérbola.
e =/

Cuanto mas préxima a 1 sea e, mas cerradas serén las ramas de la hipérbola.
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® Ecuacion reducida o candnica de la hipérbola

Se aplica el método general de calculo de lugares geométricos.

1. Se considera un punto genérico P(x, y) de la hipérbola centrada en el origen de
coordenadas y con los focos situados en los puntos F'(—c¢, 0) y F(c, 0).

2. Se obliga a que P cumpla la condicion de pertenencia a la hipérbola:
PF — PF = 2a
3. Se aplica la férmula de la distancia entre dos puntos y se simplifica: Ten en cuenta

I 2 / 2 b
\/[x+c]2+y _\/[X—C]2+y =2a betcl+y” =2atylx—cf +y° La excentricidad para las

4. Se eleva al cuadrado: conicas es:
X+ A+ 2cx+ yP=4a + XX+ 2 — 2ex + Yyt — haylx—cf + )7 Elipse: e<1
, \/ 5 5 . , \/ . 5 5 Parabola: e=1
< hox — 4@ = —ha\x" " —2cx+ Yyt e ox — @ = —ax" +c —2cx+y Hipérbola: e > 1

Y se eleva otra vez: Esto indica que la paradbola

O+ & — 28cx = @x + P — 28cx + P e (& — A — Y = A - P es el caso limite entre las
elipses y las hipérbolas.
Recordando que b* = ¢ — & queda: b2 — &%y = &b’

Y dividiendo por a’b? se obtiene finalmente:

X2 y2 ., . Q.. a2
= = o =1 Ecuacion reducida de la hipérbola
a

® Ecuacion de la hipérbola en otros casos

Ten en cuenta

<

Si los semiejes ay b son
iguales, la ecuacion redu-
cidaes: x> — y?= 3’y la hi-

: pérbola se llama hipérbola
r - \ ) / v \} eqwlater_a. Las.asmtotas

son las bisectrices de los

c T
~ 18

—B X

ejes de coordenadas,

Hipérbola con los focos en el eje de ordenadas Hipérbola centrada fuera del origen — 4y
yoooox —h | -k Yook
7 = T !

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Dada la hipérbola de ecuacion ¥ — 9y? = 9, calcula sus elementos.

Solucidn:
Dividiendo toda la ecuacién por 9:

ﬁ—y_2=1=>a:3,b=1,c=\/32+12=\/E=>e=£=@

9 1 a 3
Focos: F(y/10,0) y F’(=4/10, 0).
Vértices: A3, 0); A'(—=3, 0); B0, 1)y B'(0, =1)

ACTIVIDADES PROPUESTAS

2. Calcula las ecuaciones de estas hipérbolas. 3. Dibuja e indica los elementos de cada una de las
siguientes hipérbolas.

a) Vértice en A(5, 0) y foco en F(8, 0).

2 2
15 a) = -V = b) X — )2 = 16
b) Foco en F o O), y pasa por P(5, 3). 9 16
| | T = XYy
c) Asintota en y = 2x, y eje real 2a. 4 2 9 16
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Aplicamos

Parabola

pCalcula

EJERCITACION
1. Calcula la ecuacién de las siguientes parabolas.
(Salvo otra indicacion, el vértice es el origen.)

a) Foco: F(2, 0), y directriz: x = 6.

b) Foco: F(0, 4), directriz: y = 1.

c) Pardmetro: p = 2 y abierta hacia la derecha.
d) Pardmetro: p = 4 y abierta hacia la izquierda.

RAZONAMIENTO
2. Para las siguientes parabolas, halla el vértice, el
foco y la ecuacion de la directriz.

b) x> = 2y
d)(y -1 =8x-1)

a) 2 = 10x
c) y? = 2x — 4)

RAZONAMIENTO
3. Halla el vértice, el foco y la ecuacion de la directriz
en cada una de las siguientes parébolas.

a)y’—4y—2x+2=0
b) ¥ —2x—y+1=0

»Resuelve problemas

RESOLUCION DE PROBLEMAS

e 4. Cuando se patea un balén, la trayectoria que des-
cribe el mismo es una parabola. El tipo de para-
bola depende del dngulo con el cual se patea el
balén y de la velocidad inicial que toma el mismo.

Un jugador A pated un baldn hacia su companero By
consiguio las siguientes distancias.

e Altura méxima alcanzada por el balén: 2,75 m.

e Distancia hasta el punto donde el balén cae:
12,5 m.

Con estos datos:

a) Escribe la ecuacién de la trayectoria tomando una
referencia adecuada.

b) Indica las coordenadas del foco y del vértice, y la
ecuacién de la directriz.

c) Si el otro jugador C se encuentra a 5 m de A,
ia qué altura pasa el balén por su vertical?

2,75m

Al 125m B

RESOLUCION DE PROBLEMAS

e5.Un avién de la ONU estad lanzando viveres sobre
un punto del suelo situado en un campamento de
refugiados. Si el avién se mueve a una velocidad de
150 m/s, y la ecuacién que relaciona la altura h a
la que se encuentra la carga sobre el suelo con el
tiempo medido desde que cae del avién es

h= 400 — 4,9t%
a) Calcula cuénto tiempo tardara la carga en al-
canzar el suelo.

b) Determina a qué distancia del punto elegido debe
soltar la carga el piloto para que esta aterrice
en el punto marcado.

Supdn que la accion del aire es despreciable.

Elipse

P Comunicacion de ideas

e 6. Para cada una de las elipses, indica las medidas
de sus semiejes y de su semidistancia focal, escri-
be las coordenadas de los vértices y de los focos,
y calcula el valor de la excentricidad. Escribe su

ecuacion.
a) b)
% Y
—
/ \
0 X 0 X
\ /
CoMUNICACION

e7. Para cada una de las siguientes elipses, indica las
medidas de sus semiejes y de su semidistancia
focal, escribe las coordenadas de los vértices y
de los focos, y calcula el valor de la excentricidad.

Dibujalas.
a X + Yoo 1
169 144
b) 16x* + 25y? = 400
0 (x? — 3)? N (yz + 2)2 _
d) 2()(1—O 0+ y? =é?
MobELIzACION

8. Calcula la ecuacion de las siguientes elipses (salvo
otra indicacidn, el centro es el origen).

a)a=>5 c=3.

COMPLEJIDAD: @ Bisico Mebio @ AvANZADO



b) Foco: F(3, 0), y vértice: A(4, 0).
c) Vértices: A(6, 0) y B(0, 3).
d) Foco: F (=2, 0), y excentricidad: e = 0.4.

P> Resuelve problemas

RESOLUCION DE PROBLEMAS

9. El techo de una estacién de metro tiene forma
eliptica tal y como muestra la figura.

v ——"
o
o
3m
Py { P,
0 5m | X

a) Suponiendo las distancias y el sistema de refe-
rencia indicado, halla la ecuacién de la elipse
del techo y calcula las coordenadas de los focos.

b) Si dos personas se sitUan una en cada foco y
una de ellas habla en cualquier direccion, el
sonido rebota de manera que el dngulo a que
forma esta direccién con la tangente es el mis-
mo que el que forma la direccién rebotada con
esa misma tangente. ;Hacia dénde se dirigird
el sonido rebotado con toda seguridad?

c¢) Comprueba la propiedad anterior suponiendo

que la primera persona hable en direccién al

9
to (4, =
punto "5

ecuacion de la recta correspondiente al sonido
rebotado y estudia si pasa por el otro foco.

de la elipse. Para ello calcula la

Conicas con Wiris. Con WIRIS podras hallar ecua-
ciones de rectas, rectas paralelas y perpendiculares
a una dada, mediatrices y bisectrices, conicas, inter-
seccién de rectas y de conicas y también representar
graficamente todos los elementos geométricos que
utilizas.

Elipse

Una forma de determinar una elipse es conociendo sus
semiejes, su centro y la direccion del eje mayor que se
indica con un vector. Se hace de la siguiente forma:

E = elipse (a, b, C, v). Si no se indica el centro C ni la

direccion del eje mayor, el programa entiende por defecto
que es C(0, 0)y v= (1, 0).

Hipérbola

P Calcula

EJERCITACION

¢ 10. Halla la ecuacidon de las siguientes hipérbolas (sal-

vo indicacion, el centro es el origen).

a)a=3 c=5.

b) Semidistancia focal: 10, y los radios vectores de

un punto miden 10y 2.
c) Foco: F(4, 0), y vértice: A(2, 0).
d) Vértices: A(6, 0) y B(0, 3).
e) Foco: F(26, 0), y excentricidad: e = 1,25.
f) Pasa por los puntos P(3, 0) y Q(5, 23).

g) Pasa por P(2, 3) y su excentricidad es e = 1,5.
h) Pasa por P(15, 4), y su distancia focal vale 24/90.

RAzONAMIENTO

e 11. Encuentra la ecuacién de la hipérbola que tiene
por focos los puntos F(3, 0) y F'(—3, 0) y que pasa
por el punto P(8,5 v3).

COMUNICACION

e 12. Para cada una de las siguientes hipérbolas, indica
las medidas de sus semiejes y de su semidistancia
focal, escribe las coordenadas de los vértices y de
los focos, y calcula las ecuaciones de las asintotas

y el valor de la excentricidad. Dibujalas.

2
Xyt 1
144 25

8 6

Halla la ecuacion de la
elipse de semigjes:

a =15, b = 3, centrada
en el origen y eje mayor
sobre el eje de abscisas.
Determina los focos, la
distancia focal, el area,
y represéntala grafica-
mente. —

\J

O

O —X 422+ 1) =2

nes |simbolos [ Anaisi [ atrces [ Unidades [ Cambinat

O @Wo &
Mo |0 %

AR
£ 0

o1
(U]

dibujardd

|a=5 = 5
|b=3 = 3

| =

| focos (E) =» {(4,0),(-4,0)}

| €= semidistancia_focal  (E) => 4

|2:¢c =8

| srea (E) =» 15-7c

c
e= excentricidad =— = excentrici
a

tricidad =i
5

<onDEe o uEloEls s 8>

e

dibujar  repres.




Resolvemos problemas

Etapas en la solucidn de problemas ]

Comprender el enunciado del problema.
Simplificar el problema. Para resolver o
un problema debes:

Comprender el enunciado
Proponer un plan

a Proponer un plan Ejec_:utar un plan
En esta seccidn proponemos que se trate de dividir el problema planteado evisar la solucion
en expresiones mas simples.

Ejecutar el plan

Es necesario tener claro cémo ejecutar el plan en este caso la subdivision del problema en etapas mas
sencillas.

Cuando en el enunciado de un ejercicio aparezcan expresiones compli-
cadas, trata de conseguir otras mas manejables.

Revisar la solucion
Es importante revisar si la solucién encontrada es la solucion del problema y se ajusta a la situacién modelo.

1 — ACTIVIDAD RESUELTA |
Problema

En astronomia es frecuente medir las distancias en unidades astrondmicas (UA).
Se define como la longitud del eje mayor de la drbita terrestre.
T UA = 149 600 km
La excentricidad de la drbita de la Tierra es e = 0,017. Si la mitad del eje mayor mide
a = 149 600 km, jcuéles son las distancias minimas y maximas de la Tierra al Sol?
Comprender el enunciado del problema.
e ;Qué se quiere dar a conocer una vez resuelto el problema?
Se requiere hacer conocer cuales son las distancias minimas y maximas de la Tierra al Sol.
e ;Qué informacién entrega el enunciado del problema?

El problema da a conocer la excentricidad y la longitud del semieje mayor.

——— -

Proponer un plan - S~

e Determina de qué manera se va a resolver el problema /3/ . \\\
Vamos a utilizar los datos presentados asi como también el grafico que ‘_m‘ ‘d'w:a”' . ‘I
relaciona los datos dados. DU c K
Ejecutar el plan N e
* Emplea el procedimiento. Tee - -

Es facil convencerse de que los puntos con distancia maxima y minima a un foco fijo de cualquier elipse
son los extremos del eje mayor, de forma que:

dmin=a - c; dmax = a + c.
Sabemos que a = 149 600.

Ahora, si e = c/a, tenemos que:

c =ea = (149 600) (0,017) = 2 543,2 km.

Por lo tanto:
dmin =a - c = 147 057 km y dmax = a + ¢ = 152 143 km.




Revisa la solucion

Si divides el valor de ¢ + a obtienes el valor de la excentricidad.

— ACTIVIDAD RESUELTA |

Problema

Un automdvil viaja de un punto A, sobre la cima de
una montana, al punto B, ubicado en la cima de otra
montana, pasando por el punto C, el cual se encuen-
tra en la base de las dos montanas. El recorrido
tiene la forma de formando una parabola.

a) ;,Cuél es la ecuacién de esta parabola si tiene foco
en el punto (0, 4) y una directriz paralela al eje X
pasando por el punto (0, —4)?

b) ;Qué caracteristica tienen los valores de y si
-3=sx=3?

Resolucion

Primero se halla la ecuacién correspondiente analizando los datos: el foco F(0, -4) se encuentra sobre
el eje Yy el vértice estd en el origen, entonces la pardbola es de la forma x* = 2py. La distancia del

foco a la directriz es p = 8.

Luego, se reemplazan estos valores en la ecuacién obtenida:
X = 2(8)y

2

De donde y = X
Y 16

Para analizar la caracteristica de los valores de
y cuando —3 < x < 3, se utiliza la tabla:

2
R/ La ecuacién correspondiente es y = 1X_6 Cuando —3

X y
-3 0,5625
25 0,390625
-1 0,0625

0 0

15 0,140625
2,3 0,330625
3 0,5625

< x < 3, se cumple que 0 < x < 0,5625.

Aplica la estrategia)

1. Si en la primera actividad resuelta, los técnicos

logran aumentar el alcance del radar para los
aviones en 18 millas, ;qué cambios tiene la
ecuacion?, ;como quedaria representada en
el plano cartesiano la nueva distancia maxima
para todos los puntos cardinales? Elabora una
tabla para organizar los datos correspondien-
tes y luego graficalos.

2. En un puente, los extremos de la parabola
sobre la carretera tienen una distancia de 450
m y su altura es de 825 m. Ubica el origen del
plano cartesiano en el vértice y determina la
ecuacion de la parabola.

3. Propon un nuevo problema sobre las conicas
y resuélvelo.




Ponemos a prueba destrezas

LAS LEYES DE KEPLER

En 1609, Johannes Kepler (1571-1630) publicé, utilizan-
do las observaciones de su maestro Brahe, su obra
Astronomia Nova donde enuncié las dos primeras leyes
referentes a las érbitas de los planetas.

Las leyes de Kepler sirven para explicar el movimiento
de los planetas alrededor del Sol y muestran que el
desplazamiento de los planetas describe orbitas elip-
ticas ubicando al Sol en uno de sus focos.

1. Si el afelio de un planeta es su distancia ma-
yor al Sol y el perihelio su distancia menor,
la distancia media de un planeta al Sol es
la longitud del semieje mayor de la orbita
eliptica.

a) La distancia media de la Tierra al Sol es de 150
millones de kildmetros. Si el afelio de la Tierra
es de 152 millones de kildmetros, ;cudl es su
perihelio? Justifica tu respuesta.

b) Realiza un dibujo donde se muestre la relacion
entre los elementos de la elipse y el sistema
solar. Escribe ecuaciones para hallarlos.

c) Si la drbita del planeta Mercurio tiene como
eje mayor una longitud de 116 millones de ki-
ldmetros y como eje menor una longitud de113
millones de kildmetros calcula el perihelio y el
afelio entre Mercurio y el Sol.

d) Sila drbita de un asteroide al Sol mide 250 mi-
llones de millas en el eje mayor y 51,5 millones
de millas en el eje menor, calcula el perihelio.

2. ;Por qué crees que el movimiento planetario
es de forma eliptica? ;Que sucederia si fuese
de forma circular?

3. Busca en Internet otros contextos en los que
se utilice una elipse u otros movimientos que
describan una forma eliptica.

Galeria de murmullos

En la acustica, se utiliza la propiedad reflectante de
la elipse para el disefio y construccién de “galerias de
murmullos”: si la forma de la cUpula de un auditorio o
de una galeria es eliptica, entonces un susurro o mur-
mullo débil emitido en un foco casi no es percibido en
la mayor parte del saldén excepto en el otro foco. Esta
propiedad ha sido utilizada en el Salén de las Estatuas
del capitolio de Washington, en el tabernaculo morman
de Salk Lake City, en el palacio Taj Mahal de la India, y
en otras edificaciones.

4. Un saldn esta construido sobre una base elipti-
ca plana a partir de rotar 180° una semielipse
alrededor de su eje mayor. Por la propiedad de
reflexion de la elipse, algo que se ha susurrado
en un foco se oird nitidamente en el otro foco.

a) Si la altura es de 5,5 metros y la longitud es de
12,8 metros, halla la ubicacion del susurro vy el
lugar donde se escucha. Justifica tu respuesta.

5. Una mujer se situa en el foco de una galeria
de murmullos a 6 m de la pared y su pareja se
encuentra a 100 m de distancia, en el otro foco.
Determina la longitud de la galeria y la altura
que tiene el techo en el centro. Explica tu res-
puesta a partir de la grafica de la situacion.

6. Investiga otras construcciones arquitectonicas
que estén disenadas de forma eliptica. Discute
con tus companeros de clase sobre las prin-
cipales motivaciones de los arquitectos para
elegir estos disenos.




Razonamiento 1

ogico

Matematicas en contexto

La teoria heliocéntrica

El astrénomo polaco Nicolés Copérnico [1473-1543) fue el
primero en sostener que los planetas giraban alrededor
del Sol [teoria heliocéntrical y no alrededor de la Tierra,
como hasta ese entonces se creia. Esta teoria estaba ba-
sada en argumentos matematicos, pero no servia para
predecir la trayectoria de los planetas.

La teorfa heliocéntrica encon-
tré oposicion rapidamente,
unos de los primeros detrac-
tores fueron los tedlogos pro-
testantes. También la Iglesia
catolica se opuso, e incluyo
el trabajo de Copérnico en el
Index Librorum Prohibitorum
(lista de libros que estaba
prohibido leer). Sin embar-
go, la obra del polaco sirvi6
de base para los estudios de
Galileo, Brahe y Kepler, que
crearon la astronomia mo-
derna.

En 1609, el astrénomo aleméan Johannes Kepler (basan-
dose en los datos del astronomo danés Tycho Brahe)
publicd su Astronomia Nova, en la cual enuncid sus
leyes sobre el movimiento planetario.

o ;Cual crees que fue la causa para que la Iglesia
catolica incluyera la obra de Copérnico en la lista
de los libros prohibidos?

Elipses

La Tierra, segin mostrd Kepler, describe

una trayectoria eliptica alrededor del Sol. La
excentricidad, que se puede entender como

un parametro que determina el grado de
desviacion de una seccion cénica con respecto
a una circunferencia, no siempre es la misma,
en algunas ocasiones este valor llega a ser de
0,005. De manera grafica, muestra qué implica
este valor.

1. Los tres tipos de conicas se pueden definir a la vez
de la siguiente manera: "Una conica es el lugar
geométrico de los puntos del plano tales que el co-
ciente de las distancias a un punto fijo llamado foco
y a una recta fija llamada directriz es constante”.

e Sila constante es menor que la unidad, es una elipse.

e Si la constante es igual a la unidad, es una
parabola.

e Si la constante es mayor que la unidad, es una
hipérbola.

Comprueba lo anterior hallando:

a) El lugar geométrico de los puntos del plano tales
que el cociente de las distancias al punto F(3, 0)

y a la recta x = % es 0,6.

b) El lugar geométrico de los puntos del plano tales
que el cociente de las distancias al punto F(5, 0)

y a la recta x = & es 1,25

2. Encuentra la ecuacién general de la parabola gene-

rada por el foco Fy la directriz D.
a) F=(U,2); D: 2x—y=0
b) F=(1,-1); D: x+3y-1=0

3. Traza la gréfica y determina los elementos de las

parabolas.
a) (x - 3)%2=-12(y + 4)
b) 4y + 4x - 32y + 49 =0

4. Determina las caracteristicas de la conica a partir

de su ecuacion.
a) b -l +3x-27-1=0 b) 2 +y-20=0

€ X +by 3x-2y+1=0 d) 6x+27-2x-2y+5=0

Reconoce las conicas como
conjuntos de puntos del plano
cuyas coordenadas satisfacen una
ecuacion cuadratica.(1)

Identifica una conica a partir de su
gréfico (2, 3,y 4)

Determina la ecuacion de la
conica a partir
de sus parametros.(2)

Grafica una conica dada su
ecuacion cartesiana.(4)




Estadistica y Probabilidad

Bloque: Estadistica y Probabilidad 1.9 78 ¥ 1.3 k

Existen muchas situaciones en que es posible identificar aplicaciones del calculo

de probabilidades. Por ejemplo, un supermercado recibe una cantidad regular de = — — = s
clientes diariamente, que compran cierto listado de productos. Al querer pagar, los ;;‘ _y - = e
clientes eligen la caja que creen les tomard menos tiempo, pero ;qué consideracio- \M-... ] -

nes toman para elegir una u otra caja?

¢Queé aprenderas?

Identificar las variables aleatorias en un
problema.

Obtener la distribucion, esperanza y varian-
. 2 2 3 za de los resultados de un experimento su-
“Que sabes? jeto a una ley de distribucion binomial.

En afios anteriores aprendiste a reconocer feg T Obtener la distribucion, esperanza y varian-
experimentos en los que se requiere utili- za de los resultados de un experimento su-
zar la probabilidad condicionada mediante F J jeto a una ley de distribucion normal.

el analisis de la dependencia de eventos g Obtener la recta de regresion mediante el
involucrados. De igual manera utilizaste el §& . método de ajuste de la curva

Teorema de Bayes para el calculo de pro-
babilidades. En este moédulo vamos a ini-

ciarnos con la introduccion a la Estadistica ‘
Inferencial. Hallar la recta de regresion utilizando TIC.

Resolver problemas para estimar resul-
tados futuros.




El Buen Vivir

Los productos que consumimos

Cuando vamos al supermercado y compramos
ciertos productos, tomamos varias alternati-
vas antes de decidir por uno u otro enlatado,
siempre verificamos que contenga: informacion
nutricional, fecha de elaboracién, fecha de ca-
ducidad, los ingredientes, el tipo de almacena-
miento, entre otros.

Si existe un producto que no tiene la infor-
macion ni descripcion alguna y sélo fue reco-
mendado por alguna persona que lo consumig,
icual es la probabilidad de que tu lo compres?

i Por qué crees que es necesario que los pro-
ductos empacados presenten la informacion
nutricional?

Iniciemos
% Activacion de conocimientos previos i e

Cuando asistes en busca de atencién médica en
algun centro asistencial. El tiempo de espera es
una cuestion incierta, por lo cual se hace muy
dificil estimarlo. Pero, jqué factores o condicio-
nes considerarias para calcular el tiempo en que
seras atendido?

i Por qué consideras que este ejemplo corres-
ponde al calculo de probabilidades?

L TR

Objetivos eucativos dél modulo

* Reconocer experimentos cuyos resultados estan distribuidos en forma binomial o en forma normal.

e Utilizar TIC para resolver problemas estadisticos distribuidos en forma binomial o en forma normal.

e Comprendery utilizar la regresion lineal para predecir resultados en problemas de aplicacién en la vida real.




N Identificar las variables aleatorias en un problema. Determinar la funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta

@ Indagamos

Al lanzar tres monedas se obtiene el siguiente espacio muestral (Q):

Ten en cuenta 0 ={CCC, CCS, CSC, SCC, SSC, SCS, €SS, SSS}; donde C: caray S: sello.

Una forma de represen- Si se define la variable aleatoria X: nimero de caras obtenidas, los elementos del con-
tar la relacion entre la junto Q se pueden agrupar para:

variable aleatoria Xy su

funcién de probabilidad f cero caras, X = 0, que corresponde al conjunto {SSS}.

es mediante un diagrama
sagital. En el ejemplo, el

diagrama es: dos caras, X = 2, que corresponde al conjunto {CCS, CSC, SCC}.

una cara, X =1, que corresponde al conjunto {CSS, SCS, SSC}.

tres caras, X = 3, que corresponde al conjunto {CCC}.

Luego, la probabilidad de que el nimero de ca- P(X:O):P(SSS):%:OJZS
ras obtenidas sea 0, 1,2 0 3 es: 3

P(X=1)=P(CSS, SSC, scs):§:0,375
P(X=2)=P(CCS, CSC, 5cc)=§=o,375

P(X:3):P(CCC):%:O,12S

Se puede observar que cada valor del recorrido de la variable aleatoria X se relaciona
Donde: con un valor de probabilidad P(X = x), los cuales se resumen en la siguiente tabla:

* () es el dominio de la

variable aleatoria X. x =0 x,=1 X;=2 X,=3

* Aes el recorrido de la 0,125 0,375 0,375 0,125

variable aleatoria Xy ade-
mas es el dominio de la @ Indagamos
funcién de probabilidad f,

donde A C R.

* B eselrecorrido de la

funcion de probabilidad
f, donde Con respecto a una variable aleatoria discreta X, se define una funcién de proba-

Bclo 1] bilidad f que asocia una probabilidad a todos los valores de x, pertenecientes al
recorrido de X. Es decir, para la variable aleatoria X con dominio (0 y recorrido A
= {x,, X,...., x }, se tiene:

¢Cual es la suma de la probabilidad de todos los valores de x? ;Qué puedes con-
cluir al respecto?

f:A—> [O, 1]
x, = f(x) = P(X = x)

Ejemplo 1
Se lanzan dos monedas y se define la variable aleatoria X: diferencia entre el nimero
de carasy el nimero de sellos obtenidos. Entonces se tiene que O = {CC, CS, SC, SS}.
« Para{CC},X=2-0=2, luego P(X = 2) = 1 = 0,25.
4

* Para {CS, SC}, X=1-1=0, luego P(X = 0) _2 0,5.
4

« Para SSh X =0-2=-2, luego P(X = -2) = ' = 0,25.

4
Por lo tanto, la funcién de probabilidad asociada 0,25 six=-2
a X estd dadaporf: A— [0, 1], donde A=1{2,0, -2}  f(x)=405 six=0
0,25 six=2



Para una funcién de probabilidad f(x) = P(X = x), coni=1,2,3,.., n,y n el nmero

de elementos del recorrido de la variable aleatoria X, se cumple:
o 0 <f(x)=PX=x)<1

o f(x,) + f(x,) +.+ f(x ) = P(X=x) + PK=x)+ .. +PX=x)=1

® Grafico de una funcion de probabilidad

Otra forma de representar una funcidén de probabilidad es mediante un grafico de
barras, de tal modo que resulte mas expedita la comparacion entre la probabilidad
asociada a los elementos del recorrido de la variable aleatoria X.

Ejemplo 2

Se lanzan dos dados y se define la variable aleatoria X: diferencia de puntos obte-
nida en las caras de los dados. Su recorrido es A = {0, 1, 2, 3, 4, b} y la funcion de
probabilidad asociada es f: A — [0, 1], tal que:

Finalmente, se obtiene el siguiente grafico de la funcién de probabilidad f:

, , Indagamos
Para el ejemplo del lanzamiento de dos dados @
se tiene: Considerando Unicamente
11213456 (1) Los casos en que: el grafico de diagrama de
| 0 > 3 4 5 barras de f, ; qué conclu-
X=0,soné6 siones puedes obtener?
2 1 0 1 2 3 4 X=1son10
32 11 0 1 2 3 X =2, son8
41321 ,0 012 X=3,s0n6
5 4 3 2101 X =4, son 4
6 5 4 32 10 X=5, son2

(2) Por lo tanto, las probabilidades asociadas al recorrido de la variable aleatoria X

son: 0 8
6 _ _ —
—0)=—= PX=1)=—=0,27 P(X=2=—=0,2
P(X=0) " 0,16 X=1 By 35
6 - 4 —9= 2 008
= _ P(X=4)=—=0,1 P(X=5)= —=0,05
P(X=3) % 0,16 ( ) s 36

a) Se determina la cantidad de casos favorables en que se obtiene cada valor
del recorrido de X.

b) Se calcula la probabilidad de cada caso dividiendo los casos favorables por
los casos posibles. En este caso son 36.

016  six=0 » 20X = %)

0,27 six=1 0 0T
g 02 six=2 =
M=1016  six=3 1 027
01 six=4 2 02

0,05 six=5 3 0,16

4 0/

5 0,05

187
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Finalmente, se obtiene el
siguiente grafico de la fun-
cion de probabilidad f:

Funcion de probabilidad

030
025
~020— =
n0 15—

o100 — — . 0
005 — - -
0,00

El grafico de una funcion de probabilidad f, asociada a una variable aleatoria dis-
creta X, es un grafico de barras en el cual los valores del eje horizontal o abscisas
corresponden a los elementos del recorrido de X, y los valores del eje vertical u
ordenadas, a las probabilidades asociadas a ellos.

ACTIVIDAD RESUELTA

1. El gréfico representa la funcién de probabilidad de la Probabilidad de devolver un articulo
variable aleatoria X: nimero de clientes que devuel- 05
ven las compras realizadas en una tienda en un dia = 0'4
cualquiera. U
03
0.2
En el grafico se puede observar que es mas probable que = 0.1
so6lo un cliente devuelva un articulo a que lo hagan 2 o
hasta 10 clientes. 172 3 45 67 8 910
NUmero de
clientes
2. Analiza la siguiente situacion y realiza las actividades que se indican:
a) Una caja contiene 5 bolitas numeradas del 1 al 5. Se extrae una bolita de :
la caja y se define la variable aleatoria discreta X: nimero marcado en la : /23—4
bolita.

b) Escribe el dominio Q y recorrido A de la variable aleatoria X.Determina la funcién de probabilidad f,

asociada a la variable aleatoria X, y representa sus valores en una tabla.
o . . 0 ACR BCD, 1]
c¢) Completa el siguiente diagrama sagital, que representa la re-

lacion entre la variable aleatoria X y su funcién de probabili-
dad asociada f:

3. Resuelve el siguiente problema. La siguiente tabla representa los valores de la funcidn de probabilidad
asociada a una variable aleatoria X. ;Cuél es el valor de a?

1 2 3 4 5 6 7 8
a 2a 3a 4a ba ba 7a 8a




Funcion de distribuccion

Obtener la funcién de distribucion de una variable aleatoria discreta. g

® Funcion de distribucion

@ Indagamos

En un terrario se tienen tres huevos de tortuga y se espera que nazcan en los proximos
dias. Se sabe ademas que la probabilidad de que una tortuga sea macho (m) es la misma
de que sea hembra (h), entonces, ;cudl es la probabilidad de que a lo méas dos tortugas
sean machos?

Se puede responder la pregunta anterior mediante la funcién de probabilidad. Para ello
se define la variable aleatoria X: nimero de machos. De esta manera se tiene la funcidon
de probabilidad f: A — [0, 1], tal que:

0125 six=0
_ 0375 six=1
fix=1 0378 cixo2
0125 six=3

Luego, la probabilidad de que a lo méas dos tortugas sean macho es igual a la suma
de la probabilidad de que ninguna, una o dos tortugas sean macho, es decir, P(X < 2).

PX<2)=PX=0)+PX=1)+P(X=2)=0,125+0,375+ 0,375 =0,875

Por lo tanto, la probabilidad de que a lo méas dos tortugas sean macho es 0,875.

Respecto a una variable aleatoria discreta X, se puede definir una funcion de
distribucion F, que representa la acumulacion de las probabilidades relacionadas
con la funcién de probabilidad. Es decir, para la variable aleatoria X con dominio Q
y recorrido A = {x,, X,,..., x }, se tiene:

F:ACR— [0, 1]
x,— F(x) = P(X < x)
Ejemplo 1

Ejemplo: En el caso anterior se tiene:

* F(0)=P(X<0)=P(X=0)=0,125

* F(=PX<1)=PX=0)+P(X=1)=0,5

* F(2)=P(X<2)=PX=0)+P(X=1)+P(X=2)=0,875

* FR)=PXX<3)=PX=0)+PX=1+PX=2)+PX=3)=1

Luego, la funcién de distribucion F asociada a la variable aleatoria X se define como:

F: ACR —[0, 1], tal que: six<0

0

0,125 si0<x<1
X—  F(x)=40,5 SiTSx<2

0,875 si2<x<3

1 Six=>3

Sea X una variable aleatoria con dominio Q y recorrido A = {XW, Xppors xn}. La funcién
de probabilidad fy la de distribuciéon F asociadas se pueden relacionar de la
siguiente manera: F(x) = P(X < x) = f(x,) + f(x,) + f(x,) + ... + f(x)

Ademas, se cumple que:

¢ f(x,) = F(x,) f(x) = F(X=x) - F(X=x )

Ten en cuenta

1. Setieneque: Q=
{mmm, mmh, mhm,
hmm, hhm, hmh,
mhh, hhh}

2. Setiene que
A=1{0,123}

3. Luego:

_U
=
>
o
&
Il

=0,125
PX=1)===0375

PX=2)===0375

— o|w ©O|Ww o —

PX=3)=—==0,125
X=3) 3

(1) Se determina el
espacio muestral del
experimento.

(2) Se determina el
recorrido de la variable
aleatoria.

(3) Se calcula la proba-
bilidad de cada caso.

Sabias que...

r
Algunas propiedades de la

funcion de distribucion:
0<FX) <1

F(a) < F(b)sia<b;cona, b
€ Rec(X).
—
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Sabias que...

2,

La distribucion de
probabilidad uniforme
es un ejemplo de

una distribucion de
probabilidad continua.

Una distribucion de
probabilidad continua es
cuando los resultados
posibles del experimento
son obtenidos de variables
aleatorias continuas;

es decir, de variables
cuantitativas que

pueden tomar cualquier
valor, y que resultan
principalmente del proceso
de medicion.

Ejemplos de variables
aleatorias continuas son:
la estatura de un grupo
de personas, el tiempo
dedicado a estudiar, la
temperatura de una

ciudad.

—

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Determina la funcién de distribucién de las siguientes variables aleatorias:

m Grafico de una funcion de distribucion

El grafico de la funcion de distribucién F asociada a una variable aleatoria discreta
X, corresponde a un grafico escalonado, en el cual los valores del recorrido de
la variable aleatoria se encuentran en el eje de las abscisas y las probabilidades
acumuladas respectivas se encuentran en el eje de las ordenadas.

ACTIVIDAD RESUELTA

Se ilustrara el grafico de una funcién de distribucion mediante el siguiente ejemplo:
en el lanzamiento de tres monedas, la funcion de distribucion de la variable
aleatoria discreta X: nUmero de caras, esta dada por:

a) Se tiene que: 0 = {CCC, CCS, CSC, SCC, SSC, SCS, CSS, SSs}
b) Se tiene que Rec(X) = {0, 1, 2, 3}

c) Luego,
P(X<0)= 120,125  P(x<1)='.3_05
g8 8 8
133 1733
P(XSQ)_§+§+§—O,875 P(X— )—§+g+§

a) Se determina el espacio muestral del experimento.
b) Se determina el recorrido de la variable aleatoria.

c) Se calcula la probabilidad acumulada de cada caso.

Funcion de distribucion:

0 six<0

0,125 si0<x<1 ¢<— F(x) = P(X < x)

X
Fx)=50,5 si1T<x<?2 0 0,125
0,875 si2<x<3 1 0,5
1 Six=>3 2 0,875
3 1
|_.ueglo, el'gréfico de.La funcion d? Funcion de distribucion
distribucion F asociada a X esta 19
dado por: 1
v 08
)
204
T 02
0d ,
0 1 2 3 4
X

a) Se define la variable aleatoria X: nimero de puntos obtenidos al lanzar un dado de seis caras. Se
sabe que el dado estd cargado, para que la probabilidad de obtener cualquier nimero par de puntos
sea el doble que la de obtener cualquier nimero impar de puntos.




ACTIVIDADES PROPUESTAS

b) Se lanzan seis monedas y se define la variable aleatoria X: nimero de sellos.

¢) Obtén la funcidn de distribucion asociada a X a partir de la siguiente tabla:

1 2 3 4 5 6
0,1 0,2 0,08 | 0,05 0,4 0,22

2. Resuelve los siguientes problemas en tu cuaderno:

a) Se extraen tres cartas de una baraja inglesa (52 cartas). ;Cudl es la probabilidad de que al menos
dos de esas cartas sean de trébol?

b) Un estudio realizado en un hospital revelé que la probabilidad de que no se atienda a una determi-
nada cantidad de pacientes estd dada por la funciéon f : A —=[0, 1], donde A =1{1,2,3, 4,5 6,7, 8,9,
10}, tal que:
f(x):P()(:X):m_ZX, donde x representa la cantidad de pacientes.

100

En un dia cualquiera, jes mas probable que no se atienda de una a cuatro personas o de seis a nueve
personas?

3. Representa graficamente la funcién de distribucién asociada a las siguientes variables aleatorias, corres-
pondientes al lanzamiento de dos dados de seis caras:

a) X: suma de los puntos obtenidos en sus caras superiores.
b) Y: producto de los puntos obtenidos en sus caras superiores.

4. Compara los graficos realizados en la actividad anterior y obtén una conclusion.

5. Analiza el siguiente grafico de la funcién de distribucion de la variable aleatoria X: nimero de caras obtenido

y responde:
Lanzamiento de cuatro monedas
1 o—
0,9 @ '@ M.
0,8
0,7 ——O0
= 0,6
v 05
< 04
a 03 @ O
0,2
O(')" T T T T T
0 1 2 3 4
NUmero de caras

a) ;Cudl es aproximadamente la probabilidad de obtener 2 o menos caras en el lanzamiento de 4 monedas?
b) ;Cuél es la probabilidad aproximada de obtener como méaximo 3 caras en el lanzamiento de 4 monedas?

¢) Aproximadamente, jcual es la probabilidad de obtener al menos un sello?
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Valor esperado de una variable discreta

Ten en cuenta

En general, el valor
esperado o esperanza de
una variable aleatoria no
pertenece al recorrido
de la variable aleatoria
X, por lo cual, parain-
terpretar su significado,
debe ser aproximado.

Sabias que...
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El concepto de valor es- )

perado o esperanza fue
acunado por primera vez
por el matematico, fisico
y astrénomo holandés
Christiaan Huygens, en
1657, en un texto (El valor
de todas las posibilidades
en los juegos de azar) que
trataba asuntos referen-
tes al razonamiento que
se encuentra detras de
los juegos de azar, y que
intentaba responder a la
pregunta ;conviene jugar
o noun juego?

—

ACTIVIDAD RESUELTA

W Obtener la esperanza o valor esperado de una variable aleatoria discreta.

@ Indagamos

Se considera una témbola con tres bolitas, dos de color verde (V, v) y una de color
rojo (R). ;Cuéantas bolitas de color verde se espera obtener si se extraen dos bolitas
de manera aleatoria y sin reposicién?

Se tiene que el espacio muestral del experimento aleatorio descrito es:

0 = {W, VR, W, vR, RV, Rv}

a) Se tiene que Rec(X) = {1, 2}.

b) Luego:
x =1 —>f(1)=%=0,7>

x=2-12)=2-03

(1) Se determina el recorrido de la variable aleatoria X.

(2) Se calcula la probabilidad de cada valor.

La funcién de probabilidad f asociada a la variable aleatoria X: niumero de bolitas
verdes esta definida por:

O,§ Six=1 -
f0=103 six=2 1 05

Se observa en el espacio muestral que al menos una bolita de las dos extraidas es
de color verde. Esto se relaciona con el siguiente célculo:

0,6-1+0,3:2=1,3

Observa que el valor obtenido es aproximado a 1y no pertenece al recorrido de la
variable aleatoria X.

El valor esperado E (o esperanza) de una variable aleatoria discreta X con recorrido
A = 1{x,, X, X,.... x } y funcién de probabilidad f: A — [0, 1] es la suma de los
productos entre cada elemento del recorrido de la variable aleatoria Xy su pro-

babilidad respectiva, es decir: n

Sea la variable aleatoria X: nimero de vehiculos que llegan a un estacionamiento en una hora, y la funcién de
probabilidad asociada a X es f: Rec(X) — [0, 1], tal que:

10 15 20
0,38 | 0,3 0,2




Luego,

4

E(X) = 2 (fx)+x ) = f(5) - 5 + f(10) - 10 + f(15) - 15 + f(20) - 20

i=1
=0,172-5+038-10+0,3-15+0,2-20
=129

Es decir, se espera que al estacionamiento lleguen aproximadamente 13
vehiculos en una hora.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Analiza la siguiente situacion y realiza las actividades.

Una tombola contiene cuatro bolitas numeradas con los valores 2, 3, 4y 5.
Se extraen dos bolitas al azar y se define la variable aleatoria X: suma de los
nimeros de las bolitas.

a) Escribe los elementos del dominio (Q) y del recorrido (A) de la variable
aleatoria X.

b) Determina la funcidon de probabilidad de la variable aleatoria X.

c) ;Cudl es la suma esperada que se obtiene al extraer dos bolitas de la
tdmbola?

2. Resuelve los siguientes problemas:

a) Un juego de azar tiene una probabilidad de 0,2 de perder 500 puntos; 0,5
de perder 1 000 puntos; 0,2 de ganar 500 puntos, y 0,1 de ganar 1 000
puntos. ;Es justo este juego?

b) En el siguiente gréafico se representa la funcidén de probabilidad asociada
a la variable aleatoria X: niUmero de personas que asisten a ver una pe-
licula diariamente. Si la ganancia diaria (G), en pesos, por la cantidad de
personas que asisten al cine estd dada por la expresion

G(x) = 1200x - 1 000, ;cuanto se espera ganar diariamente?

Funcion de probabilidad

0,35
0,3
0,25+
0,2 4
0,154
0.1 4
0,05+

Probabilidad

Rec(X)

Ten en cuenta

Se considera que un
juego es justo si

E(X) = 0.
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Varianza y desviacion tipica o estandar de una variable aleatoria discreta

N Obtener la varianza y la desviacidn tipica o estandar de una varialbe aleatoria discreta.

En el ejemplo sobre la cantidad de vehiculos que llega a un estacionamiento en una
hora se obtuvo que esta es E(X) = 12,9 = 13, pero jcudl es la variabilidad de ese valor
esperado? Para responder la pregunta anterior se utiliza el concepto de varianza y
desviacion estandar.

La varianza de una variable aleatoria discreta X con recorrido A = {x1, Xor Xgy oony xn}
Ten en cuenta y funcién de probabilidad f: A — [0, 1], se denota por V(X) y se calcula mediante
La desviacién estandar la siguiente expresion:
representa la variabi- VIX) = E((X = E(X))?
lidad de los datos con ®) ( (n)) )

H 2 2

respecto a la media Donde E(X ):Z(f(xi)'xi )
aritmetica. i=1

La desviacion estandar es la raiz cuadrada de la varianza, es decir, V(X).

Ejemplo 1
En el ejemplo de los vehiculos, se tiene:

E(X") =Y (flx,) X7 ) =f(5)+ 5" +f(10)+ 107 +£(15)+15” +£(20) 20’
i=1
=0,12+5°+0,38-10*+0,3+15° +0,2 - 20
=188,5

Luego, V(X) = 188,5 - 12,97 = 22,09 y /V(X) =4/22,09 =4,7.

ACTIVIDAD RESUELTA

1. La probabilidad de que un grupo de estudiantes tenga errores ortograficos en un examen se representa en
la siguiente tabla, donde X corresponde a la variable aleatoria discreta “niimero de estudiantes con errores
ortograficos™:

5 10 15 20 25
005 0,10 | 020 | 025 | 0,40

Para determinar cuantos errores ortograficos se espera que tenga, calculamos la esperaza de la variable
aleatoria X.

EX) = z(f(x,.).xi) = f(5).5+7(10) - 10 +f(15) - 15+ f(20) - 20 +f(2) - 25

EX)=005-5+0,10- 10402 - 15+025 - 20+ 040 - 25
EX)=025+1+3+5+10

E(X)=19.25

Se espera que tenga aproximadamente 19 errores.

Para calcular la desviacion estandar de la variable aleatoria X, procedemos asi:

V(X) = E(X - E(X))’
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Donde:
EX?) = D (F(x,) - x7)
E(X?)= f(5) - 5° +f(10) - 10% +f(15) - 15* +f(20) - 20° +f(25) - 25°

E(X?)= 0,05 - 5° 40,10 - 10> +0,20 - 15° +0,25 - 20° + 040 - 25
E(X?)= 1,25+ 10445 + 100 + 250

E((?) = 406,25 V(X) = EX?)—(E(X))
V(X)=406,25 —(1 9,25)2 V(X)=356875

La desviacién estandar es la raiz cuadrada de la varianzay V(X) . JV(X) = /35,6875 =597

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Resuelve los siguientes problemas:

a) Se lanzan dos dados de seis caras y se anota el producto de los niumeros de puntos obtenidos en sus
caras superiores. ;Cual es la varianza y desviacién estandar de la variable aleatoria X: producto de los
numeros de puntos obtenidos?

b) Un atleta en sus entrenamientos realizd las siguientes marcas al correr los 100 metros planos: el 30%
de las ocasiones marcd 11,5 segundos, el 10% marcd 11,3 segundos, el 12% marcé 11,6 segundos v el
resto consiguid un tiempo de 12 segundos. ;Cuél es el tiempo en segundos que se espera realice el dia
de la competencia? ;Cudl es la varianza del tiempo realizado en sus entrenamientos?

¢) Un juego consiste en extraer una bolita desde una témbola que contiene tres bolitas azules, cuatro verdes,
dos rojas y cinco amarillas. Si se extrae una bolita azul se pierden 1 000 puntos; si se extrae una bolita
verde se pierden 5 000 puntos, si se extrae una bolita roja se ganan 1 000 puntos y si se extrae una bolita
amarilla se ganan 2 000 puntos. ;Cuél es la varianza de la variable aleatoria X: premio obtenido?

2. Analiza la siguiente informacion y resuelve los problemas junto con un compafiero o una companera:

En los siguientes graficos se representa la funcién de probabilidad asociada a las variables aleatorias X,
Y y Z, que se definen como el "numero de puntos obtenido al lanzar un dado A, B y C, respectivamente”.
Ordena de mayor a menor las variables segun su valor esperado.

Dado A Dado B Dado C
0,30 0,30 0,30
0,25 0,251 0,25
= 0,20 = 0,20; - 0204 — ——
20,15 20,15 IR e e —
a 0,101 a 0,104 T 0,10+ — — — ———
OYOS-H 0‘05- 0'05- _______
0,00+ 0,00+ 0,00
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
X y z

Para el dado A, el valor esperado corresponde a E(X) = 3,5; ya que la probabilidad de obtener cualquier
ndmero es la misma. Para el dado B se observa que la mayor probabilidad se encuentra entre cinco y seis,
por lo cual se puede deducir que E(Y) > 3,5. En cambio, en el dado C se observa que la mayor probabilidad
de ocurrencia se encuentra entre uno y dos, por lo cual se puede deducir que E(Z) < 3,5.

Por lo tanto, E(Y) > E(X) > E(2).

a) Calculen y comparen la varianza de las variables aleatorias X, Y y Z de la informacién anterior
y escriban alguna conclusién respecto de sus graficos.
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@ Indagamos

Binomial se refiere a

dos posibilidades, éxito

o fracaso, cara o sello,
;que otro ejemplo puedes
plantear?

Q Sabias que...

En nuestra vida cotidiana
debemos enfrentarnos a
experimentos aleatorios
donde la probabilidad es
si 0 no, éxito o fracaso.
Bajo nuestro buen
criterio se debe juzgar
las condiciones y tomar
decisiones acertadas.

Distribucion binomial

N Obtener la distribucién de un experimento sujeto a una ley de distribucién binomial.

Existen diversos modelos matematicos que se utilizan en probabilidades, entre ellos
estad el modelo binomial. Para entender este modelo matematico se estudiaran pre-
viamente algunos conceptos, pero antes analiza la siguiente situacién y determina
si responde al concepto de binomial declarado en la cdpsula de ayuda, al costado
de la pagina:

En una caja hay 20 focos, tres de las cuales estan defectuosas; por lo tanto, si se
extrae un foco de la urna, se tienen solamente dos posibilidades, extraer un foco en
buen estado o un foco defectuoso.

Se llama experimento de Bernoulli al experimento aleatorio que tiene resultados
dicotémicos, es decir, posee solamente dos posibilidades de ocurrencia, general-
mente, éxito o fracaso.

Se llamara éxito a la ocurrencia de un suceso A, y fracaso cuando no ocurra el
suceso A.

Ejemplos
a) Al sacar una bolita desde una urna con tres bolitas rojas y cuatro bolitas amarillas
y observar si la bolita es de color rojo:

e Se tienen solamente dos resultados posibles, que la bolita sea de color roja o
amarilla; por lo tanto, es un experimento de Bernoulli.

e FEL éxito del experimento corresponde al evento A: extraer una bolita de color
rojo.

b) Identifica cual de los siguientes experimentos es de Bernoulli. De serlo, escribe
el suceso correspondiente al éxito del experimento.

e |anzar un dado de seis caras y observar el nUmero que se obtiene.
No es un experimento de Bernoulli

e |anzar dos dados de seis caras y observar si la suma de los puntos es un
ndmero primo.

Es un experimento de Bernoulli. El suceso del experimento corresponde a que
la suma sea numero primo o ndmero compuesto.

e |anzar dos monedas y observar si cae cara o sello.

Es un experimento de Bernoulli. El suceso del experimento corresponde a que
caiga cara o sello

Ejemplo

c) Se tiene la urna de la Figura 3 con bolitas del mis-
mo tamano y textura. Si se extrae una bolita en tres
ocasiones, con reposicién, jcudl es la funcion de

probabilidad de la variable aleatoria X: nimero de
bolitas rojas extraidas?

Se consideran los sucesos:

R: extraer una bolita de color rojo

A: extraer una bolita de color azul



Como X: nimero de bolitas rojas extraidas, se tiene que Rec(X) = {0, 1, 2, 3}, entonces:

3 3 3 (3y (3} (3

PR=0=7-77 =(Z) - (ﬁ ’ (Z) Ten en cuenta
2 . 2 -

P(X=1)=l§§+§l§+§§l=3l(§) =<1§>l<§> Recuerda que:
PX=2)=—.-— . — = b= =3 (_) __:<_> <_) = conn € N. Ademas:

L L 4 4L 4L 4 4L 4L 4 41 4 \2) 4] 4 (ﬂ) n!

T 1 1 /1 /3y (1 )=
PX=3)= — ot = _) :<_ ( ) KI-(n-k)

( ) L 4L 4 (\4 3) 4

ConkeNuU{0lyn=k

Si un experimento sigue una distribucién binomial, es posible calcular la probabilidad
de que la variable aleatoria X asociada a dicho experimento adquiera uno de sus
valores aplicando lo siguiente:

P(X = x) = (”)-p*-m—p)”* ®e,

=

Donde n es el nimero de ensayos, x es el valor de la variable aleatoria asociada al
experimento, p es la probabilidad de éxitoy 1 - p es la probabilidad de fracaso.

Ten en cuenta
ACTIVIDAD RESUELTA .

Para el calculo de proba-
1. Se extrae una bolita en tres ocasiones, con reposicion, desde la urna de la bilidades se debe tomar
figura. ;Cual es la probabilidad de que en dos ocasiones se obtenga una bolita en cuenta los siguientes
: axiomas:
de color rojo?
1. La probabilidad de que
ocurra un evento A, se
encuentra entre Oy 1

0=pA) =1

2. La probabilidad de que
ocurrael Qes 1

El experimento sigue una distribucién binomial. Luego:

a) Se define la variable aleatoria X: niumero de bolitas rojas.

b) Se efectla el experimento de Bernoulli (extraer una bolita de la urna)
tres veces, es decir, n = 3.

. L. . ) 2 -
e |a probabilidad de éxito (extraer una bolita de color rojo) es p==; por lo p€Y) =1
/ 3. SiAyBsoneventos
tanto, la probabilidad de fracaso es 1_p:§. Asi, la funcién de probabilidad mutuamente exclu-
7 yentes, entonces
estd dada por: p(A U B) = p(A) + p(B)
4. Si se tiene n eventos
VX 3-x lu-
3 2 5 3 mutuamente exc
P(X=x)= (;) . (7) . (7> : yentes, A, A, A, ...
entonces

PAUAUA, . UA)=

Por lo tanto, si se quiere calcular la probabilidad de que en tres extracciones DAY + pUA) +..+ plA )

se obtengan dos bolitas rojas, es decir, P(X = 2), se tiene que: 5. Siel@esuneven-

\ 2 3-2 to nulo, entonces la

P(X=2)= (E) . (2) . (E) =3. i . § =~ 017 probabilidad de que
2/ \7 7 49 7 ' ocurra es 0.
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ACTIVIDADES PROPUESTAS

2. Resuelve los siguientes problemas:
a) Dado el experimento aleatorio “lanzar 20 veces una moneda” que sigue una distribucién binomial:
* ;Cual es la funcidn de probabilidad para la variable aleatoria X: nimero de caras?

* ;Cuél es la probabilidad de obtener cinco caras?

e ;Cudl es la probabilidad de obtener dos sellos?

b) Un estudiante rinde un examen de seleccion multiple que consta de 35 preguntas y en cada una de
ellas se debe elegir entre cinco alternativas:

* Sjelestudiante responde las preguntas al azar, ; cual es la funcion de probabilidad asociada a la variable
aleatoria X: cantidad de preguntas correctas?

* Sila nota minima de aprobacidn 4,0 se obtiene respondiendo correctamente 21 preguntas, jcuéal es la
probabilidad de que el estudiante apruebe el examen si contesta la prueba completa al azar?

c) Dos jugadores, Ay B, disputan una serie de 5 juegos. Si la probabilidad de que el jugador A gane un
juego cualquiera es 0,6 y no pueden empatar:
* (Calcula la probabilidad de que el jugador A gane la serie.

* (Calcula la probabilidad de que el jugador B gane al menos 3 juegos.

3. Calcula la probabilidad pedida en cada una de las siguientes situaciones segun la funcién de probabilidad
de una distribucion binomial:

a) El 75% de los automoviles que recorren una carretera se dirige hacia la costa.
* ;,Cudl es la probabilidad que de cinco automoviles escogidos al azar, cuatro se dirijan a la costa?

e ;Cuél es la probabilidad de que de 10 automdviles escogidos al azar, més de nueve se dirijan a la costa?

* ;Cuél es la probabilidad de que de 10 automaviles escogidos al azar, ninguno se dirija a la costa?

b) La probabilidad de que un estudiante apruebe un examen contestandolo al azar es de 14 %.

* Si 35 estudiantes contestan el examen al azar, ;cudl es la probabilidad de que menos de 5 de estos
estudiantes aprueben el examen?

4. Analiza las siguientes situaciones y responde:

a) Una prueba de Matematica consta de 75 preguntas de seleccion multiple, cada una con cinco alterna-
tivas. Si un estudiante contesta toda la prueba al azar, ;cudl es la probabilidad de que haya contesta-
do correctamente 20 preguntas?

b) Si 50 estudiantes rinden la prueba de Matematica descrita en a), contestandola al azar, ;cual es la
probabilidad de que 10 de esos estudiantes contesten correctamente 20 preguntas?




Distribucion normal

Obtener la distribuciéon y varianza de los resultados de un experimento sujeto a una ley de distribucién normal con la ayuda de tablas. Rg

Una distribucion normal de media p y desviacion tipica o se designa por N(y, o).

Su gréafica es una campana de Gauss:

!

p-20 p-0 H+0 g+20

El drea de la region determinada por la funcién y el eje de abscisas es igual a la
unidad.

Al ser simétrica respecto al eje x, que pasa por x =y, deja un area igual a 0,5 a la
izquierda y otra a 0,5 a la derecha.

La probabilidad equivale al area encerrada bajo la curva.

La distribucién de probabilidades en que los datos de una variable aleatoria con-
tinua se concentran alrededor de la media (u) con cierta desviacion estandar (o)
es conocida como distribucién normal o gaussiana.

La representacion grafica de esta distribucion es denominada campana de Gauss.

Observa algunos ejemplos de la campana de Gauss:

68,3 % 95,4 % 99,7 %
| | | ; | -
p-0 g p+o p-20 i U+20 u-30 i i+30
Aproximadamente, el Aproximadamente, el Aproximadamente, el
68,3% de la distribu- 95,4% de la distribu- 99,7% de la distribu-
cion se encuentra en el cion se encuentra en cion se encuentra en el
intervalo: el intervalo: intervalo:
Ju-o,p+ol lu - 20, p + 20[ Ju - 30, p + 30[

Ejemplo 1

Cierto tipo de consola de videojuegos dura en promedio 5 afnos, con una desviacion
estdndar de 1 ano. Si la duracion de estas consolas sigue una distribucién normal,
icudl es el porcentaje de las consolas que duran menos de 4 anos? ;Y qué porcentaje
dura mas de 6 afos?

Observa la representacién en la campana de Gauss. G335

Sabias que... 9

e
Abraham De Moivre
(1667-1754)

Matematico de origen
francés exiliado en Lon-
dres, donde publicé en
1733 una obra en la que
aparece por primera vez
la curva de distribucion
de los errores, que con el
tiempo conocemos como
“distribucién normal de
Gauss”.

1
4 5 6

Aproximadamente, el 68,3% de la distribucién de consolas tiene una duracién entre 4
y 6 anos. La duracién aproximada del 15,85% de las consolas es de menos de cuatro
anos; mientras que el 15,85% restante dura mas de 6 anos.

—
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Ten en cuenta

Entre las filas de la tabla
dada en la pagina 212
debes buscar el valor
de Z, considerando la
parte enteray el digito
de las décimas; por
ejemplo, en el caso de
Z < 0,64, el valor que
debes buscar en las
filas es 0,6; mientras
que entre las columnas,
debes buscar 0,04, ya
que 0,6 + 0,04 = 0,64.

m Distribucion normal estandar

Para calcular probabilidades de variables aleatorias continuas que se distribuyen
de forma normal N(u, o), es posible transformarlas a una cuya media sea 0y su
desviacion estandar sea 1, para luego utilizar una tabla de valores asociada a dicha
distribucion.

Cualquier variable aleatoria continua X que se distribuya N(u, o) es posible trans-
formarla a una variable Z de distribucion N(O, 1) mediante la siguiente relacién:

_X-p

z §

A esta distribucion se le denomina estandar o tipificada, y el cambio de variable
se le conoce como estandarizacion o tipificacion y permite calcular probabilidades
utilizando una tabla de valores.

Ejemplo 2

a) La estatura en centimetros de un grupo de 200 personas se distribuye N(161, 11).

iCual es la probabilidad de que al escoger una persona del grupo su estatura
sea mayor que 168 cm? ;Aproximadamente cuéntas personas del grupo son de
estatura mayor que 168 cm?

Sea X la estatura de una persona. Luego, la probabilidad de que sea mayor que
168 cm es posible representarla por P(X > 168). Ademas, como X se distribuye
N(161, 11), se tiene:

68,3 % 95,5% 99,7%

| I = -

15 161 172 139 161 183 128 161 194

Y como se pide P(X > 168), se debe calcular la siguiente drea sombreada:
68,3 %

Altipificar se obtiene 7= 168161~ T~ 0,44,

168
Luego, se tiene P(Z > 0,64)=1-P(Z <0,64)=1-0,7389 =0,2611. Observa:

000 | 001 | 002 | 003

00 | 05000 | 05040 | 05080 | 05120 05160
01 | 05398 05438 | 05478 | 05517 | 05557
02 | 05793 05832 05871 | 05910 0,5948
03 | 06179 06217 | 06255 06293 06331
04 | 06554 06591 | 06628 06664 06700
05 | 06915 06950 | 06985 | 0,7019 | 07054
. * -- -

Q06 - 0,7257-1- 0,729 10,7324 1-0,7357 1»0,7389 |

Por lo tanto, la probabilidad de que al escoger una persona del grupo su es-
tatura sea mayor que 168 cm es cerca del 26 %, que corresponde a 52 personas
aproximadamente.



ACTIVIDAD RESUELTA

1. Si el tiempo en horas que un estudiante de 4° medio dedica diariamente a
estudiar Matematica sigue una distribucion N(3, 2) y el 25% de estos alumnos
estudia mas de x horas diarias, jcudl es el valor de x?

Sea X el tiempo en horas que un estudiante de 4° medio dedica diariamente
a estudiar Matematica. Como sigue una distribucién N3, 2) y el 25% de estos
alumnos estudia mas de x horas diarias, se tiene lo siguiente:

Estandarizando
25% 25%

30X 0 7
Donde P(Z > z) = 0,25; lo cual es equivalente a 0,25 = 1 - P(Z < 2); de donde se
obtiene que P(Z < z) = 0,75. Asi, utilizando la tabla de tipificacion de la pagina 223,

se tiene que z = 0,675. Observa:

Ten en cuenta

No olvides que puedes
utilizar lo siguiente:

P(Z>2)=1-P(Z<2)

Ten en cuenta

Recuerda tipificar para
calcular probabilidades
y apoyarte en la tabla de
tipificacion de la pagina
208.

No olvides que en algu-
nos problemas, luego de
encontrar el valor de z
debes reemplazarlo en

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 la f6rmula de tipificacién
0,0 0,5000 | 05040 | 05080 | 055120 | 05160 | 05199 | 05239 | 05279 | 05319 para encontrar el valor
0,1 05398 | 05438 | 05478 | 05517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 05675 | 05714 de x.
02 05793 | 05832 | 05871 | 05910 | 05948 | 05987 | 0,6026 | 0,6064 | 0,6103
03 06179 | 06217 | 06255 | 06293 | 06331 | 0,6368 | 0,6406 | 06443 | 0,6480 Ten en cuenta
0.4 06554 | 0,6591 | 0,6628 | 06664 | 06700 | 0,6736 | 06772 | 06808 | 0,4844 La tabla de tipificacion h
0.5 06915 | 06950 | 06985 | 07019 | 07054 | 0,7088 | 07123 | 07157 | 07190 muestra la probabilidad
0.6 ) 1--BF25T--F - 0:729% - 10,7304 - - ;7357 - 1--0,7389-- - - 0;7422 - {--0,7454-»-0,7486 ¥ 0,7517 A de Z < z para valores positivos

Una vez encontrado el valor de z, se debe buscar el valor de x, ya que es la in-

terrogante del problema. Entonces, se tiene que:

0,675=X‘23 > 135=x-3=>x=435

de z. Si z es negativo, pue-
des realizar lo siguiente:

P(Z <-0,5)=P(Z > 0,5)
=1-P(Z<0,)5)
Pa<Z<b)=PZ<b)—P(Z<a)

Finalmente, se tiene que el 25% de los estudiantes de 4° medio dedica mas de
4,35 horas diarias para estudiar Matematica.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

2. Resuelve el siguiente problema. Los puntajes obtenidos por estudiantes en una prueba siguen una distribu-
cion normal con media de 650 puntos y una desviacion estandar de 50 puntos. Para aprobar es necesario
obtener 600 puntos. ;Qué porcentaje de los estudiantes reprob6?

3. Calcula la probabilidad en cada caso, dada una distribucion N(O, 1).
a) P(Z <12 b) P(Z < 0,75) c) P(Z>247)
e) P04 <Z<105) f) P(Z < -0,63) g) P(Z>-1.84)

d) P(Z>0,8)
h) P(-0,05 < Z < 0,05)

4. Calcula el valor de z en cada caso.

a. P(Z<2)=0,8159 b) P(Z>2)=0,0314 o P(Z>2)=0,3372 d) P(Z<2z)=0,3156

6. Resuelve el problema.

La masa en gramos de cierto modelo de teléfono celular sigue una distribucién N(112, 20).

.Cual es la probabilidad de que la masa de uno de estos teléfonos sea mayor que 114 g?
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Indagamos

~

Siun experimento alea-
torio tiene resultados
dicotémicos, es decir,
solo dos posibilidades
de ocurrencia (éxitoy
fracaso) es denominado
experimento de Bernou-
LWi. Por ejemplo, extraer
una bolita de una urna
que contiene tres bolitas
azules y dos rojas tiene
solo dos posibilidades, o
se extrae una bolita roja o

una azul.
—/

Ten en cuenta
nl=n-(n-1)-(n-2)
~..-2-1,connéeN.
Ademés:

n n!
(k) = Kl (n-K)!
ConkeNU{0tyns>k

Antes de aproximar una
distribuciéon binomial a
una normal verifica que
se cumplen las siguien-
tes condiciones:

e np=:>>5
e n(1-p =5

Probabilidad binomial y normal

N Obtener la distribucién de un experimento sujeto a una distribucién binomial.

Si un experimento de Bernoulli puede ser realizado las veces que se quiera, el resul-
tado de cada ensayo es independiente de los otros y la probabilidad de obtener éxito
en cualquier ensayo es siempre la misma, se dird que dicho experimento sigue una
distribucion binomial. Por ejemplo, el experimento mencionado (extraer una bolita de
una urna que contiene tres bolitas azules y dos rojas) seguird una distribucion bino-
mial si es que la extraccion es con reposicion, ya que de ser sin reposicion, no seria
posible realizarlo las veces que se quiera, el resultado de cada ensayo dependeria de
la extraccion anterior y, la probabilidad de éxito no seria la misma en cada ensayo.

Si un experimento sigue una distribucion binomial, es posible obtener la proba-
bilidad de que la variable aleatoria asociada (Y) adquiera un determinado valor
(y) con la formula:

AY =y) = p- (1 -py

Donde n es el nimero de ensayos, p es la probabilidad de éxitoy 1 - p es la
probabilidad de fracaso.

Ejemplo 1

Por ejemplo, en el caso de la urna con tres bolitas azules y dos rojas, se extrae una
bolita con reposicion. Si se realiza el experimento 3 veces, ;cual es la probabilidad
de extraer exactamente 2 veces una bolita azul?

Se define la variable Y: nimero de bolitas azules extraidas.

Siy = 2 (obtener dos bolitas azules), p = % = 0,6 (probabilidad de obtener una bolita

azul al realizar una vez el experimento) y n = 3 (niUmero de extracciones), entonces:
Py=2)=(3) 06 (1-06)7=0432

Por lo tanto, la probabilidad de obtener dos bolitas azules y una roja, al extraer tres
veces una bolita de la urna, es 0,432. Sin embargo, cuando el niumero de ensayos
es grande, el calculo de la combinatoria, sin calculadora, se puede hacer un poco
dificil. Para estos casos, es posible aproximar la probabilidad binomial por una pro-
babilidad normal.

Sea Y una variable aleatoria asociada a un experimento aleatorio, que sigue una
distribucion binomial B(n, p), donde n es el nimero de ensayos y p es la proba-
bilidad de éxito, entonces, esta distribucién binomial se puede aproximar a una
normal de la forma N(np, { npg ), donde q =1 - p. Lo anterior se simboliza:

B(n, p) ~N(np, Vnpq )
Para calcular probabilidades, es necesario aplicar un ajuste, denominado correc-
cion de Yates. Asi:

e PY=y)=Py-05<x<y+005)
e PY <y =Pkx<y+005)
o P(Y<y)=Px<y-205)
o PY=>y)=Pkx>y-005)
o PY>y)=Px>y+005)



ACTIVIDAD RESUELTA

1. El 4% de los clavos de 2 pulgadas producidos por una empresa sale defectuoso. Si se produce un lote de
1 200 clavos:

icudl es la probabilidad de que menos de 60 clavos de 2 pulgadas sean defectuosos?

Sean Y: numero de clavos defectuosos producidos y p: probabilidad de que el clavo sea defectuoso. Luego, Y
se distribuye B(1 200; 0,04), ya que n =1 200y p = 0,04, y se quiere calcular P(Y < 60).

Como np =48y n(1 - p) =1.152, ambos mayores que 5, es posible aproximar de buena manera la probabilidad
binomial de Y pedida por una probabilidad normal de media np y desviacién estadndar \JH,OU - p). Es decir:

N(np, \np(7 = p) =N (1 200 - 0,04; {T 200 - 0,04 - 0,94
=N(48; 6,79)
Aplicando el ajuste de Yates respectivo se tiene:
P(Y < 60) = P(X < 60 - 0,5) = P(X < 59,5)

Luego, estandarizando:

x-48 . 595-48)_p7.
P| X7 D7 P(Z<1,69)

Utilizando la tabla de tipificacion de la pagina 208, se obtiene P(Z < 1,69) = 0,9545, que corresponde a la pro-
babilidad aproximada de que en un lote de 1 200 clavos, menos de 60 sean defectuosos.

De los 1 200 clavos producidos, jcual es la probabilidad de obtener 25 0 més y 55 o0 menos clavos defectuosos?

Considerando nuevamente que Y se distribuye B(1 200; 0,04), se quiere calcular el valor de P(25 < Y < 55), que
es igual a calcular P(Y < 55) - P(Y < 25).

Considerando que np = 5y n(1 - p) = 5, y que X se distribuye N(48; 6,79), es posible ajustar con la correccién
de Yates, obteniendo:

P(Y < 55) - P(Y < 25) = P(X < 55,5) = P(X < 24,5)
Estandarizando, se tiene:

X—48 _555-48| _[X-48 _245-48)_ o
Pl e < 57 )—P( 75 < —a7g—|=PZ< 1) -PZ<-346)

Luego, utilizando la tabla de tipificacion de la pagina 208, se obtiene P(Z < 1,1) = 0,8643 y que:
P(Z < -3,46) =1 - P(Z < 3,46) =1-09997 = 0,0003

Por lo que al restar ambos valores se tiene que 0,864 corresponde a la probabilidad aproximada de que en un
lote de 1 200 clavos, se produzcan entre 25y 55 clavos defectuosos, incluyendo dichos valores.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

2. Calcula las probabilidades de las siguientes distribuciones binomiales mediante la aproximacién normal
correspondiente.

a) Si X ~B(100; 0,2), calcula P(Y < 56), P(33 <Y < 87) y P(Y = 13).
b) Si X ~ B(1.000; 0,05), calcula P(40 <Y), P(Y < 48) y P(Y = 54).
cd SiX~B(50;09), calcula P(33 <), P(Y < 45) y P(Y = 40).

d) Si X ~B(120; 0,3), calcula P(Y > 40), P(Y < 35) y P(Y = 41).

3. Resuelve el problema propuesto.

Se estima que el 10% de la poblacidn mundial es zurda. Si en una empresa trabajan 800 trabajadores,
icual es la probabilidad de que haya mas de 70 zurdos?
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m Correlacion

La correlacion trata de establecer la relacion o dependencia que existe entre las dos
variables que intervienen en una relacion bidimensional; es decir, determinar si los
cambios en una variable influyen en los cambios de la otra. En caso de que suceda

diremos que las variables estan correlacionadas entre ellas.

® Diagramas de dispersion y coeficiente de correlacion lineal

Conviene cuantificar de forma mas precisa la idea de correlacion mediante un para-
metro. Este pardmetro se denomina coeficiente de correlacion lineal.

El coeficiente de correlacion lineal es el cociente entre al covarianza y el producto

o . . o}
de las desviaciones tipicas de ambas variables r= O—g—.
xOy

El coeficiente de correlacion lineal es un niumero real comprendido entre -1y 1.

l=r=1.

Observa la relacion que existe entre el diagrama de dispersion y el coeficiente de
correlacion lineal mediante los siguientes casos.

4

Y

Correlacién nega-
tiva y perfecta. Los
puntos estan ali-

-1<r<0

Correlacién nega-
tiva, mas fuerte
cuanto mas se

neados. aproximara -1,y
mas débil cuanto

Dependencia fun- - i
mas se aproxima

Variables sin corre-
lacion.
No existe depen-

dencia entre las
variables.

0<r<1

Correlacién posi-
tiva, mas fuerte
cuanto méas se
aproximaral,y
mas débil cuanto

Correlacion positiva
y perfecta. Los pun-
tos de la nube estan
alineados.

Dependencia fun-

cional. _ . mas se aproxima cional.

a 0. Dependencia Independencia a 0. Dependencia

aleatoria. aleatoria. aleatoria.
Ten en cuenta :

. Ejemplo

Dos variables son es- . _ _ » o . .
tadisticamente inde- Asocia a cada diagrama de dispersion el coeficiente de correlacidén correspondiente:
pendientes ;uando el - 0,99; 0,8; -0,6, y 0,1.
comportamiento de una
de ellas co se ve afec- a) b) c) d)
tado por los valores que y A 4 4
toma la otra. Y < Y1ale Y . Y .
Si dos variables son e T e .
independientes estan in- =% ". % '. o ° e t b s
correlacionadas aunque o D & : . - o .
el resultado reciproco - R - . 4 < i
no es necesariamente O‘ X O‘ OV X OV X

cierto.

Sir=0, las variables

estan incorrelacionadas. b) Las variab

¢) Las variables tienen correlacion positiva media = r = 0,8.

a) Las variables son practicamente independientes = r = 0,1.

es tienen correlacién negativa débil = r = -0,6.

d) Las variables tienen correlacién negativa fuerte = r = -0,99.



® Recta de regresion

Una vez comprobada la existencia de una fuerte correlacion entre las variables X e
Y que componen una variable bidimensional, es interesante encontrar la recta que
mejor se ajuste a la nube de puntos.

La recta de regresion de y sobre x pasa por el punto (x , y) llamado centro de
gravedad y viene dada por la siguiente expresion.

Sxy

2
SX

y —y = mlx - Xx), donde m =

ACTIVIDAD RESUELTA

La siguiente tabla muestra la estatura de Juan entre los 3 anos y los 5 anos.

Edad (meses) 36 48 51 54 57 60

Estatura (cm) 86 90 91 93 94 95

Halla la recta que mejor se ajuste a la nube. ;Cuanto medird cuando tenga 70 meses?

Sabiendo que r = 0,99, tiene sentido calcular la recta que mejor se ajuste a los valores de la variable y asi
poder hacer predicciones.

Se calculan los distintos parédmetros, obteniendo: = vt
5 9%+t
_ 306 _ bB49 o st
X=T= 51 meses y=T=91,5cm %%_
LIITJ 934
52 = 15266— 512 = 40 s, = 28—;37— 51-915= 23 °1
901
La pendiente de la recta de regresién es m = SSXQY = % = 0,38 :Z
X 87+
El centro de masas de la nube es (X, y) = (51; 91,5). 8T
85 ¢+
Se sustituye en la ecuacién de la recta de regresidn y se obtiene: 1 BRI YRy e e
36 38 40 42 4h 46 48 50 54 56 58 60 X
y- 91,6= 038x - 51) = y= 0,38+ 72,12 , Edad](resgs)

Sustituyendo en esta ecuacion los valores de x, se pueden obtener, con cierta aproximacion, los valores es-
perados para la variable y, que se llaman estimaciones o predicciones.

Si x = 70 meses, Juan medird y = 0,38 - 70 + 72,12 = 98,72 cm.

La fiabilidad de estas estimaciones serd mayor cuanto mas proximo esté el coeficiente de correlacion a 1 6
-1,y cuando el valor no esté alejado de los valores de X.

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Dada la siguiente variable bidimensional, calcula 2. Calcula el coeficiente de correlacion e interpré-
el coeficiente de correlacion. talo.
X| 3|5 |67 (8] 9]|10 X | 6|8 11|14 |15]18| 20
Y| 2| 4 |10]| 5| 2| 6|4 Y| 3|4 | 2| 5|6]| 7|8
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Aplicamos

Funcion de probabilidad

P> Resolucion de problemas

MobELIZACION

o 1. Una caja contiene dos tarjetas numeradas con el
Tyel2 ;Cudl es el recorrido A de la variable
aleatoria X: suma de los valores obtenidos en dos
extracciones, con reposicion?

RAzONAMIENTO
2. En la siguiente tabla se muestra la funcién de pro-
babilidad f: A — [0, 1], donde A = {0, 2, 3, 4, 5}
i Qué valor tiene a + b?

0,4 | 01 a b

COMUNICACION

3.,Cudl de las siguientes alternativas es falsa res-
pecto a la variable aleatoria X: nimero de caras
obtenidas al lanzar tres monedas”?

a) La probabilidad de obtener tres sellos es
igual a P(X = 0).

b) PX=1)=PX=2)
) PX=0)+PX=1)+PX=2)+PX=3)="1
d P(X=0)=PX=23)

o
|
-
=
I
2
I
Y
>
I
@

MobELIZACION

4. Al lanzar dos veces una moneda trucada, la proba-
bilidad de obtener sello es el doble de la de obtener
cara. Si se define la variable aleatoria X: nimero de
caras, jcual es la funcién de probabilidad asociada?
Considera f(x) = 0 para cualquier valor de x distinto
a0, 102

P Resolucion de problemas
RazoNaMIENTO

5.,Cual es la funcion de distribucién para X: nimero
de caras obtenidas al lanzar tres monedas?

Cavcuta

» 6.Sea una funcién de probabilidad f: A — [0, 1], donde

2
f(x)= X1O§X yA=1{4,5 678} ;Cuéleselvalorde

F(7)?

RAZONAMEENTO

e7. ;Cudl de las siguientes proposiciones es verdadera
respecto a una funcién de distribucién F asociada
a una variable aleatoria X7

i 0<F(x <1
ii F(a) < F(b), sia <b, cona, b €Rec(X)

iii Si Rec(X) = {0, 1, 2},
entonces F(Q) + F(1) + F(2) = 1.

a) Solo | b) Sélo Il
c) Soélo Il d) Sélo Iy |l
e) Solo Iyl

Grafico de una funcion de probabilidad
MopELizAciON
El siguiente grafico representa la funcién de probabili-

dad asociada a la variable aleatoria X: nimero de pun-
tos obtenido al lanzar un dado de seis caras:

Resultados al lanzar un dado

0,35
0,317
= 0,25

= 0.2
o
T 0,15

—

>

= 0,14
0,05
0

INTERPRETA
©8. ;Cual es la probabilidad de obtener un nimero de
puntos mayor o igual que 57?

CaLcuLa

#9. Calcula P(X > 4).

Grafico de una funcion de probabilidad

REeSUELVE PROBLEMAS

¢ 10. Un dado tiene tres caras con el nimero uno, dos
con el nimero nueve y uno con el ndmero diez.
Determina la funcion de distribucion y su grafico
para la variable aleatoria X: nimero obtenido al
lanzar el dado.

RAzONAMIENTO

e 11.Una urna contiene 10 fichas numeradas del 1 al
5, con dos fichas de cada valor. Construye el gra-
fico de la funcién de distribucion para la variable
aleatoria X: suma de los niumeros de las fichas si
se extraen 2 fichas al mismo tiempo.

COMPLEJIDAD: @ Bisico Mebio @ AvANZADO




e 12. El siguiente grafico representa a la funcién de dis-
tribucion asociada a la variable aleatoria X: nimero
de llamadas realizadas en media hora:

Funcién de distribucién
= ®
= 0,8
o ._8—0
0,6
T 0,4 ——O
0,2
0¢ 8 : ; ; '
0 1 2 3 4 5
Llamadas realizadas

a) ;Cuél es el valor aproximado de P(X = 4)?
b) ;Cudl es el valor aproximado de P(X = 6)?
c) ;Cudl es el valor aproximado de P(2 < X < 5)?

d) ;Cudl es la funcién de probabilidad f aso-
ciada a la variable aleatoria X?

e) Representa graficamente la funcion de pro-
babilidad f asociada a X.

Varianza y desviacion tipica o estandar
de variables aleatorias discretas

PResolucion de problemas
INTERPRETA LOS GRAFICOS
13. Analiza los gréficos y determina qué distribucién

Grafico de una distribucion normal. Consideremos el
experimento aleatorio “registrar el niUmero de caras
al lanzar siete monedas”.

En la columna A escribe el nUmero de caras po-
sibles de obtener; mientras que en la B, la proba-
bilidad de obtener cada una de estas cantidades.
Para esto, digita la funcion de la imagen, presiona

es mas homogénea. Para ello, compara sus des-
viaciones estandar.

Ruleta A

0.30
0.25
0.20
0.15
010+ — — — — — -
005+ — — — — — -
0.00

Probabilidad

-1.000 -500 0 500 1.000 2.000
Cantidad de dinero

Ruleta B
0,30
0,25
0,20
0,151
0,101
0,051
0,00+

Probabilidad

-1.000 -500 0 500 1.000 2.000
Cantidad de dinero

» Comunicacion de ideas
CoMuNica
14.Evalla la veracidad de las siguientes afirmacio-
nes considerando los graficos de la actividad an-
terior. Para ello, escribe V o F segun corresponda.
Justifica las falsas.

a) Los graficos representan la misma situacién
pero con distintos grupos de encuestados.

b) Es posible determinar la cantidad de inte-
grantes de cada grupo.

c¢) Para calcular la media aritmética de las
distribuciones basta con aplicar la formula

izég(x. -f).

o sello, y cada uno de ellos tiene la misma probabi-
lidad de ocurrir. Si esa probabilidad fuese distinta, la
curva no seria simétrica.

e e R =T
Tabla  Tabla ||Imagen Imigenes Formas SmartArt || Columna Linea Circular
aingmica~ predisefiadas SRR
-G %
8 c 3 F

B1 =DISTR.BINOM(A1;7;0,5;FALSO)

A D

Enter y copia la formula.

Para graficar las probabilidades, selecciona las celdas
de ambas columnas, busca en la pestana “Insertar”
el tipo de grafico de la imagen y selecciona el que se
destaca.

El grafico obtenido es una curva representativa de una

distribucion normal; esto ocurre porque al lanzar una
moneda, es posible obtener solo dos resultados, cara

s




Resolvemos problemas

Etapas en la solucidn de problemas ]

n Comprender el enunciado del problema.

En todo problema se debe evaluar, analizar e interpretar el enunciado, Para resolver .

NP Lo . L un problema d .
para emitir juicios de acuerdo con un criterio conocido o valido. Comprendor e[ebes. »
eénunclado

P
Proponer un plan. foponer un plan.

Ejecutar un plan.
Analizar el objeto o situacién que se va a evaluar. Definir el o los criterios  Revisar la solucign.

de evaluacion.

Ejecutar el plan.

Mantener un plan de trabajo y ejecutarlo garantiza la eficiencia en el trabajo, tanto matematico como personal.

Revisar la solucion.

1
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Luego de encontrar las soluciones al problema se debe verificar que sean las correctas.

— ACTIVIDAD RESUELTA |

Problema
Si el 7% de los celulares de cierta marca tiene algun defecto y se empaqueta en cajas de 80 unidades
para distribuirlos, ;cudl es la probabilidad de que en una caja haya mas de 10 celulares defectuosos?
Comprender el enunciado del problema.
e ;Qué se quiere dar a conocer una vez resuelto el problema?
La probabilidad de encontrar mas de 10 celulares defectuosos en una caja.
e ;Qué informacién entrega el enunciado del problema?
Que el 7% de los celulares tiene algun defecto y que se empaquetan en cajas de 80 unidades.
Proponer un plan.

¢ Analiza el objeto o situacidén que evaluaras y define como realizaras esta evaluacion.
La situacidn a considerar es obtener celulares defectuosos o no y se trata de un experimento dicotdmico. Lue-
go, la variable aleatoria sigue una distribucion binomial B(80; 0,07) que se puede aproximar a una distribucion

normal.
Ejecutar el plan.
e Verifica si la proposicion es valida o no.

La variable se distribuye de forma binomial B(80; 0,07), siendo np = 5,6 > 5y n(1 - p] = 74,4 > 5.
Luego, se puede aproximar a una distribucién normal N(5,6; 2,28).

e Explicita los argumentos sobre el valor atribuido a la soluciéon de la situacién.

Considerando la informacién del enunciado se quiere calcular PlY > 10). Luego,

P(Y > 10) = P(X>10,5)
_ [x=56_10-56 = P(Z>2] = 1-PZ<2]1
208 > 398 (Z>215) (Z<215)
= 1-09842 = 00158

Por lo tanto, la probabilidad de que en una caja haya mas de 10 celulares defectuosos es 0,0158.

Revisa la solucion.
Puedes calcular 1 = P(Y <10) =1 —-=P(Y =0 +P(Y=1) + ... + P(Y =10)).




2 — EJERCICIO RESUELTO |

Problema

al azar, hallar:

a) Probabilidad de obtener cinco aciertos.

b) Probabilidad de obtener algun acierto.

Resolucion

n
P(Y=y)=( )py g
Y
y=5n=10;p = 05,g=05

b) Probabilidad de obtener algln acierto.

Px 2 1)=1-Pkx=0)

10
Px =0) = (O ) -(0,5° -(0,5)"°=0,0010

Suceso A (éxito) = acertar la pregunta , P(4) = 0,5

Suceso AN= no acertar la pregunta, P(AN) = 0,5

a) Probabilidad de obtener cinco aciertos

Un examen consta de 10 preguntas a las cuales hay que contestar SI o NO. Suponiendo que a las per-
sonas que se les aplica no saben contestar a ninguna de las preguntas y, en consecuencia, contestan

Es una distribucién binomial, la persona puede acertar o fallar la pregunta.

Distribucion binomial de pardmetros n = 10, p = 0,5; B(10; 0,5)

Obtener exactamente cinco aciertos, y = 9, aplicamos la féormula:

10
P(Y=5)= (5 )(0,5)5 -(0,5)"* P(Y=5)=252 -(0,5°(0,5°= 0,2461

Px=1N=Px=1)+Px=2)+Px=3)+Px=4)+Px=5+Px=6)+Px=7)+Px=8+Px=9)+PKx=10)

De esta forma resulta muy largo, para evitar esta situacién buscamos el complemento.

Calculamos la probabilidad de no obtener ningun acierto P(X = 0)

Px = 1)=1-P(x=0) Plx = 1)=1-0,0010=0,999

Aplica la estrategia)

1. Resuelve el siguiente problema. Para ello, guiate
por los pasos estudiados anteriormente.

En un colegio se estima que 1 de cada 8 estudiantes
prefiere matematica sobre otras asignaturas. Si se
elige a 60 estudiantes al azar, jcuél es la probabilidad
de que en ese grupo haya mas de 10 que prefieran
matematica?

2. Resuelve en tu cuaderno los siguientes problemas.

a) La duracién media de cierto producto es 8
anos y su desviacion estandar es 0,5 anos.

b)

Sabiendo que su vida Util se distribuye nor-
mal, ;cudl es la probabilidad de que al ad-
quirir uno de estos productos dure mas de 9
anos?

Cierto tipo de ventilador tiene una duracion
de 4 anos con una desviacion estandar de
0,5 anos. Si la duracién de los ventiladores
sigue una distribucién normal:

© ;Qué porcentaje de ventiladores se espera
que duren entre 2y 5 anos?

* Sjun ventilador lleva funcionando 4 anos,
icudl es la probabilidad de que dure menos

de 5 anos?

J
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Ponemos a prueba destrezas

LA PROBABILIDAD

«Pienso, luego existo». Mediante esta maxima
Descartes concluyd que el ser humano podia descon-
fiar de la veracidad de todas las
cosas existentes en la realidad
circundante que llegaban hasta
su mente a través de los cinco
sentidos, pero de lo Unico que no
se podia dudar era de que en ul-
timas el ser humano era un «ser
pensante» que vivia elaborando
siempre conclusiones sobre la
realidad circundante.

1. Se realizé un estudio sobre el efecto del ca-
lor en un aparato electréonico. De una muestra
escogida aleatoriamente, se analizo el tiem-
po que transcurre hasta que el aparato deja
de funcionar. Luego, para una muestra de 30
aparatos, se obtuvo que el tiempo promedio en
que dejaron de funcionar fue 1,15 horas. Si X
es el tiempo promedio en que el aparato deja
de funcionar y se distribuye de forma normal
con una desviacion estandar de 0,5 horas,
construye un intervalo de confianza del 95%
para estimar la media poblacional de X.

2. Gracias a los controles de transito de cierta
ciudad, se ha estimado que el 35% de los
conductores controlados excede el limite de
velocidad permitido. Si en un mes se controlan
un total de 650 personas:

a) ;Cudl es la probabilidad de que por lo menos 230
haya cometido esta infraccion?

b) ;Cudl es la probabilidad de que 250 personas ha-
yan excedido el limite de velocidad?

c) ;Cual es la probabilidad de que a lo mas 245 per-
sonas haya cometido esta infraccién?

3. Para cada una de las siguientes distribuciones
binomiales, indica si se pueden o no aproxi-
mar a una normal. En caso negativo, explica
por qué, y en caso afirmativo, determina a qué
distribucion normal se aproxima, calculando
su media y desviacion estandar.

a) B(10; 0,1) b) B(40; 0,8)
) B(32; 0,4) d) B(48; 0,9)

4. Una maquina tiene una probabilidad igual a

0,01 de fabricar un articulo defectuoso. Si la
maquina produce 35 000 articulos:

a) ;cual es la probabilidad de que haya menos de
330 articulos defectuosos?

b) ;cudl es la probabilidad de que haya mas de
500 articulos defectuosos?

¢) jcudl es la probabilidad de que haya entre 300
y 400 articulos defectuosos?

. La probabilidad de que un estudiante de inge-

nieria obtenga su titulo es de 0,3. Si un ano
entran 500 estudiantes a dicha carrera, ;cual
es la probabilidad de que al menos 160 de
ellos se titulen?

. Si un tirador al blanco acierta el 70 % de sus

tiros, calcula la probabilidad de que en 20 ti-
ros acierte a lo mas 15 veces.

a) Mediante la distribucion binomial.
b) Mediante la aproximacién a la normal.

¢) Compara ambos resultados.

. En una ciudad se calculdé que la probabilidad

de nacer mujer es de 0,53. Si en un mes cual-
quiera ha habido 200 nacimientos:

a) ;Cudl es la probabilidad de que el niumero de
ninas sea mayor que 957

b) ;Cudl es la probabilidad de que el nimero de
ninas esté entre 110 y 1257

. En una ciudad se detecté una epidemia de

gripe. Si se sabe que el 35% de la poblacidn
de la ciudad esta enferma:

a) ;Cual es la probabilidad de que en una sala
de cine con 200 personas, al menos 65 de
ellos estén contagiados con el virus?

b) ;Cudl es la probabilidad de que sala con 150 es-
tudiantes haya exactamente 48 contagiados?
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Razonamiento |

Matematicas en contexto

Historia de la probabilidad

Segun el historiador griego Herodoto, en el antiguo Egipto
(3000 a. C.) ya se registraban datos relativos a la poblacion
y riqueza para construir las pirdmides. En China, Grecia,
Roma, asi como en los territorios actuales de Francia e
Inglaterra, también se registraron datos estadisticos para
distintos fines.

Por otra parte, desde el siglo XIll se han estudiado los
juegos de azar, principalmente con dados y cartas; un
ejemplo lo encontramos en el poema “De Vetula”, de
Richard de Fournival (1200-1250), en el que afirma que
si se lanzan tres dados hay 216 combinaciones posi-
bles. Otros matematicos realizaron diversos aportes al
estudio del célculo de probabilidades relacionado con
este tipo de juegos.

En 1662, el inglés John Graunt (1620-1674) realizé un
estudio sobre distintos temas relacionados con la de-
mografia en Londres. Entre ellos se encontraban: la
relacion entre la cantidad de hombres y mujeres, la
edad promedio de vida, y establecié algunas causas
de fallecimiento. De hecho, Graunt elabord la primera
tabla de mortalidad y se cuenta que hizo predicciones
sobre la cantidad de personas que moririan a causa de
ciertas enfermedades. En conclusidn, se podria decir
que el trabajo realizado por Graunt se enmarca en la
Estadistica y en la Probabilidad.

» ;Qué relacion existe entre el tercer parrafo y los dos
anteriores?

o ;Por qué se puede decir que el trabajo realizado
por John Graunt se enmarca en la Estadistica y en
la Probabilidad?

Prediccion del clima

En cierto lugar se sabe que si hoy hace sol, la
probabilidad de que manana también lo haga es
4/5. Pero si hoy estd nublado, la probabilidad de
que mafana lo siga estando es 2/3.

Susana quiere saber qué ropa debe llevar el
domingo y piensa asi: Si hoy es viernes y hace
sol, jcudl es la probabilidad de que el domingo
también haga sol?

La siguiente tabla representa la funcion de proba-
bilidad de una variable aleatoria discreta Z:

1 2 g
0.2 0,5 03

.Cudl es el valor de la varianza de 27
a) 21 b) 0,49 )28
d) 49 e) 1

Si la varianza V(X) de una variable aleatoria discreta
X es 16, entonces la desviacion estandar de X es:

a) 4 b) 16 c) 256
d 8 e 2
Un experimento de Bernoulli se caracteriza por:

i. tener sélo dos posibles resultados.

ii. las probabilidades de obtener los distintos re-
sultados son iguales.

iii. sus eventos son independientes.

a) 4 b) 16 c) 256

d) 8 e ?2
i Cual de los siguientes experimentos se distribuye
binomialmente al repetirlo varias veces?

a) Medir el tiempo de espera en la fila de un

banco.
b) Pronosticar cémo estard el tiempo manana.

c) Extraer una bolita sin reposiciéon de una urna
de 2 bolitas azules y 3 rojas.

d) Acertar el resultado de un partido de futbol.
En un partido de tenis entre los jugadores Ay B,
la probabilidad de que gane el jugador A es de 0,8.
Se disputaran en total 4 partidos. ;Cual es la pro-
babilidad de que B gane 3 de ellos?

a) 0,1024 b) 0,0064 c) 0,4096
d) 0,0256 e) 0,008
De DCIO ke

Identifica si un experimento es
binomial. (3 - 4)

Conoce la ley de probabilidad, las
formulas de la media, la varianza
y la desviacion estandar de una
distribucion binomial. (1 - 2)

Conoce la ley de probabilidad, las
formulas de la media, la varianza
y la desviacion estandar de una
distribucién normal. (1 - 2 - 3)

Utiliza tablas o TIC para calcular
los valores de la distribucion
normal. (4)
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0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9
3,0
3,1
3,2
I
3,4
3,8
3,6
3,7
3,8
3,9

0,00
0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554
0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159
0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192
0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713
0,9772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918
0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981
0,9987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000

Tabla de tipificacion para distribuciones normales (P(Z < z))

0,01
0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591
0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186
0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207
0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719
0,9778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920
0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982
0,9987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000

0,02
0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212
0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222
0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726
0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922
0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982
0,9987
0,9991
0,9994
0,9995
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,03
0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664
0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238
0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236
0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732
0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925
0,9943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983
0,9988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,04
0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700
0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264
0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9257
0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738
0,9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927
0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984
0,9988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,05
0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736
0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289
0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265
0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744
0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929
0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,06
0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772
0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315
0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279
0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750
0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931
0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,07
0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808
0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340
0,8577
0,8790
0,8980
0,9147
0,9292
0,9418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756
0,9808
0,9850
0,9884
0,9911
0,9932
0,9949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985
0,9989
0,9992
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,08
0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365
0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306
0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761
0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934
0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,09
0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389
0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319
0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767
0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936
0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
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