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Precisiones para la ensefianza y el aprendizaje

1 Precisiones generales

El eje curmicular integrador del area propone 1z elaboracidn de mo-
delos como el mecanismo para resolver problemas. En un desarre-
llo gracual, que durard los tres afios del bachillerato, los estudian-
tes deberin comprender que la solucidn de aguellos que se estu-
dian con la matematica pasan por un proceso que se ILcIa Com U
representacicn de los elementos del problema original mediante
conceptos v lengnaje matematico, que continfa con la formmla-
cien de mn problema matematics, de cuyos analisis v resolucion,
iras la interpretacion respectiva, espEramos enconTar una solucion
al problema original.

Una manera de lograr esta comprension gradual consiste en
que, desde el micic del baclullerato, los estudiante se enfrenten
con la tarea de elaborar modelos v, a través de ellos, resuelvan
problemas, por més simples que estos sean. Esta labor puede ser
desarrollada por el docente en algunas fases.

1. Elproblema. En cada blogue, para inmoducir los temas prin-

cipales, el docente propondra a la clase wne o varios proble-

mas o situaciones cuya representacion matematica utihizara los
conceptos matematicos principales que se quisran estudiar en
dicho tema.

. Experimentacién. El docente propondra diversas actividades
a los estudiantes para que se fanmliaricen con el problema’d
la simacion. Estas actividades podran consistir, entre ofras, gn
experimentar con los elementos del problema, lo que les permi-
tird tomar datos, que seran presentados mediante tablatio grafi-
cos. A partir de estas representaciones, los esmdiantes podran
comjeturar soluciones o descubrir algunas ['né soluciones™ El
docente, en cambio, contara con el matenialsy el vocabulario
suficientes para intreducir los conceptesbjetos de estudio, ¥
que seran mndispensables para resolver.el problema o explicar
la situacion.

. Modelar. De los datos pasafiies’a una representacion de los
elementos del problema ¥ de Tas relaciones existentes entre
ellos mediante conceptoshatematicos; en otras palabras, ela-
boramos un modelodel problema, con lo cual obtenemos, a su
vez, un problema matemarico. Enla medida en que se ntihizaran
fimciones para este proceso, se hard necesana la dentificacion
de variablesylas relaciones de dependencia entre ellas; esto
dara lugar a etiguetar a algunas variables como indspendientes
v ofras como dependienter, v 2 identificar algunas relaciones
como fimciones. Acompaniando a este proceso, estard siempre
el uso explicito por parte del estudiante de los simbolos (letras)
gue utilice para representar las variables v las fiumciones. El do-
cente debera msistir en el use consistente de esos simboles, ¥
del uso correcto del lenguaje para la descripeion de dichas re-
pressntaciones.

. Imterpretacion v Generalizacion. Una vez obtenido el mo-
delo, se resuelve el problema matematico, se interpreta la so-
Iucion matematica para dar solucidn al preblema original. A
continuacion, debemes enfatizar en que la solucion matemati-
ca encontrada pernute obtener métodos generales que pueden
reselver ina variedad de problemas “del mismo tipa™, o pueden
guiamos a dar solucidn a problemas nuevos mas complejos, pe-
ro, para ello, es necesario estudiar, con mayor profundidad, los
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conceptos que surgieron come abstacciones de los elementos
que mtervimeron en la elaboracién del modele.

En esta fase, también se pueden estudiar varies de los con-
ceptos Unicamente con motivaciones matematicas come las de
demostrar un teorema mediante dos meétodos. diferentes; Por
gjemple, la fomuula para caleular la suma 4810s primeros » ni-
meros de tma progresion arfmetica suele'ser demostrada me-
diante induccién matematica; sin embarge, mediants argumen-
tos geomeétricos —que inchuyenla férmula del drea de un rec-
tangulo, condiciones suficientes para la congruencia de tridn-
gulos, enfre otros— también se/'obtiens una demostracion de la
mencienzda fommla.

En cada ima de estasdazes. el docente debe msistir en el uso
correcto del lenguajepor parte de los esmdiantes, tanto escrite co-
mo oral, en la forlecion e identificacion de los diversos elemen-
tos que aparecen & el procese de la elaboracion del modelo.

A conttacion, vemes los ejes de aprendizaje que aparecen
en cadaaing de las fases.

1., Eo'ladel problema, el estudiante debe leer un texto que, en la
mayoria de las ocasiones, se refieren a temas no matematicos.
También debe expresarse oralmente para hablar sobre el pro-
blema, para averiguar sobre él, etcétera. Sin las destrezas nece-
sarias de la lengua en forma escrita v oral, no comprenderd
lo que el problema le plantea.

Dado eque los problemas que se ntilicen deben ser, prefe-
Tentemente, no matematicos, en esta fase se integran diferen-
tes conocimientos adguirides; por ejemplo, con la economia
v las finanzas, la biologia, la fisica v 1a quinuca, teétera.

. Enla fase de experimentacion, se fiene una oportumidad valiosa
para hacer uso de las tecnologias de la informacion, mediante
la toma de datos, la elaboracion de tablas, de grificos, eteéte-
ra. También se integran conocimientos adquirides, pues en
esta fase casl slsmpre se reciITe & conOCIMUentos mateInaticos
que los estudiantes ya conocen; por ejemplo, elaborar graficas,
reglizar ciertos calenlos, tanto “a mane™ como a fraves de “tec-
nologias™

Otro elemento presente en esta fase es la conjetura, cuan-
do se procesan e interpretan los datos obtemdes, ¥ se proponen
soluctones, o camines & seguir para resolver el problema.

Finalmente, el nso comecto de la lengua se evidencia a tra-
vés de la presentacién de los datos recogidos, de las sintesis
que de ellos se hagan.

. Enla fase de modelar, la abstraccion s una de las principales
herramientas con la que los estudiantes deben contar, pues es
la que les permuite identificar las variables y las relaciones ente
las variables. El uso correcto de la lengua les penmite elegir,
adecuadamente, los simbelos, que representan los elementos
del problema, para su manipulacicn posterior.

. En la fase de los conceptos, una vez mas la abstraccidn, la
generalizacion, &l uso correcto de Ia lengua, las teenologias
estardn presentes.

La manera de saber que algo 23 una solucion es “probar”,
justificar. que lo hallade es una sohacién; parte del desarrolle
de los conceptos estd encaminado, precisamente, a ese fin.
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En ] perfil de salida del BGU. s= propone que el egresado
resuelva problemas gue la vida cotidiana le plantea. Es de esperar
gue los problemas gque se proponen en el bachillerato, tanto para
introductr los conceptos, objetos de estudio, come los que tienen
gue resolver como parte de su formacién, sean de la vida cotidiana.
Sm embargo. muchos de los problemas de la vida real no pueden
ser resueltos con los conocimientos mateméticos adguridos en el
bachillerate v, en varias ocasiones, ni siguiera con los gue se ad-
guirirdn en la nniversidad, & nivel de la licenciatura {ingenieria);
serdn necesarios estudies especializados de maestriz ve doctora-
do.

A pesar de esta siiacion, siempre e3 posible adaptar los pro-
blemas reales v conformar al menos dos tipos de problemas que
podran ser utilizados en el aula:

1. Problemas reales. en los que se reguisre de matematica
para resolverlos; pueden simplificarse para que los cono-
cimientos necesarios sean los que los estudiantes poseen o
pueden poseer en 2] nivel 2n el gue se encuentran. En estos
problemas, los conceptos matematices adguisren sentido.

[

. Problemas ilustrativos, cuyo mmeo objetivo es ejemplidfi-
car conceptos, tEmminos v teoremas.

Hay mma gran variedad de problemas reales gue pueden ser
simplificados, sin gue por ello se pierda la postbilidad de utilizar-
los como busnoes prototipos de lo que con la matematica puede ha-
cerse en la vida cotidiana. En las dltimas décadas, un buen nimero
de esos problemas han side moedelados con herramientas matema-
ticas relativamente sencillas de comprender; algunos ejemplos se
encusntran propuestes en el blogue de “Matematicas discretas”™.

2  Segundo de bachillerato

En este afio, continda el estudio de varios tipos de fimcionss. Bn
particular, se infroducen las funciones trigenométricas. Las funs
ciones migonomeiricas son findamentales tanto para modelar fa-
némenos periédicos como para asistimos en la llamada resghcion
de miangulos rectangulos. Histéricamente, las fimcioneq mgeno-
meétricas fueron inventadas con este propasito. Por elloyla mgono-
metria es un contemdo que nos permute cumplircon el propasito
central del aprendizaje del area: la resolucion deproblemas.

El problema siguiente ez un ejemple de Yo.que se conoce como
“situacién problema”™ es decir, un problema mas o menos com-
plejo gue pernute descubrnr o reforzaral estudiante una o varias
nociones (en este caso, la de finfigny sus elementos). vizualizar
que existen varias formas de enffentar i problema y descubrir sus
limitacicnes v la necesidad e adquirir nuevos conocimientos.

Problema 1 (Optimuzacion), Hallar el area del pidmgulo de ma-
vor drea gue pugdé inseribivse en um semicirculo de radio 5 cm

Paso 1. Elprofesor pedira a los estudiantes que dibujen un se-

micircule de radio 3 cm y varios inangulos nscritos en €L
Deegpués de varios intentos, debera quedar claro para todos los

almmes el significade de un tridgngulo inserite en un senicireulo:

INCORRECTO CORRECTO
Paso 2. El profesor pedira a los estudiantes gue identifiquen el
tipo de mangule (rectanguls), v que justifiquen su afimacién, A
continuacion, pedird gque encuentren una fomula para caloular el
area de un mangulo rectingule a partir de las dimensiones de sus
lados (semuproducto de las dimensiones de los catetos).
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Paso 3. El profesor pedira a los estudiantes que dibujen varios
iniangulos mscritos en el semueirculo v que con la avuda de una
regla graduada calculen el drea de esos tridgngulos.

Ese trabajo. con la ayuda de una caleuladora, conducira a una
tabla como la signiente, donde las longitndes estan dadas en em v
- a3
las areas en cm-.

cateso 1 | cateto 2 | area
3,7 2.3 23,635
6.5 1.7 23085
79 6.2 2440
7.1 7.1 23.205

El profesor hara notar.que medidas como 7.1 v 7. 1deben estar
mal tomadas, pnes no gatisfacen la relacicn de Pitdgoras para un
trianzulo rectangulo:

7,12 +7,12 = 100.81.

Puede/sugenr nuevas medidas como las simuientes:

cateto I | cateto 2 | drea
57 83 23,633
[ 17 25.085
8 6.2 2449
i1 /1 232405
6,8 73 24 82
6.9 7.19 2480
7.07 707 2499

Estos resultados, v otros adicionales, llevaran a los estudian-
tes a sospechar que el drea maxima es 23 cm?; sin embarge, per
mmichas mediciones gue realicen y por muchos decimales que pon-
gan al azar, no podran encontrar dimensiones tales que el drea sea
igual a 25.

Paso 4. Es necesario entonces buscar otro meétodo. El profesor
suglere que se busgue una formula que permita calcular el érea del
tridngulo de drea maxima. Al respecto, puede sugenr que 32 nom-
bren con letras —por gjemple. con x e y— las longimdes de los
catetos. Esto, junto con la relacion de Pitagoras, conducira a los
estudiantes a la formula del érea:

=9 x4/ 100 — x4
cT T 3 :

Interesante: hemos encontrado una fommla para caleular el
drea de cualquier tmiangulo inscrito enun semicirculo; en ofras pa-
labras. hemos disetiado un modelo matematico.

Puesto que 4 depende de x, podemos escribir

¥

Hemos definide una fimeidn gque nos permute caleular el drea
del tnangulo para cada valor de x. [Cual es 2] donumo de esta
funcion? ;Cual es su recomrido?



Para caleular el recomdo, requerimos conocer los valores en-
tre los enales varia Aix), v volvemos a nuestre problema mieial:
jeudl es valor maximo de A(x)?

Los esmdizntes manifiestan que no estin en condiciones de
determinar el maxime de esta fincion, ante lo cual el profesor ex-
plicard que existen métodos que requieren del caleulo diferencial
para determinar el maximo de fimeiones como 8sta, ¥ que se fra-
tard en CUrsos sUperiores, pero que, sin embargo, ] problema no
puede guedar sin solucién.

Paso 5. El profesor sugiere recurmir 2 la trigonometria para re-
solver el problema, para lo cual propone caleular el drea del tridn-
gulo mscrito en fincion de uno de los angulos agndos del tnangulo
al que Nlamaremos, per ejemplo, o,

Los alimmos encuentran rapidaments

X

A= 5= J0sencecos o,

El profesor sugiere gue utilicen la identidad trigonomeétrica
senle = 2senercos,

Iz que conduce a:
A=25sen2e.

La pregunta es shora evidente: ;Para qué valer de o, senlo
aleanza su maximo valor?

Los estudiantes deberfan contestar sin dificultad gue, pueste
que el mayor valor del seno es 1, el valor maxmmeo de senler se
obtiene cuando o = 457, El drea méxima es entonces 23 am®y el
nangulo de drea maxima tiene comoe dimensiones de sng catetos

x=10send5° =57 y y=10cosdF LBV

Es necesario hacer notar que, puesto.gque’las dimensiones ob-
temdas son nimeros uracionales, es imposible encontrarlas me-
diante mediciones con una regla.

Paso 6. Se puede también Sngenr que resuelvan el problema
5 ** (100 —x?

considerande el cuadradg dsl area: 4-(x) = M v ob-

servando que el area-alpanza su valor maxime en in punto 51y

solo 51 su cuadrade zicanza el maximo en el misme punto.

Paso 7. Elprofesor pedira a los alummos que generalicen el pro-
blema para un semicirculo de radio cualquiera R, v que redacten
las soluciones utilizando wn lenguaje matematice comects, como
SE INEsiTa a continacion.

Enel grafico, el riangule £AABC esrectingulo por ser un triangulo
mscrito en un semicirewle. Sean x = AC y y = BC. En este tridn-
gulo, podemos tomar el segmento AL como la base, v el segmento
BT compe la altura. Su drea 4 es, entonces, igual a:

Pt

?.

A=
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Por el tecrema de Pitagoras aplicado al tnangulo A4BC, se tiene

que 5 5
247 =107,

de donde y = +/100 — . Reemplazando en 4 =

que
A= ;x\.,flﬂﬂ—xl:

gue nos proporciona una formmla para caleular el arsa del tmangule
M ABC en fincién de 1a longimud x de no de los catetos. Podemos,
entonces, escribir

=

. s& conchuye

I\.Jl

dix)= ;x

v considerar a 4 comeo mna funcién. Los valores que puede tomar x
de acuerdo con la naturaleza del problema, son los mimeros reales
comprendides entre 0y 10. El donumo de la fimcion es, entonces,
el intervale [0, 10].

El recomdo de la funcion son todos 1os valores ente el area
minma () v el drea maxima. Desgraciadaments, los conocimien-
tos que disponemas no nos permiten hallarfacilmente el valor ma-

wimo de la expresién éxw’ 100 —x2.

1.1 EBlogue de nimeres.y funciones

En el tratamiento de.polinomios, se recomienda partir de ejem-
plos sencillos basades en la defimcion de operaciones enire fim-
cicnes lineales, v ctiadraticas, lo que, en definitiva, significa apli-
car las propiedades algebraicas de los mimeros reales. Hay que
evitar peoaictos de polinomos de grado alto v leos conocidos meé-
todos para multiplicar polinomios mediante ima serie de reglas
que.no aportan nada a su conocimuento y utihzacicn. Por ejem-
plo! f(x) = (x—1){x+2)(x— 3) es una funcién cubica; podemos
gbtener un polinomio cibico fras multiphicar los factores, pero ex-
presada come el producto de estos, la funcién cubica tiene varias
ventajas; entre otras, se puede determinar inmediataments los cor-
tes con el ge a 1. —2 v 3. Tambien podemos saber los signos de
la funcién en cada mtervale defimdo por los cortes, simplemente
analizando cada térmmo lineal.

Es mportante tratar el algeritmo de Euchdes (o de la divi-
sion): dades dos polimomies pix) v k(x), existen polinomes g(x)
v rix) tales que

plx) = glxjhix) +rix),
dende rix) o es el polmonuo nule o su grade es menor que el grade
del pelinomio kix).

Es importante no confindir —aumegue esta basado en él—
con el procedimisnto para dividir dos polinomues, acalmente en
desuso.

Con base en el algontmo de Enclides, se debe tratar el tecre-
ma del residue, la divisibilidad por x —a y la descomposicion de
un pelinomie en factores wilizando sus raices.

En el ratamiento de funciones racionales, es importante hacer
enfasis en el conpumto en el cual estdn definidas. Y al igual gque
en el caso de los polinomios, hay que hacer notar gque sus opera-
ciones no 501 mas que operaciones entre funclones reales v que,
en consecuencia, signen las reglas de las operaciones entre mimme-
ros reales. e debe recalear que la factorizacion no es mas que um
mecanismo para su simplificacicn.

Para presentar funciones trigonométricas se recomienda se-
guir los siguientes pasos:

1. Trabajar con mm problema gue requiera reselver un trifngu-
lo rectangulo. Hacer evidents el que dos imangules rectangu-
los semejantes fienen lados proporcionales (tecrema de Tales).
Por ejemplo, el tnangulo rectangule con catetos de longiind 1
v +/3/2, respectivamente, e hipotenusa de longitud 2, con el
triangule con catetos 2y +/3.respectivamente, e hipotenusa de



longifud 4. La proporcién entre &l cateto opuesto v la hipoten-
saes 1/2 =2/4 en ambos rangulos. Entences introducimes
senfl = 1/2. Generalizando:

cateto opuesta

S lupetenuss

A contimacion hay que hacer notar que, conocido el valor del
seno de un angule en un tidngulo v, el cateto o la hipotenu-
sa, se puede conocer el térmune faltante. De alli su utihdad De
manera sinular se procede con el coseno.

. Extender la defimcién propuesta para angules entre 0 v 120
grados.

. Se define 2] radifn en el circule wmdad: recordande que & ra-
dianes son iguales a 180 grados. Es necesario gue los estudian-
tes sean eficientes en expresar los angulos notables: 307, 457,
607 come m/6rad, m/d4rad, x/31ad, respectivamente.

. Se definen las funciones trigonométricas en el circulo umita-
1o en un sistema de gjes cartesianos, haciendo notar que, para
cada punto sobre 2] circulo, las coordenadas son x = siné v
v=rcos#, por lo gue las fimeiones sen y cos tiemen signos o
positives o negativos segim el cuadrante donde se localiza el
lado terminal del angulo. El docente puede conseguir todas las
identidades mgonométricas impaortantes utilizands el cireulo
unitario. Particulammente, la pericdicidad es importante para el
signiente paso. En esta etapa es recomendable gue los estudian-
tes adquieran un grado de mecanizacidn en cuante a los valores
de las tres funciones irigenometricas para los angulos notables
entre 0 y 2

[E=]
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. Elultimo paso consiste en pensar las funciones tngonometricas
como fimcienes de variable real, Para ello, se puede mmaginar
que el circulo es desenrolladdsobre la recta como una cuerda.
Esta 1lusracion es importaiie para reconocsr que, en el circu-
lo nmtanie, el angule 3latonzitud del arco comciden en valor.
En esta etapa, extendentos las funciones seno y coseno con do-
minio real utilizemde el aspecto de periodicidad del seno y del
coseno. Elprofeser debe proporcionar sentide a los valores po-
sitivos y negativos de la variable como dngulos que se obtienen
al recorrer el circulo en sentide anti horarie v horarie, respecti-
vamente. Es importante “mansferir” el conocinuente adguiride
en friangules rectangules v el circulo unitarico 2 esta meva de-
finicidn. Por ejemple, la ubicacién de los dngulos notables, el
crecimiento del angule con el crecimisnto del sene en el inter-
valo 0 hasta x /2, los cortes de la fimeidn v 1a situacion respec-
tiva en el circulo unitaro, etcétera.

. Se debe analizar con deternmiento las caracteristicas de las
fimeiones resultantes de homotecias, traslaciones y reflexionss,
tante del sene como del cosene, para consegur unz generaliza-
cion apropiada de la fimcidn definida per fix) = Asin(Br+C).

Falmente, hay un sin mimero de simacienes donde las fim-
clones rgonomeétricas aparecen de manera inmediata: las coorde-
nadas de las agujas del relo), la altura de un asiento en una rueda

moscovita, el movimiento de una masa swjeta 2 un resorte, el mo-
vimiento de los pedales de una bicicleta, etcétera; el profesor debe
hacer nso de estos ejemplos y otros para ilustrar identidades y pro-
pledades de funciones trigonomeétricas.

i)

Blogue de algebra y gecmetria

Se mtroduce por primera vez en la educacion media las ecuaciones
paramétricas. Es importants que el estudiante se dé cuenta de las
ventajas de ntilizar parametros tanto en las aplicaciones a la fisica
come en los desarrollos matematicos. Esto coadyuvard a la com-
prensidn del parametro £, que por ser una herramienta totalmente
nueva, resulta de difieil asimilacién v comprension al micie. Asi,
en las ecuaciones parameticas de una recta:

{

el vector (a.¢) determina la direccién de la Teeta) Por otro lado, en
Fisica, el punte (x.)) representa la posicion d& una particula en el
instante t. 51 el tiempo lo permite, el profedor puede realizar expe-
rimentos con objetos que se desplatenen el plane, tomando dates
para distintos valores de ¢ v luege-graficandolos.

Es importante hacer notar'gie las ecuaciones parameétricas de
una recta v la ecuacicn yectorial son, en realidad, lo mismo. En
efecto, 517 es el vectorydifector de la recta, ) un punto (o vector)
de la recta, cualquierpunto ¥ de la recta se expresa por

x=at+b
y=cf+d,

T =ip+1¥,

donde ¢ es im mimero real.

Si ahora hacemos ¥ = (v,¥), ¥ = (xp.00) v ¥ = (a.b), re-
emplazando en la ecuacidn vectorial se obtiens

(.3 = (xp.p0) +1{a.B) = (x.3) = (xg +ta.ye +1b].

o lo que s lo mismo en termimos de sus componentes:

{

gue no son mas gue las ecuaciones parameétricas de la recta.

Las matrices, sus detemmnantes v sus operaciones pueden ser
actividades matematicas sin senfido para el esmdiante, v por tan-
to es necesario proveerles de wno. Buscar tablas con vanas co-
lumnas y filas en periodicos v ofros medios puede ser estimulante
para comprender el uso de las matnices en el almacenanuento de
la informacién. En la matematica, brinda un aperte importante al
facilitar 12 resolucién de sistemas de ecuaciones lineales.

Las transformaciones en el plano son una oportumdad para
mostrar la Matematica en conexién con el arte. Se punede hacer
gue el grupo cres hemmesas composiciones utthzando reflexiones,
traslaciones v rotaciones. Hay wma variedad de pazinas web gque
gjecutan esto de manera automatica, por ejemplo, las teselacio-
nes .

Finalmente, presentamos wn problema que combina varias
transformaciones en el plano.

Y=xp+ra
¥=Yo+ib,

.'htrp: //www.shodor.org/interactivate/activities/Tessellata/
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Problema 2 (Transformaciones), Dibujar el vidngulo que se ob-
tiene al realizar las siguientes fransformaciones, en forma sucesi-
va, sobre el riangulo de la figura:

1 Traslacion de vector ¥ = (1.2).

Una homotecia transforma un segmento A5 en un segments
AF, paralelo al segmento AF, pero de longitud k veces la longi-
tud de 4F:

2. Homotecia de razon 2. -
3. Rotacion de 45" H
}En primer Iugar, recm'de::lms las definiciones de las transfor- Wt £
maclones gue vamos a utilizar. E
Definicion 1 (Traslacion). La maslacion T, de vector ¥ suma a
cualquier vectar ¥ el vector ¥: 2 e :
R .
TE) =T4+7.
En ofvos términos, 5i7 = (v, v2) VT = (x1,%7), entonces
L
L) = Lixpxn) = (o) + (v = (9.0 4+%1) . Definicié tacion). Unarotacién R de dngulo & se la puede
expresar te la mairiz:
‘\\Q cosf  —send
\(\ senf cos® [
W )@mmm mds precisa, a rofacion del vector x = (x1,x1)) 5 &l
i =R vecior —expresado como vector columna:
I & _ _ cosl —senfy (v _(m cosf —xysenf
H Rolx) =Ro(x1.:3) (s&nﬂ cosd 3 Xy senf 4x;cosl
EEET H Es decir,
+ i”i H’ H : g (x1.00) = (x) cos® —xysenb,xy send 4xpcos6 ).
Una traslacion transforma un s Qﬂl un segmente para-
lelo, como se 1lustra a continuaciél ﬁegmentn A'B’ es el trasla-
dado del segmento 4 por la de vector ¥ # =y Tnaes
|
& , ' SRS

Una rotacion transforma un segmento en un segmento (1o ne-
cesariamente paralelo) de igual longitd:

TT
o

Definicion 2 (Homotecia). Una homotecia P de razén k = 0 mams-
fovma un vector X en un vector del mismo senfido y direccion gue
X, pero de longitud & veces la longitud de 3:

B (¥ = .
Six = (xy.%7), entonces

He(x) = Hy(x), ;) = kixp.x) = (o, ).
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El segmento A'F° es la rotacidn de ingulo & del segmento A5

Volvamos al problema. Como las trasformaciones transforman
segmentos en segmentos, 23 suficiente caleular las imagenes de los
vertices del triangulo:

RLL) =(L1)+i(1.2) ={2.3). : f
L(2.3)=(2.3)+(1.2) = (3.5). B
LD =(3.1)4(12) =(43). A SRR
Por lo tante, el mangulo Tasladado tiene por vértices los puntos A
de coordenadas (2,37, (3.5) v (4.3): L

4

4 : 5"
: H

: H

o 1

o

A continuacion, aphicames la hometecia de razon 2 al meve
triangulo:
Ha(2,3) =2(1.3)=i4.6).
Ha(3,5) = 2{3.3) = (6.10),
Hyi4,3) =2(4.3) = (8.6).

Se obtiene el tningulo de veértices (4, 6), (6,10) v (8,6):

Un trabajo interesants e

riores graficaments. Q
de @f

aticas discretas

{ ci%s desarrolladas en las ultimas décadas, ague-
ue Ver conl matematicas discretas, pressntan una
de sprendizaje que, al mencs en los casos sencillos,
a potencialidad de la matematica para modelar y resol-
oblemas. Unejemplo de esto son los problemas de transporte
p.pianejo del tiemnpo. El signiente problema pueds utilizarse con

1

Fal

T
LT
LT
11

1
 § o
1

Fmalmente, aplicamoes la rotacion al iltime miangulo Ras-:

Ri4,6) = (4cosd5” — Gsend3® 4send5° + Goosdd®)

= l:—t-l"'ij?"'z_:l-:
R(6.10) = (6cos45° — 105en45°, 6send5° + 10cos43°)
= (22,87
R(8.6) = (Rcos45° — 6send3®, Bsen45° + fcosd5®)
= (+2, 720

El triingulo rotado tiene como veértices (_ﬂ,jvﬁj,
(-2v28v2)y (2v27v2):

este fin.

Problema 3. El comiré de seguridad de ln insfifucion busca en-
conmrar el recorvido gue optimice el Hempo necesario para eva-
cuar del edificio en el case de que se presente una emergencia. 5i
el edificio tiene la forma come se muestra en la figura, joual ds-
berd sev el recorvido que deba realizarse para dar la informacion
de manera que no se pase dos veces por el mismo pasille, y asi ng
s¢ pisrda Hempa?

N

En este diagrama, las aristas representan los pasilles del cole-
gio. Solicite a los estudiantes que discutan entre 31 la mejor mane-
1a de hacer el recomido. Algumo de sus estudiantes puede, incluse,
reconocer el yuego muy popular de poder trazar una grifica sin
levantar la mano ni pasar por una ansta dos veces.

Este ipo de diagramas se llama diagrama de Enler. Por ejem-
plo. el sigmente diagrama no es de Euler pero puede ser “eulenza-
do” aumentando una arista (Imaginaria):

o es de Euler “eulenzado”
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Ze procede a generalizar laidea de grafo. Un instumento matema-
tlco que siTve para representar rutas. La teoria de grafos es de gran
utilidad para resolver problemas de manejo de recursos, un area
gue se dedica & Ivestigar como mane)ar recursos de manera api-
ma. El objetivo mas importante de las aplicacionss que el docente
elija para presentar en este bloque consiste en desarrollar la dese-
za de modelar un problema de manera esquemsatica con el uso de
grafos v el mostrar la existencia de algoritmos heuristicos senci-
lles que pueden conllevar & seluciones aproximadas relativamente
buenas. Entre las aplicaciones mteresantes que el docente puede
escoger estd el problema del viajero (diagramas de Hanuilton), el
problema de ordenacion de tareas, y el problema de transporte de
bienes. En la bibliografia de este documento se sugieren fuentes
de consulta que brindan ayuda adicional.

1.4 Bloque de probabilidades y estadistica

Antes de tratar la probabilidad condicionada, es necesario recor-
dar la nocion de probabihdad, el concepto de espacio muestral ¥
de la probabilidad de un evento simple para uego familiarizar al
estudiante con el caleulo de la:

- probabilidad de que el evento 4 o el evento B sucedan;

- probabilidad de que el evento 4 v el evento B sucedan.

Los diagramas de arbol pueden ser uniles en estas situaciones.
Por ofra parte, toda actividad relacionada con las probabihdades, v
sobre tode con la probabilidad condicionada, debe estar asociada
a un experimento real y concreto con el cual esté fanuliarizado el
estudiante.

Clasicamente, se ufilizan experimentos con cartas, dados v
monedas. Pero hay un sinfin de posibilidades que pueden interesar
mas a la clase. Por ejemplo, el docente puede presentar a la clase
la sigmente mquienad:

Algunos piensan que las personas que son surdas de
maio también lo son con los pies.

Luego pide que levamten la mano los estmdiantes gque-tisan “la
mane derecha v el pie derecho”, “la mano izquierda, y-el'pie dere-
cho”, eteétera. Luego pide a la clase organizar estainfbrmacion en
una tabla de doble enirada. Con la tabla, se puede ealeular probabi-
lidad conjunta v, ademas, introducir la idea de probabilidad condi-
cionada; por ejemplo. jeual es la probabulidad de que algmen que,
usando la mano derecha, sea también buemo con el pie derecho?

Mediante esta misma preguntal sepuede comprender gque la
pregunta planteada solo fue regpondida para las personas que es-
tan en el aula, pero si queremds 1ma respuesta con mayor validez,
debemos considerar a todd Ia poblacion de um pais o del planeta.
{Qué sucede con preguntas’tales como “jcudl es la probabilidad
de que un esmdiante eciiatoniano merese & la umversidad?”? Para
ello, es necesario gonsiderar & toda la poblacion esmdiantl ecuato-
nana. En vista desgque tomar datos a tantas personas es imposible,
se vuelve necesaric hacerlo en un grupo mas pequeiio. El profesor
infroduce, entonces, la nocion de poblacion v de muestra, e indica
situaciones reales en donde una muestra puede ser sesgada. Es m-
teresante para el aula comversar de simaciones acmales donde las
estadisticas pueden estar sesgadas; por ejemplo, en encuestas de
votacion a boca de uma en las elecciones de los mandatarios del
pais. en encuestas de consumo de productos comerciales, efcéte-
ra. Desarrollar métodos para escoger una muestra 23 importante si
se quiere informacién veraz. Entonces, el profesor presenta la no-
cion de muestra aleatoria v métodos para generar miimerss pseudo
aleatorios. Por ejemplo, mn métode muy sencillo es tomar el se-
aundo digite de mimeros de teléfonos que aparecen en la guia tele-
fomca. Es recomendable pedir a sus estudiantes que planteen pre-
ountas en las cuales definan cudl es la poblacicn, describan como
tomarian una mmesa evitando el sesgo ¥ cémo usarian nomeros
pseudo aleatorios para este fin.

[

A contimuacién presentamos un ejemple de un problema; ne
se offecen la soluciones, sino que se sugleren varias preguntas que
se pueden plantear al estudiante.

Problema 4. A fin de mediv el rendimiento en matemdiica de los
estudiantes de bachillerato en el Ecuador. se ha seleccionado una
mugstra de estudiantes de teveer aiio de bachillevato de los dife-
rentes establecimisntos de educacion media con mas de 500 esfu-
digntes. Para el efecto, se ha seleccionado primero una muesira
de establecimientos, v de la musstra seleccionada, te ha escogido

la muestra de estudiantes.
Se conocen los siguientes datos:

1. Los colegios con mas de 500 estudiantes son representaii-

vas de la educacion media en el Ecuador.

En el pais existen 150 establecimientos en la sievra con mas
de 300 estudiantes, de los cualer el 8% estd en el ilfimo
afio de bachilleraro.

-
b

3. En el pais existen 170 establecimientos en la costa con meds
de 500 estudiantes, de los cuales~élT% esta en el ultimo
anio de bachillerato.

. En el pais existen 14 estableciinientos en el oriente con mds
de 500 estudiantes, defos.cuales el 3% esta en ol ulfimo
afie de bachilleraro.

1. Explique como deterniiar el tamafic de la nmesira con wn e
indigue la metodolegia utilizada para seleccionar la nmestra de
tal manera que-€sta no sea sesgada.

Una véz, seleccionada la muestra, que a fin de continuar
con &] desarrello de nuestro problema la vames a suponer de
tamefic"80, se procede a realizar la prueba de matematicas. Se
gbtienen las calificaciones sigmentes sebre 20 puntos:

- 2 esmdiantes obtienen la cahificacion 0.

- 3 esmudiantes obtienen la calificacién 2.

- 3 esmdiantes obtienen la calificacién 3.

6 esmdiantes obtienen la calificacién 3.
2 esmdiantes obtienen la calificacion 6.

- 10 estudiantes cbtiznen la calificacion 9.

- 15 estudiantes obtiznen la calificacién 10.

- 12 estudiantes obtiznen la calificacién 11.

- 12 estudiantes obtiznen la calificacién 12.

estudiantes obtienen la calificaciom 14.

'
B ]

estudiantes obtienen la cabificacién 13
esmdiantes obtienen la calificacién 17.
esmdiantes obtienen la calificacién 12.
- 1 estudiantes obtienen la cabificacion 20.

-3
2

(=]

. Haga un cuadro de frecuencias v de frecuencias acummladas;
dibwje los diagramas comrespondientes.

. Calcule la media, la mediana y la desvizcion estandar de las
notas chtenidas por el grupo de la muestra. jQué porcentaje de
estudiantes de la mmestra e encuentra entre la media + una
desviacion estandar, + dos desviaciones estindar? ;Entre la
media v cuantas desviaciones estandar se encuentra el 70% de
los estudiantes de la muestra?

. Caleule las siguientes probabilidades:

- Que un esmdiante ecuatoriano chtenga una nota superior
& 10 en una prueba de matematicas —similar a la recep-
tada a los estudiantes de la muestra.

- Que un estudiante obtenga una nota mferior a 13.
- Que un estudiante obtenga wna nota ente 8 v 14,

3. Calcule las signientes probabilidades condicionadas:



{a) CQue un estudiante obtenga una nota superior a 12, sa- (b) Que un estudiznte obtenga una nota inferior a 3, sabien-
biende gque estd en el grupe de los estudiantes que siem- do gue estd en el grupo de los estudiantes que siempre
pre obtienen notas supericres a §. obtienen notas entre 2 y 13,



